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Introduccion

Esta tesis de licenciatura aborda el tema de convolucién libre y divisibilidad infinita libre de
medidas de probabilidad. El objetivo principal es exponer de manera detallada los fundamentos
de esta teorfa, hacer una revisiéon de las técnicas existentes para probar si una medida de
probabilidad es infinitamente divisible en el sentido libre y presentar una serie de ejemplos,
algunos conocidos y otros nuevos, que permitan apreciar claramente las ventajas y dificultades
de estas técnicas.

El tema forma parte de la Teoria de Probabilidad Libre (Free Probability), en donde los
objetos de interés no son variables aleatorias cldsicas, sino variables aleatorias libres (no con-
mutativas) y en lugar de productos tensoriales se consideran productos libres; conceptos que
aparecen, por ejemplo, en el contexto de algebras de operadores. Esta teoria se inicia en la dé-
cada de los 80 con los trabajos de Voiculescu [51], [52], [53] en conexién con algunas preguntas
sobre teorfa de dlgebras de operadores, asf como suma y multiplicacién de variables aleatorias
no conmutativas.

Otro contexto importante -abordado brevemente en esta tesis- en el que aparecen objetos no
conmutativos es el de matrices aleatorias de dimensién grande, cuyo comportamiento asintético
proporciona una de las mayores aplicaciones de la teorfa de probabilidad libre. La razén de esto
es el hecho de que el conocer los valores propios de dos matrices no es, en general, suficiente para
encontrar los valores propios de su suma, a menos que las matrices conmuten. Sin embargo,
en el marco de probabilidad libre, Voiculescu [54] identificé una condicién suficiente -llamada
relacién libre asintética- bajo la cual el espectro asintético de la suma puede obtenerse de los
espectros asintéticos de los sumandos. Esto corresponde, precisamente, a calcular la convolucién

libre (aditiva) de medidas espectrales asintéticas de matrices aleatorias.
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Actualmente, la probabilidad libre tiene también una relacién importante con otras ramas
de las matemadticas tales como combinatoria, probabilidad clasica, representaciones de grupos
simétricos, asi como con algunos modelos matematicos de fisica, comunicaciones y teoria de
informacién.

Los conceptos de convolucién libre y la divisibilidad infinita asociada (libre) aparecen de
manera natural al hacer un paralelismo con la convolucién clésica de medidas y la divisibilidad
infinita en la Teorfa de Probabilidad Cléasica. Su estudio puede abordarse desde dos puntos de
vista: analftico y combinatorio. En esta tesis presentamos ambos planteamientos.

El primer enfoque, basado en la teoria de funciones analiticas, fue iniciado en 1986 por
Voiculescu [52] para el caso de medidas con soporte compacto, continuado en 1992 por Maaseen
[34] para el caso de medidas con segundo momento finito y completado en 1993 por Bercovici
y Voiculescu [10] para medidas con soporte no acotado.

Por otro lado, a finales de la década de los 90, Speicher [38], [44] propone el uso de cu-
mulantes libres, lo que proporciona herramientas puramente de combinatoria para estudiar
divisibilidad infinita libre de una forma muy elegante, pero con la restriccién de considerar
medidas determinadas por sus momentos, en particular aquellas con soporte compacto. Es
importante mencionar que, contrario a lo que sucede en divisibilidad infinita cldsica en donde
una, distribucién no trivial no puede tener soporte compacto, en divisibilidad infinita libre son
muchas las distribuciones con esta propiedad que tienen soporte acotado.

En probabilidad clasica es bien conocido el hecho que las leyes infinitamente divisibles clasi-
cas se caracterizan con base en una representacién de Lévy-Khintchine para su funcién cumu-
lante clésica (el logaritmo de su transformada de Fourier); ver por ejemplo Sato [42]. De manera
similar es posible definir transformadas cumulantes libres y encontrar una caracterizacién tipo
Lévy-Khintchine para distribuciones infinitamente divisibles libres. Esto fue probado en 1993
por Bercovici y Voiculescu [10] y recientemente Barndorff-Nielsen y Thorbjgnsen [7] proponen
una variante que resulta méds andloga a la del caso cldsico.

En el contexto del estudio de distribuciones estables, en 1999 Bercovici y Pata [9] introdu-
jeron una biyeccién entre distribuciones infinitamente divisibles clédsicas y libres. La biyeccién

es tal que a una funcién cumulante cldsica le asocia una transformada cumulante libre. En
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particular, a la distribucién Gaussiana! le asocia la ley del semicirculo, a la distribucién de
Poisson la distribucién de Poisson libre y a las distribuciones estables cldsicas las estables li-
bres, teniendo como punto fijo a la distribucién de Cauchy. En general, no son muchos més los
casos concretos reportados en la literatura. En esta tesis encontramos nuevos resultados sobre
la biyeccién entre leyes infinitamente divisibles con soporte no negativo.

Pensamos que el conocimiento de ejemplos concretos de distribuciones infinitamente divis-
ibles libres se encuentra en el estado en el que se encontraba hace 50 afios el conocimiento de
distribuciones infinitamente divisibles cldsicas concretas. Para ser mas especificos, recordamos
que si bien la teoria de distribuciones infinitamente divisibles clédsicas fue desarrollada en las
décadas de 1920 y 1930, a principios de los anos 1960 eran pocos los ejemplos concretos que se
conocian, ademas de la distribucién Gaussiana, la Poisson y las estables.

En este trabajo presentamos nuevos ejemplos de distribuciones infinitamente divisibles li-
bres, asi como conjeturas para ejemplos de familias de distribuciones para las cuales se tienen
respuestas parciales. Asimismo, identificamos algunas distribuciones que son infinitamente di-
visibles en ambos sentidos.

La organizacién de esta tesis es la siguiente. En el Capitulo 1 damos algunas definiciones
bésicas que se utilizaran més adelante. Primero recordaremos de forma muy breve conceptos
bésicos de probabilidad. En seguida presentemos una estructura que se conoce como espacio
de probabilidad no-conmutativo. En este marco se define la relacién de independencia libre
de variables aleatorias con medida espectral de soporte compacto. Ademds presentamos dos
ejemplos donde surgen como distribuciones espectrales la ley del arcoseno y la ley del semi-
circulo. Finalmente, se introduce el espacio de matrices aleatorias de dimensién infinita como
ejemplo de espacio de probabilidad no-conmutativo, en donde se explica el concepto de relacién
asintética libre para matrices aleatorias.

En el Capitulo 2 introducimos las herramientas analiticas para el estudio de la convolucién
libre de medidas de probabilidad en R. Comenzamos recordando el concepto de funciones
de Pick y la teoria de Nevanlinna-Pick. Seguido de esto, se presentan resultados sobre la

transformada de Cauchy de una medida y su reciproca. Se introducen la transformada de

!Usamos el término Gaussiano para una distribucién normal, ya que el término normal lo dejamos para
operadores normales.
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Voiculescu y la transformada cumulante libre, las cuales son funciones analiticas definidas a
partir de la transformada de Cauchy y que se comportan en forma similar al logaritmo de la
transformada de Fourier en convolucién y probabilidad cldsica. De especial importancia es el
hecho de que linealizan la convolucién libre aditiva. Finalmente se presenta la transformada S,
que sirve para estudiar la convolucién multiplicativa. El capitulo termina con la presentacién
de varias de las distribuciones tradicionales en la teorfa de probabilidad libre, asi como otras
nuevas.

En el Capitulo 3 presentamos los conceptos de convolucién y divisibilidad infinita libre de
medidas de probabilidad en R desde un punto de vista analitico. Primero definimos la convolu-
cién libre de dos medidas a partir de la transformada cumulante libre. A partir de esta con-
volucién introducimos el concepto de divisibilidad infinita libre, sus principales propiedades, asi
como diferencias importantes con la convolucién cldsica. Se introduce la biyeccién de Bercovici-
Pata entre leyes infinitamente divisibles clasicas y libres, asi como sus principales propiedades.
Como aportacion de este trabajo, se hace un estudio especifico de la correspondiente biyeccion
en el caso de distribuciones infinitamente divisibles libres provenientes de distribuciones infini-
tamente divisibles cldsicas con soporte no negativo (subordinadores). Se presenta de manera
breve la convolucién multiplicativa, con el objeto de dar interpretaciones a algunos ejemplos.
Concluimos el capitulo con la presentacién de ejemplos tanto tradicionales como nuevos.

En el Capitulo 4 retomamos los conceptos de convolucién y divisibilidad infinita libre de
medidas de probabilidad en R desde un punto de vista combinatorio. Primero observamos la
relaciones entre los momentos, los cumulantes cldsicos y los cumulantes libres. Se presenta
la convolucién libre de medidas a través de los cumulantes libres y se retoma la biyeccién de
Bercovici-Pata vista como una biyecciéon entre cumulantes cldsicos y cumulantes libres. En
seguida estudiamos dos criterios para decidir si una distribucién es infinitamente divisible en
el sentido libre, el primero en términos de los cumulantes libres y el segundo en termino de los
coeficientes de Jacobi. De igual forma que en el capitulo anterior, se culmina este capitulo con
la presentacién de ejemplos tanto tradicionales como nuevos.

Con el objeto de hacer el trabajo lo mds independiente posible, al final del mismo hemos
incluido dos apéndices, relacionados con el enfoque combinatorio. El Apéndice A contiene los

resultados principales sobre particiones que no se cruzan, mientras que en el Apéndice B se



expone un resumen del problema de momentos y sucesiones positivas definidas.

Finalmente, queremos mencionar algunos temas importantes de divisibilidad infinita libre
no considerados en esta tesis. FEn primer lugar estd el estudio de teoremas centrales de limite
para sumas de variables aleatorias libres, considerado, por ejemplo, en Voiculescu [52]. Segundo,
el enfoque reciente de matrices aleatorias propuesto por Benaych-Georges [8] para estudiar la
biyeccién de Bercovici-Pata, el cual generaliza el trabajo pionero de Wigner [55] quien encontré
que la ley del semicirculo es la distribucién espectral limite del ensamble de matrices aleatorias

Gaussianas.
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Capitulo 1

Elementos de Probabilidad Libre

En este capitulo daremos algunas definiciones bdsicas que se utilizardn en la tesis mdas ade-
lante. Primero recordaremos de forma muy breve conceptos bdsicos de probabilidad. El primer
motivo para hacer esto es que creemos que los temas abordados en esta tesis pueden interesar
a lectores que no estén familiarizados con probabilidad. El segundo es que a lo largo de la
tesis haremos una fuerte analogia entre objetos en probabilidad cldsica y sus correspondientes
en probabilidad libre, por ejemplo, las nociones de variables aleatorias y variables aleatorias
no-conmutativas. En seguida, introducimos una estructura que se conoce como espacio de prob-
abilidad no-conmutativo, enfocaremos nuestra atencién en variables aleatorias no-conmutativas
normales y su medida espectral. Finalmente, en este marco, podremos definir la relacién libre

de variables aleatorias con medida espectral de soporte compacto.

1.1 Espacios de Probabilidad Clasica

1.1.1 Definiciones Basicas

Empecemos recordando lo que se conoce como un espacio de probabilidad cldsica', segiin los

axiomas dados por Kolmogorov en 1933.

Definicién 1.1.1 Un espacio de probabilidad es una terna (2, F,P), donde §2 es un conjunto

!'No confundir con el concepto de probabilidad cldsica que se refiere a resultados equiprobables en cursos
introductorios de probabilidad.



no vacio, F es una o-dlgebra de subconjuntos de 2 y P es una medida de probabilidad. Es decir,
F satisface las siguiente propiedades
(1) Qe F.
(2) Si A1, Ag, ... € F, entonces | J;2, Aj € F.
(3) Si A € F, entonces A° € F.
Mientras que P : F —[0,1] es tal que
(4) P(Q) = 1.
(5) P es o-aditiva: Si Ay, Ag,... € F y Ap N Ay, = ¢ siempre que n # m, entonces

P(lJ 4) =) P(4).
=1

i=1

Observamos que el par (€2, F) no es mas que un espacio medible y que los conjuntos A € F
se conocen como eventos. La coleccién de todos los conjuntos de Borel en R, que denotaremos

por B(R), es la o-dlgebra generada por los intervalos abiertos en R. Se dice que una funcién

f: R — R es medible, si es B(R)—medible.

Definicién 1.1.2 (Variable aleatoria clasica) Sea (Q2, F, P) un espacio de probabilidad. Una
funcion X : Q — R es una variable aleatoria real, si es F-medible en R, esto es, {w : X (w) € B}
estd en F, siempre que B € B(R). Decimos que la medida p en (R, B(R)) es la distribucidn de
X st

P(X € A) =pu(A) = / w(dt)  para todo A € B(R).
A

Equivalentemente podemos definir a pn como la inica medida que cumple que para toda f : R —

R medible acotada

E[f(X)] ZZAf(X(W))P(dW) Z/Rf(w)u(dx) :

Recordemos que una sucesién (u,),~; de medidas converge débilmente a la medida fx, si

para toda funcién continua y acotada f : R — R se tiene que

fim [ fa)palie) = /R f(@)u(de).
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<, w .
En este caso usaremos la notacién p,, — p. En el caso en que (y,,),~; son medidas de proba-
bilidad, esta convergencia también se conoce como convergencia en distribucién.
Sean X e Y son variables aleatorias en un espacio de probabilidad y f : R x R — R una

funcién de dos variables, definimos la esperanza E[f(X,Y)] como

EWXiﬂzéﬂX@MWMMm)

si la integral existe.

En particular definimos el momento de orden n de X (con distribucién u en R) como

o0

mMMZE@W=/ﬁ%MM

1.1.2 Independencia y Convolucién Cléasica

Serd muy 1til estudiar variables aleatorias independientes en términos de la esperanza, vista
como una funcional lineal, en analogfa con la propiedad lineal de la esperanza. Para ello es

necesario recordar el concepto de independencia cldsica.

Definicién 1.1.3 Dos variables aleatorias X e Y son independientes si
P(X €AY eB)=P(X € A)P(Y € B) para todo A, B € B(R).

En general, X1, ..., Xy, son variables aleatorias independientes si para todo Ai, Asg, ..., An, € B(R)

se tiene

P (ﬁ(Xz S AJ) = ﬁP(Xl S AZ)

i=1 1=1
Una coleccion infinita de variables aleatorias se dice independiente si cualquier subcoleccion

finita de ellas lo es.

Si suponemos que las variables aleatorias X e Y tienen distribuciones con soporte acotado,

entonces todos los momentos de X e Y existen y determinan sus distribuciones. Ademads la



condicién de que X e Y sean independientes es equivalente a la siguiente condicién
E[X™MYy™ XY™k = (XMt gyt k]

para cada m;, n; € N.
Ms3ds formalmente, independencia de X e Y es equivalente a que se tengan las no correla-

ciones:

E{[f(X) = E{f(X)}] - [9(Y) = E{g(Y)}]} =0, (1.1)

para cualesquiera funciones de Borel acotadas f,g: R — R.

De esta forma, si X e Y tienen soporte acotado y son independientes, los momentos de la
variable aleatoria X + Y se pueden obtener a partir de los momentos de X y los momentos de
Y, equivalentemente tenemos que la distribucién py y- estd determinada por las distribuciones

Ix ¥ py- Esto es la convolucién clédsica

Hx * by = bxyy-

La principal herramienta analitica para manejar esta convolucién es el concepto de transformada

de Fourier o funcién caracteristica de una variable aleatoria.

Definicién 1.1.4 Sea p una medida de probabilidad en R y X una variable aleatoria con dis-

tribucion p. Definimos a iy, la funcion caracteristica de X, por

fx(t) = /eim,u(da:) = E[e"X].

En el caso en que la distribucién de X tiene soporte acotado tenemos la expansion

- (it)"
Ax(t) = > O BX7)
n=0 ’
es decir, la transformada de Fourier no es otra cosa que la serie exponencial de los momentos de
X. Laimportancia de la transformada de Fourier en este trabajo es el hecho de que su logaritmo
(cuando existe) linealiza la convolucién clasica. Es decir, si gy y py son distribuciones de

probabilidad de las variables aleatorias independientes X e Y, entonces fixy (t) = fix (t)iy (t)
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y por lo tanto

log fix 1y (t) = log fix (t) + log fiy (t).

Cuando existe, al logaritmo de la transformada de Fourier Cx (t) = log j1x (t) se le llama funcién

cumulante clésica.

1.2 Espacios de Probabilidad No Conmutativos

Definicién 1.2.1 Un espacio de probabilidad no-conmutativo es un par (A, ) donde A
es un dlgebra unitaria compleja y T es una funcional lineal 7 : A — C tal que 7(14) = 1. Una

vartable aleatoria no-conmutativa es simplemente un elemento a de A.

Una propiedad adicional que a veces es 1til imponer a la funcional lineal 7 es que sea una

traza, es decir, tiene la propiedad que
7(ab) = 7(ba) para todo a,b € A.

Supondremos que A es una x-dlgebra, es decir que A estd dotado de una x-operacién anti-
lineal ((aa + Bb)* = @a* + Bb*, ¥V o, 8 € C, a,b € A), tal que (a*)* = a y (ab)* = b*a* para

todo a,b € A. Si se tiene que
T(a*a) > 0, para todo a € A,

decimos que T es positiva y llamamos a (A, 7) un *-espacio de probabilidad.

En el marco de un *-espacio de probabilidad podemos hablar de tres tipos de variables
aleatorias:

a) variable aleatoria autoadjunta: a € A tal que a = a*,

b) variable aleatoria unitaria: u € A tal que v*u=uu* =1,

c) variable aleatoria normal: a € A tal que aa* = a*a.

Es de interés conocer los momentos de una variable aleatoria cualquiera a en (A, ), es decir
el valor de

(@™ (a*)™...a™* (a*)"F)



para cada m;, n; € N. Para esto se define la *-distribucién de a. Denotamos por C (x,y) al

algebra de polinomios en dos variables (no conmutativas) con coeficientes en los complejos.

Definicién 1.2.2 Dada una variable aleatoria a en (A, T), la *-distribucion (en el sentido

algebraico) de a es la funcional lineal p, : C(z,y) — C definida por
pra (2 ()™ (y)™) = T(a™ (@)™ .a™ (a”)"™)

para cada m;, n; € N,

En el caso en que a € A es normal definimos alternativamente la *-distribuciéon de a € A

de la siguiente manera.

Definicién 1.2.3 Sea (A, T) un *x-espacio de probabilidad y sea a € A un elemento normal. Si

existe una medida p en C con soporte compacto, tal que
/zkzlu(dz) = 7(a®(a*)"), para todo k,l € N, (1.2)
C

diremos que 1 es la x-distribucion (en el sentido analitico) de a.

Observacién 1.2.4 Cuando eziste p que cumple con la condicion (1.2) entonces p es tinica
por el Teorema de Stone-Weierstrass. Entonces tiene sentido hablar de la *-distribucion (en el

sentido analitico) de a.

Cuando a es autoadjunta, la x-distribucién de a tiene soporte sobre R. En efecto, tenemos

[le=#uds) = [ - 2naz)

C C

= /(222 — 22 =) u(dz)
C
= 27(aa*) — 7(a®) — 7((a*)*) =0

de donde z — zZ = 0 en el soporte de p, entonces

sop(p) C{z€C:z=z}=R.



Asi, en este caso p es una medida de probabilidad en R y la ecuacién (1.2) toma la forma

/tp,u(dt) = 7(a?), para todo p € N.

R
Cuando a es autoadjunto llamaremos a su *-distribucién p la medida espectral de a. Estare-
mos interesados especialmente en este tipo de elementos y sus medidas espectrales. En este
trabajo se estudiardn principalmente medidas con soporte en R, de ahf la importancia de los

elementos autoadjuntos para nosotros.

1.2.1 C*-espacios de Probabilidad

El tipo de espacios de probabilidad no-conmutativos que estudiaremos estardan dotados de una
estructura de C*-dlgebra. Esto nos permitird usar algunos de los resultados de esta teoria para
poder asegurar la existencia de *-distribuciones en el sentido analftico para cualquier elemento

normal. Recordamos a continuacién lo que es una C*-dlgebra.

Definicién 1.2.5 Decimos que un dlgebra A es una C*-dlgebra si A estd dotada de una norma
|I-]| - A —[0,00) que la hace un espacio de Banach, tal que:
i) lab|| < |la|l]|b]|, para todo a,b € A,

i) ||la*al| < ||a||*, para todo a € A.
El correspondiente x-espacio de probabilidad se define de la siguiente manera.

Definicién 1.2.6 Un C*-espacio de probabilidad es un *-espacio de probabilidad (A,T)
donde A es una C*-dlgebra

Necesitaremos algunas de las propiedades y definiciones de la teoria de C*-dlgebras, tal

como se presenta en Nica y Speicher [39]. Recordemos que el espectro de a es el conjunto
Sp(a) ={z € C: z14 — a no es invertible}.

Denotamos por C(Sp(a)) el dlgebra de funciones continuas f : Sp(a) — C.

Teorema 1.2.7 Sea A una C*-dlgebra unitaria.



i) Para todo a € A, Sp(a) es un conjunto no vacio contenido en el disco {z € C : |z| < ||a||}.

it) Sea a € A un elemento normal. Ezxiste una aplicacion ®, : C(Sp(a)) — A con las
stguientes propiedades.

a) ®, es un homomorfismo.

b) [|2(f)l = | fll para toda f € C(Sp(a)).
¢) Siid : Sp(a) — C denota la identidad id(z) = z en C(Sp(a)), entonces ®4(id) = a.

A ®, se le conoce como cédlculo funcional con funciones continuas para el elemento a.
De estas propiedades se puede obtener, para elementos normales, que para cualquier funcién
f € C(Sp(a)) se tiene

Sp(f(a)) = f(Sp(a))

donde f(a) estd definido por el cdlculo funcional.
A continuacién presentamos uno de los teoremas mas importantes de C*-espacio de proba-

bilidad.

Teorema 1.2.8 [39, Prop. 3.138] Sea (A,r) un C*-espacio de probabilidad y sea a € A un
elemento normal. Entonces a tiene una x-distribucidn en el sentido analitico. Mds aiun, si u
es la x-distribucidon de a se tiene que

i) El soporte de 1 estd contenido en el espectro de a.

ii) Para f € C(Sp(a)) tenemos la formula
[ fin=(s@).

1.3 Independencia Libre

La nocién de relacién libre (freeness) entre dos variables aleatorias fue introducida en 1985
por Voiculescu [52], quién not6 que la relacion libre se comporta de forma andloga al concepto
clasico de independencia, pero en espacios de probabilidad no-conmutativos.

En el contexto de *-espacios de probabilidad (.4,7) se define la independencia libre o
relacién libre de una manera angloga a la férmula (1.1) para el caso de independencia clésica.

Sin embargo, para este caso se hace en términos de la funcional lineal 7 ya que no tenemos



variables aleatorias cldsicas, sino variables aleatorias no-conmutativas, es decir, elementos de

(A, 7). Definimos entonces la relacién libre de la siguiente manera.

Definicién 1.3.1 Las variables aleatorias no-conmutativas a,b € A se dicen en relacion

libre (con respecto a T) si

7[p1(a)q1(b)p2(a)ga2(b)...pn(a)gn(b)] = O

siempre que p; y q; sean polinomios tales que

7lpi(a)] = 0 = 7g;(0)].

Una familia de subdlgebras A;, 14 € A;, i € I en un espacio de probabilidad (A, 7) se dice
que es libre si 7(ajaz...an) = 0 siempre que 7(a;) = 0, a; € A;jy,y (1) # i(2) # ... # i(n).
Msis generalmente, una familia de subconjuntos €2; C A,i € I es libre si las dlgebras generadas
por ; U {1} son libres.

Al igual que para el caso de variables aleatorias cldsicas, esta relacién de independencia
puede entenderse como una regla para calcular los momentos mixtos de a y de b, permitiéndonos
calcular los momentos de a + b y de ab. Asi, si {a,b} es un par libre de variables aleatorias,
entonces las *-distribuciones p, ., de a+by p,, de ab dependen sélo de la x-distribucién p,, de
a 'y de la *-distribucién p, de b.

Asi, si p, v pp, son medidas con soporte compacto en C, podemos definir las operaciones

H, X de convolucién libre aditiva y multiplicativa, respectivamente, a través de las formulas

to By = oy

fro By = fgp-

Si iy v son medidas en R con soporte compacto, se pueden encontrar a y b variables
aleatorias no-conmutativas autoadjuntas en un C*-espacio de probabilidad tales que a tenga
x-distribucién p y b tenga *-distribucién v. Si pedimos que a y b estén en relacién libre, entonces
la #-distribucién de a + b se llama la convolucién libre de p y v, la cual se denota por pHwv. Por

ejemplo, se pueden tomar a y b como operadores de multiplicacién con la funcién identidad en



los espacios de Hilbert L?(u) y L?(v), respectivamente, y después tomar el producto libre de
estos C*-espacios de probabilidad para hacer que a y b estén en relacién libre; este resultado se
presenta en el libro de Nica y Speicher [46, Lec. 6].

El hecho de que p H v no dependa de la eleccién de a y b se sigue de que la *-distribucién
de a + b sélo depende de los momentos de a y b los cuales estdn determinados por p y v.

De las relaciones de arriba no es claro que la definicién de relacién libre es diferente de la
definicién de independencia en el sentido cldsico. Sin embargo, podemos ver que el momento

mixto 7(abab) puede ser diferente de 7(a?)7(b?). En efecto, dado que
T(a; —7(a;)14) =0
tenemos que
T(a1 — 7(a1)14)T(az — 7(a2)1a)7(az — 7(a3)1a)7(as — 7(as)14) =0
de donde se puede obtener facilmente que
T(ara2a3a4) = T(a1a3)7(a2)7(aq) + 7(a1)7(as)7(azas) — 7(a1)7(a2)7(az)T(as),

siempre que {a1,as} y {a2,a4} estdn en relacién libre. En particular, cuando a1 = a3 = a 'y

as = a4 = b son libres tenemos que
7(abab) = 7(a)?7(b?) + 7(a®)7(b)? — 7(a)?7(b)%

Ms3ds atin, para que dos variables aleatorias sean independientes en el sentido cldsico y estén
en relacién libre se debe tener que una de ellas es una funcién constante, lo que se obtiene como

caso particular del siguiente lema.

Lema 1.3.1 Sean a,b € A dos variables aleatorias conmutativas y en relacion libre con respecto

a 7. Entonces

7((a —7(a)1)?) =0 6 7((b — 7(b)1)?) = 0.
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Demostracion

7(a®)7(b?) = 7(a®b?) = 7(abab)
= (@ () + 7@ () — (@) (b)?

de donde

0 = (r(a®) = 7(a))(r(6%) = 7(b)*)
= 7((a—1(a)14)2)7((b— T(b)14)%).

1.4 Ejemplos

1.4.1 Elementos Haar Unitarios y P-Haar Unitarios

En esta seccién presentamos dos ejemplos de variables aleatorias no-conmutativas y encontramos

su x-distribucién.

Definicién 1.4.1 Sea (A, 7T) un *-espacio de probabilidad no-conmutativo.

a) Un elemento u € A se dice que es Haar Unitario si es unitario y
7(uF) =0, Vk € Z\{0}.

b) Sea p un entero positivo. Un elemento u € A se dice que es p-Haar unitario si es

unitario, st uP =1 y si

7(u®) =0, sip no dwide a k.

El nombre de "Haar unitario" viene del hecho de que cuando u es como en (a) arriba entonces

la medida de Haar en el circulo sirve como *-distribucién para u. En efecto, un elemento unitario

de Haar cumple que
0 sik=1

, (1.3)
1 sik#1

7(u* (u)') = 7(u*) =

11



y para la medida de Haar se tiene

2T X B
/zkzldz — 1/ k=Dt gy 0 sik=1 |
S 2w Jy ) oy

donde S := {z € C : |z| = 1} es la esfera unitaria en C y dz es la medida de Haar en S
normalizada.
Por otra parte, si tomamos una medida uniforme en las raices de la unidad de orden p,

W1, wWs2...wp, es decir

1
n= B(Zéwj)a

J=1

del hecho de que las raices de la unidad suman cero se tiene que

ki 0 sik=1
z'z p(dz) = :

C 1 sik#1
lo que nos dice que p es la x-distribucién de un elemento p-Haar unitario. En la Seccién 4.6.5
mostraremos que esta distribucién es la medida de Lévy asociada a la distribucién p-Poisson

libre, distribucién que no se encontré en la literatura y que se introduce en este trabajo.

Ahora consideremos el elemento autoadjunto v + u* € A, donde u es Haar unitario, nos
gustarfa saber cual es su *-distribucién p. Sélo necesitamos encontrar qué es 7((u + u*)*) ya

que u + u* es autoadjunto. Como u y u* conmutan se cumple la férmula del binomio
"k
(u+u*)k = ( > I ().
‘j:ZO j

Asi, usando el hecho de que u* = u~! y aplicando 7 a ambos lados de la ecuacién anterior

obtenemos

k
() =3 (’“.>T<<u>2j—k> (1.4)

0 si k es impar

(2") si k es par, k = 2n.

12



Por lo tanto, la medida g es tal que sus momentos my(u) = [ t¥u(dt) cumplen que

0 si k es impar

(2") si k es par, k = 2n.

n

my,(p) =

Esta es Ap 2, la ley arcoseno en (—2,2), con densidad

1

a02(®) = —=11-22(®);

cuyo estudio detallado e importancia retomamos en los ejemplos de los siguientes capitulos.

1.4.2 Elementos Semicirculares

Notacién 1.4.1 Fijemos un x-espacio de probabilidad (A, T) y un elemento a € A tal que:
i) aa* =1+# a*a
it) a genera a (A, T) como una *-dlgebra.
i11) Los elementos de la forma (a*)™a™ son linealmente independientes entre si.
iv) La funcional T : A — C satisface la ecuacion
1 sim=n=0

7((a®)"a™) = (1.5)
0 en otro caso

para todo m,n € NU{0}.

Es de interés saber cuales son los momentos de a, esto es, queremos conocer el valor de
mi/, *\n1 Mt [, %\ Nk
(@™ (a*)™...a™ (a)"F).

Pareceria de (1.5) que la #-distribucién es una medida de Dirac dp, sin embargo en este caso
vemos de (i) en (1.4.1) que a no es normal. Por lo tanto debemos de calcular 7(a) para
todos los elementos de la forma @ = a1 (a*)™...a™*(a*)". Claramente de (iv) en la Notacién
1.4.1, si Zle(mi —n;) # 0, se tiene que 7(a™(a*)™...a™(a*)™) = 0. Sin embargo, cuando

Zle(mi —n;) = 0 el andlisis es mds fino.

13



Definicién 1.4.2 Decimos que el elemento a = a™ (a*)™...a"™ (a*)" no cruza la diagonal si

Z(ml - nl) =0 (1.6)

Z(mz —mn;) >0 para todo t = 1,2, ..., k. (1.7)
i=1

Si un elemento @ = a™ (a*)™...a™* (a*)™ no cruza la diagonal escribimos a € NCD(a).

El nombre de elementos que no cruzan la diagonal se justifica debido a que existe una
biyeccién entre los elementos @ € NCD(a) y los caminos monétonos que se pueden trazar a
través de las lineas de una malla de n x n celdas cuadradas, de forma que nunca se cruce
la diagonal. Un camino mondtono es aquél que empieza en la esquina inferior izquierda y
termina en la esquina superior derecha, y consiste inicamente en tramos que apuntan hacia
arriba o hacia la derecha. La biyeccion es como sigue: para cada elemento de la forma a =
a™ (a*)" - a™k(a*)™ asociamos el camino que primero sube m; después sigue n; hacia la
derecha, asi sucesivamente, hasta llegar a ng. Resulta que los tnicos elementos de la forma
a=am(a*)"---a™(a*)" tales que 7(a@) no se anula son los que no cruzan la diagonal. Esto

se prueba a continuacion.

Proposicién 1.4.1 Sea a € A como en la Notacion 1.4.1 y sea a un elemento de la forma

FEntonces
1 siae NCD(a)

(@) = . (1.8)
0 sia¢ NCD(a)

Demostracion Si a € NCD(a) entonces es claro que 7(a) = 1, ya que @ = 1 pues como
aa* =1, las ecuaciones (1.6) y (1.7) aseguran que siempre hay a’s suficientes para cancelar las
a*’s y que no sobran. Por otra parte sia ¢ NCD(a) como 1 # aa*, entonces a se puede escribir
cOmo @ = a1as...a..a, con ap = (a*)*a linealmente independiente de aj,1 y ax—1. Ya que los

elementos de la forma a"(a*)™ forman una base, por la ecuacién (1.5) tenemos que 7(ay) = 0

y por lo tanto 7(a) =0 m
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Como en el caso de elementos Haar unitarios, estamos interesados en calcular la *-distribucién
de a + a*, los llamados elementos semicirculares. De (1.8) vemos que 7(a) no es otra cosa
que la funcién indicadora en NC'D(a) y un argumento similar al usado en (1.4) nos permite
obtener que el n-ésimo momento de a + a* es igual al nimero de elementos que no cruzan la
diagonal de tamano n. Es claro que existe una biyeccién entre estos elementos (o los caminos
monétonos) y las palabras de Dyck (las palabras en un alfabeto de dos letras A y B de forma
que no haya ningin segmento inicial que tenga més A’s que B’s). Es bien conocido que la

cantidad de palabras de Dyck de longitud 2n es el enésimo niimero de Catalan

1 2n
= . 1.
¢ n+1 ( n > (1.9)
Por lo tanto,
0 si k es impar
7((a + a*)*) =
Ch si k = 2n.

En la Seccién 2.6.1 mostramos que la ley del semicirculo en [—2,2] con densidad

1
wo,1(z) = %\/4 — 2?2 1[_g ()

es la tnica medida cuyos momentos nones son cero y los pares son los nimeros de Cataldan C,,.
Esta ley desempena un papel fundamental en la teoria de divisibilidad infinita libre, teniendo

un papel similar al que la distribucién Gaussiana juega en probabilidad clésica.

1.4.3 Matrices Aleatorias y Relacién Libre Asintética

Para terminar con este capitulo introductorio damos un ejemplo donde la definicién de inde-
pendencia libre resulté ser muy 1til: la Teoria de Matrices Aleatorias. Para el estudio de esta
teorfa, remitimos al lector a los libros de Metha [36] y Guionnet [23]. El estudio de matrices
aleatorias se inicié como parte del andlisis estadistico multivariado a partir de los trabajos de
Wishart en los anos 1920, pero fue hasta los anos 1950 cuando Wigner demostré que el es-
tudio de varias propiedades importantes de sistemas fisicos podian ser abordado con matrices
aleatorias. En particular, Wigner sugirié que en mecdnica cudntica se podfa sustituir el oper-

ador Hamiltoniano en un espacio de Hilbert de dimensién infinita por un ensamble de matrices
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aleatorias Hermitianas. Asi mismo, la estadistica de los niveles de energia de niicleos se empezé
a explicar en términos de los valores propios de matrices aleatorias de dimensién grande. Por
otro lado, la relevante relacién entre Teoria de Matrices Aleatorias y Teoria de Numeros se
puede apreciar de la reciente edicién de articulos hecha por Mezzadri y Snaith [37].

Un ensamble de matrices aleatorias es una sucesion A =(A4,)7°; donde A, es una
matriz n X n con entradas aleatorias. En el caso de una matriz A de dimensién infinita, se
considera de forma implicita el ensamble de las submatrices cuadradas superiores, por lo que
muchas veces en la literatura no se usa el término ensamble. Ademads podemos hablar del pro-
ducto de los ensambles A =(A4,)5; vy B =(B),)?2, simplemente definiéndolo como el ensamble
AB =(A,B,)% ;.

El espacio de ensambles de matrices aleatorias admite una funcional lineal 7 (estrictamente,
nos restringiremos al subespacio donde 7 est4 bien definida), llamada el valor esperado asintético
de A

7(A) = lim lE(trAn).

n—oo n
Observemos que 7(I) = 1, donde la identidad I es por definicién el ensamble de matrices
identidad y que el k-ésimo momento esperado asintéticamente de A es 7(A¥), donde A es el
ensamble de matrices ((A,)*),.
Entonces podemos considerar a este espacio dentro del marco de espacio de probabilidad
no-conmutativo y por lo tanto definir la relacién libre para ensambles de matrices aleatorias y

la funcional 7.

Definicién 1.4.3 Los ensambles A y B son asintdéticamente libres si para todos los poli-

nomios p;(+) y q;(-) tales que

se tiene que

7[p1(A)q1(B)p2(A)g2(B)...pn(A) g (B)] = 0

donde un polinomio p(A) debe de estd definido como el ensamble de matrices aleatorias (p(Ay)),,-

Esta relacion se conoce como relacién asintética libre. Para ilustrar la utilidad de esta nocién
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mencionamos algunos resultados bien conocidos sobre la relacién libre asintética de matrices
aleatorias, remitimos al lector a [24]:

i) Supongamos que X7 y X5 son variables aleatorias independientes con medio cero y var-
ianza positiva. Entonces X1I y X2I no son asintéticamente libres. Méds generalmente, si dos
ensambles de matrices aleatorias son asintéticamente libres y conmutan, entonces una de ellas
es necesariamente determinista.

ii) Cualquier ensamble de matrices aleatorias y la identidad son asintéticamente libres.

iii) Ensambles de matrices aleatorias Hermitianas con entradas Gaussianas independientes
son asintéticamente libres.

iv) Teorema del Limite Central Libre: Sea Agn), Agn), ...,A,(ln) una sucesién de en-
sambles de matrices aleatorias asintéticamente libres. Si T(Agn)) = 0, T((Agn)>2) =1y
~((a))

sup; < oo para toda k, entonces el espectro de

A g A AT AT
B n—oo \/ﬁ

es la distribucién del semicirculo. Esto es

0 si k es impar

Ch sik=2n

T((A)") =

17
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Capitulo 2

Transformadas de Medidas

El objetivo principal de este capitulo es presentar las herramientas analiticas para el estudio de
la convolucién libre de medidas de probabilidad en R. Comenzamos recordando el concepto de
funciones de Pick y la teoria de Nevanlinna-Pick, lo cual es fundamental para el estudio analitico
de medidas infinitamente divisibles libres. Seguido de esto, se presentan resultados sobre la
transformada de Cauchy de una medida y su reciproca, que son las herramientas adecuadas
para el estudio de las diferentes convoluciones en probabilidad no-conmutativa. En seguida,
se introducen la transformada de Voiculescu y la transformada cumulante libre, las cuales son
funciones analiticas definidas a partir de la transformada de Cauchy y que se comportan en
forma similar al logaritmo de la transformada de Fourier en convolucién y probabilidad clésica.
De especial importancia es el hecho de que linealizan la convolucién libre aditiva. Asi mismo,
se presenta de manera breve la transformada S de Voiculescu, herramienta que sirve para el
estudio de la convolucién multiplicativa libre.

Al final del capitulo presentamos como ejemplos algunas de las distribuciones mas usadas
en probabilidad libre e introducimos la familia de potencias del semicirculo de una forma mas

general que Kingman [31].

2.1 Funciones de Pick

Una funcién de Pick es una funcién analitica ¥ : C™ — CT UR, donde C* denota el semiplano

complejo {z € C: Im(z) > 0}. Estas funciones también se conocen como funciones de Her-
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glotz o de Pick-Nevanlinna y se extienden por reflexién a funciones analiticas en C\R. Para
un estudio detallado de este tema sugerimos los libros Akhiezer [2], Donoghue [13] 6 Teschl [48].
Una revisién en espanol de varios resultados se encuentra en la tesis de Vazquez [50], en donde

en particular se demuestra a detalle la siguiente representacién integral.

Teorema 2.1.1 V¥ es una funcion de Pick si y sdlo si tiene la siguiente representacion

1 t

\IJ(Z):b[)-i-blZ—f-/ (

L e 21

donde bg € R, by > 0 y p es una medida en R tal que

/m L oat) < .

Del Apéndice B en [48] se tiene que la terna (bo, b1, p) estd inicamente determinada como

bo = Re(¥(i)),
U

b= Tim 2UY) (2.2)

y—oo 1y

mientras que la medida p se recupera de la férmula de inversién de Stieltjes

t1+0

1
tot1]) = — lim i Im(¥(z +iy))dw, to < t1. 2.3
plltota]) = — Jim _ lim, s m(¥(z +iy))dz, to <t (2.3)

A la medida p se le conoce como medida espectral. Equivalentemente se tiene la siguiente

representaciéon

% 14t
\IJ(z):bo—i—blz—i—/( z

o t—=%

Yo(dt), (2.4)

donde by y by son como en (2.1) y o es una medida finita. En efecto, tomando o(u) =

o((—oo,u]) = [* ﬁp(dt) tenemos

>~ 1 t

= ottt [ Z(G_j@izmmw

14t
- bo+b1z+/ A ).

o T2
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La siguiente es una caracterizaciéon muy 1til de las funciones de Pick. Su demostracién se

puede consultar, por ejemplo, en el Capitulo 3 de [2] 6 en el Capitulo 13 de [13].

Teorema 2.1.2 Sea D un dominio de C*. Para una funcion ¥ : D — C las siguientes
condiciones son equivalentes:

i) U se extiende a una funcion de Pick.

i1) Para toda z1,...,z, € D, la matriz

U(z)) = U(zr)

Zi — Z
R Py

es semi-positiva definida.

2.2 Transformada de Cauchy

Definicién 2.2.1 Sea i una medida finita en R. Definimos la transformada de Cauchy

G, de p como

Gp(z) = /oo L @), :cC\Rr (2.5)

N
La transformada de Cauchy también se conoce como transformada de Cauchy-Stieltjes.
A la funcién H,(z) = —Gu(z) se le llama transformada de Borel. De la representacion
(2.1) es facil ver que H,, es una funcién de Pick. Por consiguiente la transformada G, es una
funcién analitica de C* en C~. La transformada de Cauchy desempefiard un papel andlogo a

la transformada de Fourier en el caso cldsico y esta relacionada con ella de la siguiente forma

i [0 e ™ ht)dt, Im(z) >0

Gu(z) = oo ita
—i [ e ™ h(t)dt, Im(z) <0

(2.6)

como se puede verificar usando el teorema de Fubini. Ademas, si escribimos z = x + iy se tiene

la siguiente descomposicién en parte real e imaginaria de G, ()

o

Gz + iy) :/_ mu(dt) —z'/_oo M%yw(dt). (2.7)

De esta descomposicién se obtienen las siguientes propiedades.
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Proposicién 2.2.1 Sea p una medida finita en R. Entonces
i) Gu(C*) C CF y Gu(z) = Gul2).
i) 10u(2)] < 2 >)
i11) Im(z )ImG ) <
w) lim y|G(iy

z

| < o0.

v) lim iyG(iy) = p(R), en particular si p es una medida de probabilidad se tiene que
y—00
lim iyG,(iy) = 1.
y—00

Como caso especial de la férmula de inversién (2.3) podemos recuperar la medida p a partir
de su transformada de Cauchy G, de la siguiente manera

t1+90

L. : .
M((tO,tl]) = - 5]_1)1(1)1+ yli%l-&- s Im(GM(a: +1iy))dx, to < t. (2.8)

En particular, cuando p tiene densidad f, (p es absolutamente continua con respecto a la

medida de Lebesgue) se tiene que

fulz) = —; ylg(x)ar Im G, (z + iy). (2.9)

Recordemos que una medida p es simétrica si u(A) = pu(—A) YA € R. De la férmula de
inversién arriba se puede obtener una relacién entre la simetria de la medida u y la transformada

de Cauchy. Este sencilla resultado no se encontré reportado en la literatura.

Proposicién 2.2.2 La medida p es simétrica si y solo si su transformada de Cauchy G, es

mpar.

Demostracion Si p es simétrica, calculando la transformada de Cauchy para —z € C\R se

tiene

Gul=2) = [ gt = = [ )
= —/ : p(—dy) = — %u(dw
R R ?
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Por otro lado, suponiendo que la transformada de Cauchy es impar, entonces G, (2) = =G, (—2)

y usando (2.8) obtenemos

1 t1+90
to.t = —— lim lim Im(G,(x+iy))dx, tog<t
plttota]) =~ tim i [ (Gl e, o<ty
1 t1+0
= —— lim lim Im(—G, (—z —iy))dz, to<t
T 6—0+y—0+ Jy 1 (=G v) 0=H
1 t1—00 ,
= —— lim lim Im(—G,(—x+1y))dx, tyg<t
calm Jim [ Im(- G iy e, o<t
= y’:
1 —to+do ,
= —— 1 li Im(G iy ))dz,  tog <t
77501—1}8—3;/1%187 . m(G,(z+iy'))dz 0 <1
= u([=t1, —to))

El siguiente resultado caracteriza las funciones analiticas que son transformadas de Cauchy
de medidas de probabilidad. Es el andlogo del teorema de Bochner para transformadas de

Fourier. Usamos la notacién
IFon={z=z+iy:y>0, z<ay}

para cada a > 0.

Proposicién 2.2.3 [10, Prop 5.1] Sea G : Ct — C~ wuna funcion analitica. Los siguientes
enunciados son equivalentes.
i) Eziste una medida de probabilidad p en R tal que G, = G en C*.

it) Para cada oo > 0 tenemos que

lim  2G(z) =1.

|z]—00, z€T

it1) Se tiene que lim yG(iy) = 1.
y—-+oo

Demostracién La equivalencia entre (i) y (iii) se sigue de la Proposicién 2.2.1(v) y la

representacion (2.1) para funciones de Pick. Claramente (iii) se sigue de (ii), ya que iy € 'y,

23



para cada y > 0. Finalmente probamos que las transformadas de Cauchy cumplen con la
propiedad (ii).

Es facil ver que para z € Ty, se tiene la desigualdad [t/(z —t)| < |a+i| = Va2 + 1 para
todo t € R. Entonces para T > 0, z = z 4 iy € I', y escribiendo a@ = va2 + 1 tenemos

z—1

G -1l = | [T Lt

IN

T
mﬂwsz9+/th

—t

’ p(dt)

< @HtM2T9+§MPﬂﬂ)

de donde

limsup [2G,(z) — 1| <ap({t:|t| >T}.

|z]—00, 2€T
El resultado se sigue entonces de que limp_oo p({t: [t| >T}) =0. m

En el caso en que u tiene soporte acotado se tiene la expansién en series de potencias

o0

Gu(z) =271+ ka(,u)z_k_l, |z| >, (2.10)
k=1

donde my, (1) := [ t*u(dt) es el k-ésimo momento de i, k > 0y r:=sup{|t| : t € sop(p)}. Por
ésta razoén G, puede pensarse como funcién generadora de momentos.
2.3 Reciproca de una Transformada de Cauchy

Definicién 2.3.1 Sea ;1 una medida de probabilidad en R con transformada de Cauchy G (z).

Definimos la aplicacion F,, : Ct — CT como

1
F,(2) = G zeCt.

El hecho de que F), sea una funcién de Pick no sélo es de importancia en convolucién libre,
la transformada F), también desempena un papel importante en otro tipo de convoluciones.
Remitimos al lector al trabajo de Speicher y Woroudi [45] para el caso de la convolucién

booleana y al articulo reciente de Franz y Muraki [17] para la convolucién monétona.
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Los resultados de esta seccién se encuentran en Bercovici y Voiculescu [10].
Usando propiedades de funciones de Pick se obtiene la siguiente caracterizaciéon para fun-

ciones analiticas que son reciprocas de transformadas de Cauchy, andlogo a la Proposicién 2.2.3.

Proposicién 2.3.1 Sea F : C* — CT una funcién analitica . Entonces los siguientes enunci-
ados son equivalentes.
i) Existe una medida de probabilidad p en R tal que F, = F en C™.

it) Para todo o > 0 tenemos que

im PG

|z|—00,2€Tq 2

iii) Se tiene que limy_,o F'(1y)/iy = 1.

iv) Existe by € R y una medida finita o en R con

* 1+t
F(z):bo+z+/( :

o T2

Jo(dt), z € C*.

Demostraciéon La equivalencia entre (i), (ii) y (iii) se sigue de la Proposicién 2.2.3. Que
F : Ct — C" sea una funcién analitica nos dice que tiene representaciéon como en (2.4), y
b1 = limy_.o F(iy)/iy = 1. Esto muestra la equivalencia entre (iii) y (iv). m

De la representacién (iv) en la proposicién anterior se obtiene la siguiente propiedad de F),.

Corolario 2.3.2 Para toda medida de probabilidad p en R se cumple que
Im(Fj(2)) > Im(2)

con igualdad para todo z € CT si y sélo si u es una medida de Dirac.

Para nimeros positivos a y 8 definimos las regiones

Fap={z=z+1iy:y> 0, |z| <oy}

Lema 2.3.1 Sea p una medida de probabilidad en R y sea 0 < € < a. Fxiste 5 > 0 tal que

i) La funcion F, es univaluada en Ty g.

ii) oz pie C Fu(Tap)
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Demostracién Por (ii) en la Proposicién 2.3.1 podemos tomar (3 suficientemente grande
de tal forma que |F,(2) —z| < €|z| para z € [y pye. Sea w € Ty_cpyie, si B/ > [ es
suficientemente grande, la imagen de la frontera de la seccién de anillo {z € Ty g4, : 2| < 8’}
es una curva que rodea a w exactamente una vez, entonces por la analiticidad de F' debe de
tomar el valor w sélo una vez. m

El siguiente resultado es el principal de esta seccién. Nos garantiza la existencia de la inversa

derecha de la reciproca de una transformada de Cauchy.

Proposiciéon 2.3.2 Sea p una medida de probabilidad en R. FExiste un dominio I' de la forma

I'=Ua>0la,p, tal que F), tiene una inversa derecha Fu_l definida en I'. Ademds se tiene

Im(F,'(2)) < Im(z), zeT (2.11)
' Fl(z)
|z]—00,z€l z =1 (212)

para todo o > 0.

Demostracién El hecho de que exista el dominio I' = Us>0l'a g, se sigue del lema ante-
rior. Por otra parte, (2.11) se sigue del Corolario 2.3.2 y (2.12) es consecuencia de (ii) en la

Proposicién 2.3.1. =

2.4 Transformada de Voiculescu y sus Variantes

A partir de la inversa derecha de la transformada de Cauchy reciproca podemos definir la
llamada transformada de Voiculescu definida en el dominio I' = Uy>ol'a 5, considerado en la

Proposicién 2.3.2.

Definicién 2.4.1 Sea p una medida de probabilidad en R con transformada de Cauchy recip-

roca F,(z). Definimos la transformada de Voiculescu ¢, : I' — C~ por
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Una medida de probabilidad en R estd tnicamente determinada por su transformada de
Voiculescu. En efecto, supongamos que p y 4/ son tales que ¢, = ¢ en un regién I'y 3.
Entonces se sigue que F), = F,; en una regién de C*, y entonces por continuacién analitica, F),
y F,y coinciden en todo C*. Por la tanto, p y p' tienen la misma transformada de Cauchy y
en consecuencia pu = p'.

La importancia de la transformada de Voiculescu es el hecho de que linealiza la convolucién
libre de medidas con soporte compacto, como se definié en el Capitulo 1. KEspecificamente,
Voiculescu [52] probé que si p y v son medidas de probabilidad con soporte compacto en R,
entonces ¢,m,(2) = ¢, (2) + ¢,(2). Motivados por este hecho, en la seccién siguiente daremos
la definicién analitica de convolucién libre para cualesquiera dos medidas de probabilidad en R.

Para ello utilizamos la siguiente caracterizacién para transformadas de Voiculescu.

Proposicién 2.4.1 [10, Prop. 5.6/ Sea ¢ una funcion analitica definida en una region de la
forma I'y g. Las siguientes condiciones son equivalentes
i) Eziste una medida de probabilidad p en R, tal que ¢,,(2) = ¢(2) para todo z en un dominio
Ly con B> 3.
ii) Existe 3 > B de tal forma que
a) Im(¢(2)) < 0 para todo z € T, 4.
b) ¢(2)/z — 0 cuando |z| — 00, z €T, 5

¢) Para todo n entero positivo y cualesquiera puntos z1, 22, ..., zn en L'y, g5 la matriz

Zj — Zk
2j+ ¢(2) =2k = (%) | 1<) p<n

es semi-positiva definida.

Demostracién Supongamos que ¢, (2) = ¢(z) para todo z en un dominio I, 3 con B > B.
Debemos probar que ¢,,(2) cumple con (a), (b) y (c). De la Proposicién 2.3.2 se tiene claramente
que para z € I', 4/, ¢,(2)/2 — 0 cuando |z| — oo e Im(¢,(2)) < 0. Ademds como ¢ es analitica,
¢,, también debe ser analitica en I'y, 5 C C™, es decir F), es una funcién de Pick univaluada en

I, - Por lo tanto podemos escribir

R [ Fulsy) = Fu(S)
zj + ¢(2) — 7 — ¢(%)Lk a [ S — <k ]j . (2.13)
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para algunos <j,s; € C* la cual es una matriz semi-positiva definida por la Proposicién 2.1.2.
Probamos ahora que (ii) implica (i). Como ¢ es analitica en I', 3 y es semi-positiva definida,

podemos escribir

% — %k } _ [F(Ca‘)—F(%)]
zj + &(2j) — 2k — d(Zk) | 4 Si—Sk  ljx
para alguna funcién F y algunos ¢;,¢; € Ct. Usando otra vez la Proposicién 2.1.2, F se
extiende a una funcién de Pick. El hecho de que ¢(z)/z — 0, es equivalente a que F'(z)/z — 1
de donde por la Proposicién 2.3.1, F' = F), para alguna medida de probabilidad ;s en R. m
El siguiente teorema -que es el resultado principal de esta seccién- nos dice que la suma de
dos transformadas de Voiculescu es una transformada de Voiculescu. Presentamos una prueba

totalmente analitica usando la proposicién anterior.

Teorema 2.4.2 Sean Py Y Oy, las transformadas de Voiculescu de las medidas de probabilidad
B Y po en R respectivamente. Entonces ¢ = ¢, + ¢, es la transformada de Voiculescu de

una medida de probabilidad pv en R.

Demostracién Probaremos que ¢ = ¢; + ¢ cumple con a), b) y ¢) de la parte ii) de
la proposicién anterior. Probar que ¢ cumple con a) y b) es trivial pues ¢; y ¢o también lo

cumplen. Resta probar que

o) T — 0@,
es semi-positiva definida. Siguiendo la prueba de la proposicién pasada, como ¢; y ¢, son

analiticas, podemos escribir

[ %~ % } :[F(ga‘)—F(Gk)}
zj + &(2j) — 2k — 6(Zk) | 4 Si—Sk  Jjr
Para probar que F(z) se extiende como una funcién de Pick es suficiente probar que ¢ € 'y, &
implica que F(s) € C*. Esto es equivalente a que z € C* siempre que z 4+ ¢(2) € I', 5. Si
z+ ¢(z) € T, g, entonces z + ¢1(2) + ¢9(2) € T, . Como Im(¢py(2)) < 0, se cumple para 3"
que z 4 ¢1(z) € T, g esto dice que z € C*. m

Consideramos ahora la continuidad de ¢. Llamaremos al siguiente el Teorema de Con-

tinuidad de Lévy Libre.
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Teorema 2.4.3 Sea {p,,}°° 1 una sucesion de medidas de probabilidad. Los siguientes enunci-
ados son equivalentes.

i) La sucesion {p, }o2, converge en distribucion a p.

i1) Existen o, B de tal forma que la sucesion {¢un 122, converge uniformemente en compactos

de I'a,p a una funcion ¢,,.

Demostracién Supongamos que {u,}5° ; converge en distribucién a p. Entonces, no es
dificil ver de la Proposicién 2.3.1 que limy .o F), (2) = F,(2) uniformemente en compactos de
Cty

F, (z) = z(1+0(1)), Fu(z) = 2(140(1)) cuando |z| — 00, z €Ty

uniformemente en n. Se sigue que existen o, 5 > 0 tales que las funciones ¢, y ¢, estdn
definidas y tienen parte imaginaria negativa en I'y 3. Ademds, ¢, = o(z) uniformemente en n
cuando |z| — oo, z € 'y 3 . La familia {gbun};"’:les normal en I'y, 3. Asi, basta probar que el
limite de una subsucesién convergente {¢unj };’il es de hecho igual a ¢,. En efecto, si z € I'y g

tenemos que z + ¢(z) € CT y

Fuz+9(2) =2 = |Fuz+9(2)) = B, (49, ()|
< [P+ 6G) - Fulz+ 6, (2)

e+ 6y, (2)) = B, (2 + 6, (2)].

J

Como Fy, ~converge a Fj, uniformemente en una vecindad de z + ¢(z), se tiene que
J

Tim |Fuz+ 6, (2)) = Fo, (2 + 9y, (2))] =0.

Entonces z + ¢(z) = F~1(z) en Iy 3 y por lo tanto ¢ = ¢,,.

Supongamos que se cumple (ii). Por la primera parte de la demostracion es suficiente probar
la convergencia de {1, }2° ;. Tenemos que Fu_nl(z) = z+¢, (2) = z(1+0(1)) uniformemente en n
cuando |z| — o0, z € Iy g. Esto implica, en particular, que iyG,, (iy)—1 = o(1) uniformemente
en n cuando y — oo. La desigualdad

00 t2

= Re(iyGing (i) = 1) = | i) = ({11 = )
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nos da entonces la convergencia en distribucién de {y,,}°2 ;. =

A partir de la transformada de Voiculescu ¢, se pueden definir variantes importantes que
también linealizan la convolucién libre y cuyas propiedades se siguen trivialmente de las de
¢,,- En el estudio de divisibilidad infinita libre de medidas con soporte compacto (tema que se
presenta en el Capitulo 4) es usual trabajar con la R ,-transformada de Voiculescu definida
como

Ru(2) = %(%) —F () -1 ster (2.14)

z

Una propiedad importante, que se sigue de la definicién, es la siguiente relacién entre la trans-
formada de Cauchy G, y R,

GulR(2) +

) = z. (2.15)
Otra variante, propuesta recientemente por Barndorff-Nielsen y Thorbjgrnsen [7], es la
transformada cumulante libre C, (2) definida como

Cu(z) = z¢(%) = ZFM_l (z7Y) -1, el (2.16)

Esta transformada es similar a la funcién cumulante clasica de la Seccién 1.1 y desempena
un papel andlogo en la caracterizacién de distribuciones infinitamente divisibles libres. Por ello

la usamos en el siguiente capitulo para definir la convolucién libre de medidas.

2.5 Transformada S

En esta seccién se presenta la transformada S de Voiculescu para medidas con todos sus mo-
mentos, estudiada inicialmente en [53]. Esta desempeifia el papel de la transformada cumulante
libre en lo que se conoce como la convolucién multiplicativa libre X introducida en el Capitulo

1. Retomamos el estudio de esta convolucién en la Seccién 3.6.

Definicién 2.5.1 Sea p1 una medida de probabilidad en R con momentos my(n), n > 1 y con
mi(p) # 0. Entonces su S-transformada S, se define como sigue. Sea x la inversa de la

serie formal de potencias

M(z) = mp(p)z" (2.17)
n=1
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entonces

Su(z) = x(z) 112,

z

El hecho de que i tenga media diferente de cero asegura que la inversa de M (z) existe como
serie de potencias formal en z. Mds ain, M puede recuperarse de S,,. Observemos que la serie
de potencias M puede obtenerse de la transformada de Cauchy a través de la férmula

1

M(2) = 2Gu(;

)— 1. (2.18)

M4s recientemente Speicher y Raj Rao [46] extendieron la definicién de S, para medidas
con media cero. El principal problema es que M (z) no tiene inversa tnica. Supongamos que g
tiene media cero. Si excluimos el caso en que pu = dg, entonces sabemos que ma(p) > 0y por lo
tanto la serie M (z) empieza con un miiltiplo de z2. Esto significa que aunque M (z) no puede
ser invertida por una serie de potencias en z, si puede ser invertida por serie de potencias en
V2. La inversa no es unica, pero de hecho sélo existen dos opciones (que corresponden a elegir

la rama de /z). El siguiente resultado explica esto més formalmente.

Proposiciéon 2.5.1 Sea M una funcién de la forma
o
M(z) = Z anz"
n=2
con ag # 0. Entonces existen exactamente dos series de potencias x y X (en /z) que satisfacen

M(x(2)) = z.

Ahora podemos definir transformadas S, y S, para medidas con media cero y varianza

diferente de cero.

Definicién 2.5.2 Sean p una media con media cero y sequndo momento diferente de cero.
Entonces sus S-transformadas S,, y §” se definen como sigue. Sean x y X las inversas de la

serie formal de potencias

M(z) =Y ma(p)="
n=1
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entonces

respectivamente.

Ademas, si M es como en (2.17) para una medida con media cero entonces las correspondi-

entes transformadas S), y §u son de la forma

NG

- - 1 >
= d 11—+ dkzk/2
ﬁ ];)

1 o
Sy = doa—zt ) 2t
k=0

n
|

donde
d, = (—1)*dy,.

2.6 Ejemplos

En esta seccién encontramos férmulas para diversas transformadas de distribuciones que apare-
cen comtnmente en probabilidad no-conmutativa, como la del semicirculo, la ley arcoseno y la
Cauchy. Cabe destacar que varias de las distribuciones que son ttiles en probabilidad clésica
no tienen una transformada de Cauchy en forma cerrada. Tal es el caso, por ejemplo, de la
distribucién exponencial y la Gaussiana, para las cuales parece ser conveniente el enfoque com-
binatorio del Capitulo 4. Al final del capitulo introducimos la familia potencias de semicirculo,
que incluye a las distribuciones del semicirculo, la uniforme, la ley arcoseno y cémo caso limite

a la Gaussiana.

2.6.1 Ley de Semicirculo

Comenzamos con la distribucién del semicirculo, la cual aparece de manera natural como la *-
distribucién de elementos semicirculares (variables aleatorias no-conmutativas normales), como
se vio en la Seccién 1.4.2.

A partir de la década de los 50’s, la medida de semicirculo ha surgido también de manera

relevante en teoremas limites de probabilidad que aparecen en diversas dreas de la matemédtica.
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Una de las mds importantes es la Teoria de Matrices Aleatorias, en donde esta distribucién
(también llamada de Wigner) aparece como el limite de la medida espectral de diversos ensam-
bles de matrices aleatorias, trabajo iniciado por Wigner [55]; ver también [24], [30] y [36]. Por
otro lado, la distribucién de semicirculo aparece como limite de sumas de variables aleatorias
en relacién libre, razén por la cual también es conocida como distribucién Gaussiana libre.
Para el estudio del Teorema del Limite Central Libre remitimos a las referencias [9], [24], [39]
6 [54]. A su vez, en el estudio de relaciones entre probabilidad y teoria de representaciones de
grupos simétricos, la distribucién de semicirculo aparece como limite de las probabilidades de
transicién de Plancherel asociados a diagramas de Young, como se muestra en [11] y [29].

Sea 4 una medida de probabilidad con momentos

0 si k es impar
my(p) = (k=>1) (2.19)
Cn si k es par, k = 2n

donde C,, = (277) /(n + 1) son los nimeros de Cataldn.
Veamos que u es la distribucién del semicirculo, usando la transformada de Cauchy para
recuperar la medida p a partir de los momentos (2.19). Cémo se mencioné en la Seccién 1.4.2,
u debe tener soporte compacto (otro argumento -analitico- de este hecho se presenta en B.2.4).
Por lo tanto, de (2.10) tenemos que para |z| suficientemente grande
)
Gu(z) = % + Z %

k=1
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Usando le recurrencia C}, = Z?:l C;-1C—; tenemos

1 > Cy
Gu(2) = —+_ e
k=1
1 1 [
- ;+Zz2k+1 ZCJ'*C’?—J'
k=1 j=1
1 1 Cjy [ Crsj
= 5T ;ZZ 52j—1 (zz(k—j)+1>
k=1 j=1
1 1 =Cjo1 [~ Ck
- ;+;Zzzj_1 Zz2k+1
j=1 k=1
1 1
= S+ -G.(2)G
z+z M(z) M(Z)a

de donde se obtiene la ecuacién cuadrética para la transformada de Cauchy
Gu(2)? = 2Gu(z) +1=0, zeCH. (2.20)
Entonces, si p es una medida con momentos (2.19), su transformada de Cauchy es
Gu(z) = ————, (2.21)

en donde hemos tomado la raiz cuadrada con signo negativo, ya que se tiene que satisfacer la
condicién (iii) en la Proposicién 2.2.3.
Utilizamos la férmula de inversién (2.9) para obtener la ley del semicirculo Wy con
densidad
woa(w) = 5 VA~ 2% 1 (2). (2.22)

Por lo tanto (2.21) es la transformada de Cauchy Gy, ,(2) de la distribucién de semicirculo, de

donde obtenemos que
1 2

F; = =
Wo,2 (z> GWO,Q (z> 5 22 —4

FI;/;2(Z) =z+1/z.
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Asi, de la definicién de transformada de Voiculescu y (2.16) obtenemos que las transformadas

de Voiculescu y cumulante libre de la ley del semicirculo estdn dadas, respectivamente, por

Py, (2) = 1/2 (2.23)

Ciwpo(2) = 2°. (2.24)

Ahora calculemos una transformada S de la distribucién de semicirculo Wy o, la cual tiene

media cero. De (2.18) la serie de potencias M estd dada por

1—z( %—4—}—22)
M) = 26,0y —1= — Y

z z 222

de donde
\/E

x(z) = (1+2)

y por lo tanto una transformada S de la distribucién de semicirculo es

Mis generalmente, para m real y o2 > 0, se define la distribucién del semicirculo Wino

mediante la densidad

wm,a(x) ! \% 40? — ((IZ - m) ’ 1[m720,m+20] (.’L’) (2‘25)

2702

Esta distribucién tiene media m y varianza o2.

La transformada de Cauchy de Wy, , estd dada por

G, o (2) = 5(z = V(2 =m)? =r?),
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mientras que su transformada cumulante libre es

7"222
Cw,n o (2) = mz + ) =M + %22 (2.26)

donde 7 = 20 es el radio del soporte.

2.6.2 Ley Arcoseno

La distribucién Arcoseno aparece en el estudio de un problema de la probabilidad clésica:
limite de la distribucién de la fracciéon de tiempo que un proceso estocdstico es positivo, cuyo
estudio fue iniciado por Paul Lévy para las caminatas aleatorias; ver [14] 6 [49]. Asi mismo, esta
distribucién tiene varias aplicaciones en economia y teoria estadistica de la comunicacién (como
se menciona en [4]), asi como en la simulacién de variables aleatorias Gaussianas mediante el
bien conocido método de Box-Muller (ver [19]).

En el campo de la probabilidad no-conmutativa la distribucién de arcoseno aparece como
la #-distribucién de elementos de Haar, como se mostré en la Subseccién 1.4.1. Es igualmente
importante para construir ejemplos y contracjemplos en probabilidad libre, como mostramos
més adelante en este trabajo. Asi mismo, recientemente se ha mostrado que esta distribucién
desempena en la llamada convolucién monétona, el papel que la distribucién Gaussiana y la ley
del semicirculo tienen en las convoluciones clédsica y libre, respectivamente. Para esto 1ltimo
remitimos al lector al trabajo de Franz y Muraki [17].

Sea p una medida de probabilidad en R con momentos

0 si k es impar

(2") si k es par, k = 2n.

Veamos que u es la ley de Arcoseno.
En el ejemplo anterior se mostré que la transformada de Cauchy de la distribucién semicir-

culo es

= O z—Vz2 -4
G(z) =) T = 5 , (2.27)
k=0

Ahora consideremos la funcién




derivando con respecto de z obtenemos

0 -2
GZH( ?) = 22322 — 4

Por otra parte, derivando término a término tenemos

0 > —(Qk + Q)Ck
5,2 = Z 02 z2k+2 Z( S2h13
k=0 k=0

o0
—2G,(2)
— (3) _ p
- *22 22k+3 T 52
k=0

de donde se obtiene

Goz) = 2214 (2.28)

Podemos entonces utilizar la férmula de inversién (2.9) para obtener la ley arcoseno A

con densidad
1 1

ap2(z) = o Vi—2 1i_g9)(2). (2.29)
Por lo tanto (2.28) es la transformada de Cauchy G 4, ,(z) de la distribucién arcoseno, de donde

obtenemos que

1
FA0,2(Z) = m =14/z22-4
0,2

Fgolg(z) =22+ 4.

De manera andloga al ejemplo anterior, las transformadas de Voiculescu y cumulante libre de

la ley arcoseno estdn dadas, respectivamente, por

Pago(2) =V22+4d—2 (2.30)

Cago(2) = V422 +1 - 1. (2.31)
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2.6.3 Distribucion Uniforme

Recordemos que la distribucién uniforme en [—1, 1] tiene funcién de densidad

Fz) = % zel-1,1].

Entonces su transformada de Cauchy es

1 (' 1 1 1 z+1
== =1 1) — =1 1) ==1
Gu(2) 2/_1z_tdt 5 log(z +1) — 5 log(z — 1) og(-—7)

de donde obtenemos
2

z+1))'

Fu(z) = (m

Entonces las transformadas de Voiculescu y cumulante libre de la distribucién uniforme estdn
dadas, respectivamente por

ez 41

—r= - 2.32
P A (2.32)

e +1

CM(Z) = Zﬁ —

1.

2.6.4 Distribucién de Cauchy

Recordemos que una medida de probabilidad p en R tiene distribuciéon de Cauchy con escala

A > 0 si su densidad esta dada por

1 A

—— -0 < x < o0.
T2+ g2’

flz) =
Podemos calcular facilmente su transformada de Fourier
fi(w) = exp(—Ala]).

La distribucién de Cauchy no sélo no tiene soporte acotado, sino que carece de media y varianza.

Esta distribucion solo se puede tratar desde el punto de vista analitico. Veremos més adelante
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su importancia en nuestro estudio.
Podemos calcular su transformada de Cauchy usando la relacién (2.6) entre transformadas

de Fourier y Cauchy, obteniendo

0 0 0
A A - 1
- —itz . —itz ,—A - A—iz
Gﬂ(z):—z/_ooe t,u(t)dt:—z/_ooe e |tdt:—z/_ooe( )tdt:z—i—)\i’ zeCT.

Entonces, trivialmente Fj,(z) = 1/G,(z) = z + Xi, F;'(z) = z — Ai . Por lo tanto las

transformadas de Cauchy, Voiculescu y cumulante libre de la distribucién de Cauchy estdn

dadas por
1
Gu(z) = TN (2.33)
Pu(2) = —Ai, (2.34)
Cu(z) = —iXz. (2.35)

2.6.5 Potencias de Semicirculo

La distribucién de semicirculo en (—¢,<), ¢ > 0, tiene densidad

2
Wo,2¢ = ;2\/@——9021(7(,.;) (). (2.36)

En esta seccién introducimos una familia de distribuciones cuyas densidades se obtienen como

potencias reales de la densidad de semicirculo. Especificamente, para § > —3/2 y ¢ > 0, sea

20+1
fo(z:;¢) = co, (ﬂ_gg Ve — mQ) Lo (@) (2.37)

S /9 20-+1
Gyl = / <2\/<2 - t2> dt (2.38)
2 _g 7Tg

Una distribucién con densidad (2.37) se llama distribucién potencia de semicirculo y la de-

donde

notamos por PS(6,¢). Observamos que es una distribucién simétrica con soporte acotado, cuyo
parametro de forma es #, mientras que ¢ es un pardmetro de rango. Esta familia de distribu-
ciones fue estudiada, cuando 6 es entero, por Kingman [31] en el contexto de distribuciones para

la parte esférica de medidas de probabilidad en R% que son invariantes bajo transformaciones
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ortogonales. Los resultados que presentamos en esta seccién para las potencias de semicirculo
no se encontraron reportados en la literatura.

La familia de distribuciones potencia de semicirculo incluye casos importantes de distribu-
ciones simétricas con soporte acotado. El caso frontera § = —3/2 es la distribucién que asigna
masa 1/2 a los puntos 1 y —1. El caso § = —1 es la ley arcoseno, mientras que el caso § = —1/2
es la distribucién uniforme en [—1,1] y el caso § = 0 es la ley del semicirculo.

Una génesis interesante de esta familia de distribuciones es que una mezcla apropiada con
una distribucién gamma recupera la distribucién Gaussiana. M4ds especificamente, recordemos

que la distribucién gamma G(«, 8) con pardmetros o > 0, 3 > 0, tiene densidad

1 -1

(07

Jo,5(z) = mﬁv exp(—%), z > 0.

Proposicién 2.6.1 Sea 6 > —3/2 y Ggio una variable aleatoria con distribucion gamma
G(0+2,2) e independiente de la variable aleatoria Sy con distribucion potencia del semicirculo

PS(0,1). La variable aleatoria

Z 2L\ /GoiaSo (2.39)

tiene distribucion Gaussiana estdndar con media cero y varianza uno.

Demostracién De la férmula de la densidad del producto de dos variables aleatorias inde-

pendientes, obtenemos que

2
z
|Z|/ 2f59 9+2,2)(?)dy, — <z < o0
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Por lo tanto
2
(%)0—&—1

| 2 1 2 (002
_ . 21 = o 2)20+1 Y —22/(2y )d

1
262, L2043 _1 L1 —a?)a o 22/(20?) g
- 7T29+1P((9 4 2) 20+2 0 120+4

2_ 1
(y=1/z) , 1 22043 1 00(9721)9+2y29+4 o
VT T(0 +3/2) 20+ J, 2
1 »20+3 1 © et
- (7)F(0+3/2) 29+1/1 y(y? —1)0T2e 7V 2y
ey (i) 2L / Oot9+%e*z2t/2dy
V' T(0 +3/2) 20+2 ;
1 z29+3 e*z2/2
- INC 2
(\/%)F(9+3/2) s (0 +3/2)

_ ! e /2,

V2r

El resultado anterior fue observado para 6 = 0 (distribucién de semicirculo) en Pérez-Abreu
[40]. El caso § = —1 (arcoseno) estd implicito en el método Box-Muller para generar un par de
variables aleatorias Gaussiana ([19]).

Como consecuencia del teorema anterior se tiene que la sucesién de potencias de semicirculo
propiamente escalada converge a la distribucién Gaussiana estdndar, resultado conocido como

Teorema de Poincaré.

Corolario 2.6.1 Paran > 1 sea S, una variable aleatoria con distribucion potencia de semicir-

culo PS(n,1). La sucesion de variables aleatorias {(\/Z(n + Q)Sn} converge en distribucion

n>1
a la distribucion Gaussiana estdndar.

Demostracién Por la ley de los grandes niimeros, (n+2)~'G,,42 converge en probabilidad

a E(G1) = 2, donde G, ~ G(m,2). De (2.39) y usando el teorema de Slutsky ([15]) tenemos
2(n+2)Sp = V2(n +2) (Gny2) V*Z —poo Z,

donde la convergencia es en distribucién =
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Ademsds podemos calcular facilmente los momentos de las distribuciones potencia de semi-

circulo.

Proposicién 2.6.2 Sea Sy una wvariable
PS(0,¢), para > —3/2, ¢ > 0. Entonces,

a) Para cualquier o> 0

aleatoria con distribucion potencia de semicirculo

o ¢ '+ 2)
E = —I'(a/2+1/2 .
1Sol” = =T @2+ 2 s 5 o)
b) Para cualquier entero k > 1,ESgkJrl =0y
2k E 2k | F(9+2)
ESy” = (2) C’“(k+1)'1“(9+2+k)
B (E)Qk (2k)! T'(60+2)
- \2 K T(O0+2+k)
¢) Si 6 es un entero
2k
2k _ (k) S 2k
ESy = <2) '

Demostracién Es suficiente tomar el caso ¢ = 1. Para o > 0, si Z es Gaussiana estdndar

y Gpyo s gamma, entonces es bien conocido que

a/2

2
E|Z|* =

=2 +17)

I'e+2+a/2)
EGy[} =202 T Y
0+2 r'e+2)
Usando que Z 4 v/ Goi2Sp v el hecho de que Sy y Gapy1 son independientes, obtenemos

(0 +2)
(20 +2+a/2)’

1
E1Sp|" = —=TI'(a/2 + 1/2)F

7=

Cuando k es entero, por simetria, ESQZI‘C+1 = 0. Por otra parte si a = 2k tenemos I'(a/2+1/2) =
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V27 2%(2k)! /k!. Entonces,

Esg’f:i(%)! (0 +2)
2% Kl T(O+2+k)

1 (0 +2)
_ = [l A e
o Oklk + 1)'1“(0 +24k)

Observacién 2.6.2 a) Para un 6 > —3/2, la distribucion correspondiente con media cero y
varianza uno se obtiene cuando ¢ = 2U'(0 + 3)/T'(0 + 2). En particular, cuando 0 es un entero,

la distribucion estandar estd dada cuando ¢* = 2(0 + 2).

b) Cuando 0 es entero,los momentos C¥ = (Qkk)/(9+],z+1) son un tipo de numeros de Cataldn

generalizados (difieren en un factor (2(99:11)) de los llamados Super Numeros de Cataldn y por

lo tanto C2(0+2)(0 +3)--- (20 + 1)! es un entero miiltiplo de 0!); ver [20], [25].

Existe una recursién entre las potencias de semicirculo, la cual probamos a continuacion.
Este resultado es una generalizacién de una observacién de Ledoux [32], quien senalé que la ley

de semicirculo es una mezcla de la ley arcoseno con una distribucién uniforme.
Proposicién 2.6.3 Para 0 > —1/2, Sy £ Uyl/C0+1)g, ..

Demostracién Sea V = UY/20O+1)) S, | entonces la densidad de V puede ser calculada

como sigue:

fo(@) = /OO L (VT2 12(0 4+ 1)(%)2"“@

oo |]
1 2)20+1
1—
= 269_1(0 + ].) ’.’L‘|29+1/ (y2£k2)dy

xT

/2 26

cos(y)
rcsen(x) Sen(y>20+2

)204—1}“/2

—2¢01(0+ D)o
a

20+1 cos(y
sen(y)20+1

20 42
— 69_1( /1 B 332)294-1

20 +1

— 00( /1 — $2)29+1

2c9-1(0 + 1) |z|

arcsen(x)
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Finalmente demostramos que la transformada de Cauchy de una distribucién potencia del

semicirculo estd dada en términos de la funcién hipergeométrica de Gauss

Fla,b;c,2) Z ((IZ kk' (2.40)

donde para un ntimero complejo ¢ y un entero no negativo k usamos el simbolo de Pochhammer

({)k para denotar la expresién

Ok =¢(C+1)---((+k—-1).
Proposicién 2.6.4 La transformada de Cauchy de fg(z ;<) estd dada por
1
Gy, (2) = z_lf(§,1;9+2;§2,z_2). (2.41)

Demostraciéon De (2.10) tenemos

Gp(2)=E(z-X)"'= i ZFlEXF
k=0
— 1 S 52k [ x 2k
Zz
_ (2k)! (0 +2)
12 ( ) Kl T(O0+2+k) (2.42)

Usando en (2.40) las expresiones (0+2); = I'(0+2+k)/T(0+2), (1/2), = (2k)!/2% y (1)x = k!,
a partir de (2.42) obtenemos (2.41). m
Una representacién integral alternativa para la transformada de Cauchy se sigue de la ex-

presion integral de la funcién hipergeométrica, ver [22, 9.111 p. 995]

Corolario 2.6.3 Para 6 > —1 se tiene

1
Gry(2) = m/o (1—1)2(2% — t2) 124t

Desafortunadamente resulta muy dificil tratar de invertir la funcién Fy, = 1/Gy,(2) para
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obtener en forma explicita las transformadas cumulantes libres para valores de 6 diferentes de
los ya mencionados. Sin embargo, usando criterios de cumulantes basados en el enfoque combi-
natorio, en el Capitulo 4 mostraremos que ciertas Potencias de Semicirculo no son infinitamente

divisibles en el sentido libre.
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Capitulo 3

Convolucién y Divisibilidad Infinita

Libre de Medidas

En este capitulo presentamos los conceptos de convolucién y divisibilidad infinita libre de me-
didas de probabilidad en R desde un punto de vista analitico. Este enfoque fue iniciado en
1986 por Voiculescu [52] para el caso de medidas con soporte compacto, continuado en 1992
por Maaseen [34] para el caso de medidas con segundo momento finito y completado en 1993
por Bercovici y Voiculescu [10] para medidas con soporte no acotado.

Primero definimos la convolucién libre de dos medidas a partir de la transformada cumu-
lante. Después, a partir de esta convolucién introducimos un nuevo concepto de divisibilidad
infinita libre. Ademés, presentamos la biyeccién de Bercovici Pata entre leyes infinitamente
divisibles cldsicas y libres y sus principales propiedades. Finalmente, hacemos una breve pre-
sentacién del tema de convolucién multiplicativa y concluimos con ejemplos, algunos bien cono-

cidos y otros nuevos, sefialando casos que son infinitamente divisibles en ambos sentidos.

3.1 Convolucién Aditiva Libre de Medidas

Usamos ahora la teoria del Capitulo 2 para definir la convolucién libre (aditiva) de dos
medidas de probabilidad p; y e, desde un punto de vista analitico, sin hacer referencia a
variables aleatorias libres.

Sean C,, y C,, las transformadas cumulantes de iy y py definidas en los dominios I'y, g,
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¥ Tay,p, Tespectivamente. De (2.16) y el Teorema 2.4.2 sabemos que existe una medida x de
probabilidad en R tal que C, = Cy,, +Cy, en 'y, g, NIy, g,. Esta medida es dnica por la unicidad

de la transformada de Voiculescu. Por lo tanto, la siguiente definicién tiene sentido.

Definicién 3.1.1 Sean i, y py medidas de probabilidad en R. Se define la convolucion libre

de 1y y e como la inica medida de probabilidad py B iy en R tal que

Cpymu, (2) = Cpy (2) +Cpy(2), z€Tlq, 8 NTay 8, (3.1)

En términos de transformadas de Voiculescu, la condicién (3.1) es equivalente a pedir que

Py (2) = by, (2) + 0, (2) (3.2)

Rymu, (2) = Ry, (2) + Ry, (2)- (3.3)

Como en el caso de convolucién clédsica x la operacién de convolucién libre H es conmutativa
y asociativa, lo cual se sigue trivialmente de la definicién. Asimismo, si  es una medida de
probabilidad en R y §, una medida de Dirac, u B §, es la traslacién de la medida p por x, es
decir p B 0,(A) = p(A — x). Por lo tanto p B, = p* .. Por otro lado, recordemos que para
¢ # 0 la dilatacién de una medida p en R es la medida D.p en R tal que Dou(A) = Dou(c1A).
Es importante notar que la transformada cumulante libre se comporta exactamente igual, con
respecto a la dilatacién D, que la transformada cumulante clasica, es decir, Cp,, = Cu(cz),
para cualquier medida de probabilidad x en R y cualquier constante ¢ # 0.

Por otra parte, algunos aspectos interesantes de la convolucién libre son muy diferentes
a lo que se encuentra en la convolucién cldsica. Por ejemplo, para la convolucién cldsica se
cumple que sop(u *v) = sop(u) + sop(v), mientras si p y v son medidas con soporte compacto
v a,b,c los méximos de los soportes de p,v y u H v respectivamente, entonces ¢ = a + b si
w({a}) +v({b}) > 1, mientras que ¢ < a + b si p({a}) + v({b}) < 1.

También en contraste con la convolucién cldsica, la convolucién libre de dos medidas atémi-
cas puede ser una medida absolutamente continua. En el Ejemplo 3.7.1, al final de este capi-

tulo, mostramos que la distribucién arcoseno es la convolucién libre de la medida atémica
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W= %(5_1 + 01) con ella misma. Este ejemplo también permite ver que, a diferencia del caso
clésico, el operador H no es distributivo con respecto a la suma convexa de medidas de proba-
bilidad. En efecto, si H fuera distributiva tendriamos en particular, tomando p = %(5,1 +01),

que

1 1 1
pBp = pBo0-1+61)=5pBo-1)+(nBa)
1.1
= 20
1 1 1
= 15—2—1-550—1—152,

1.1
(0-1+01) B 1)+ 5 (5(0-1+01)B1)

que es una contradiccién pues

1 1 1
—i_ _— —0 A
1 2-1-20-1-427é 0,2

Otras propiedades en que es muy diferente la probabilidad libre de la probabilidad clasica

surgen en el estudio de leyes infinitamente divisibles.

3.2 Divisibilidad Infinita Libre

En completa analogia al caso de divisibilidad infinita clédsica definimos el concepto de divisi-

bilidad infinita libre (aditiva).

3.2.1 Definicién y Propiedades Basicas

Definicién 3.2.1 Sea u una medida de probabilidad en R. Decimos que p es infinitamente
divisible con respecto a la convolucion H, si para todo entero positivo n, existe una medida de

probabilidad 1, en R, tal que

= pu, Bu, B. .. . Bpu,. (3.4)

n veces

Denotamos por ID(H) a la clase de las medidas infinitamente divisibles con respecto a la con-
volucion B. Si p € ID(H) decimos también que p es B-infinitamente divisible o infinita-

mente divisible libre.

Usando la asociatividad y la conmutatividad de H se siguen facilmente propiedades titiles

de medidas H-infinitamente divisibles.
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Proposicién 3.2.1 Sean p y v medidas de probabilidad B-infinitamente divisibles. Se cumple
que
i) pB v es B-infinitamente divisible.
i1) Si
w=pu, Bu, B. By,

n veces

entonces ,, es B—infinitamente divisible. (Llamamos la n-ésima componente de p a ., ).

Demostracién i) Sea n un entero positivo. Como p,v € ID(H) tenemos que p y v se

pueden escribir como

p=p, Bp, B..Bu,,v=v,Br,B...Bv,

n veces n veces

entonces
pBo=yp,B.. . Bpu, Brv,B...Bv, = (u, Bvo,) B...8 (u, Boy,)
n veces n veces n \7erces
ii) Sea m un entero positivo y sea p,, la n-ésima componente de p. Entonces C,, = %Cu‘

Como p € ID(H) también ﬁCu es una transformada de cumulantes libre entonces existe una

medida p,,,,, tal que

Py = n, B Py B B fh,

m veces

Esto prueba que p,, es B-infinitamente divisible. m
Miés ain, la divisibilidad infinita libre define un H-semigrupo continuo de medidas (1;)r>0
en el espacio de medidas de probabilidad en R con la topologfa de convergencia en distribucién

o convergencia débil de medidas de probabilidad.

Lema 3.2.1 Sea p una medida de probabilidad B-infinitamente divisible. FExiste una familia
(t1y)t>0 de medidas de probabilidad en R tal que

i) po = o, 11 = .

it) pyps = py B g para = s,t >0

i11) La aplicacion t — p, es continua con respecto a la topologia débil.
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Demostracién Si . € ID(H), de la Proposicién 3.2.1 y (3.1), la funcién ¢C, es de la forma
Cu, cuando t es racional. De Teorema 2.4.3 se sigue que tC, también es una transformada
cumulante libre para todo ¢ real. De la misma forma iii) se sigue del Teorema 2.4.3. Por otra
parte (ii) se sigue de la definicién de convolucién libre ya que Cy,, = (t + 5)Cy = tCy + sCy, =

Cu, +Cyu,. m

3.2.2 Caracterizaciones y otras Propiedades

A partir de la transformada de Voiculescu y sus variantes es posible caracterizar las medidas
w € ID(H), con representacién andloga a la representacién de Levy-Kintchine. La primera
caracterizacién para medidas con soporte no acotado fue dada por Bercovici y Voiculescu [10]

en términos de un par caracteristico (v, o).

Teorema 3.2.2 [10, Teo. 5.10] Sea p una medida de probabilidad en R. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes

i) p es B-infinitamente divisible.

ii) ¢, tiene una evtension analitica definida en C™* con valores en C~ UR.

i11) Existe una medida finita o en R y una constante real v tal que

gb#(z)—’y—i-/R z_ta(dt), ze€C™.

En caso de que se cumpla (i), (ii) y (iii) para (7, 0) se le conoce como par generador de fi.

Demostracién Omitimos partes técnicas de la prueba para su fécil lectura. La prueba se
puede ver a detalle en [10].

Supongamos que p es una medida de probabilidad H-infinitamente divisible en R y que
{m; :t > 0} es como en el Lema 3.2.1. Sea I'y g un domino donde ¢,(z) esté bien definido,
existe ¢ > 0 tal que para todo ¢ € C con [t| < ¢, la funcién 2+t¢,(2) tiene inversa F'(t, z) definida
en 'y 5 C Ty p. La funcién F(t, z) es analitica en ¢ y z. Ademas la funciéon G(t,2) = 1/F(t, z)
coincide con G, (2) en 'y g parat > 0. Asf, derivando la ecuacién G(t, 2 +t¢,(z)) = 1/z, con

respecto a t, obtenemos

oG

S (b2 +16,(2)) + %(z)‘?g(t, 2+ 1, (2) = 0
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parat >0y z € I'yy 5. En particular para ¢t = 0 tenemos

0u(2) = 56 =3

e—
* o1 1
2 1.
= lim — —Jp(dt
i P oo[z—t zma( )
1 [ =zt
= 2?lim - : o (dt)
e—0¢ 02— 1

Si definimos la familia de medidas {o.}c>0 por do.(t) = 2t2/(1 + t*)p.(dt), podemos ree-

scribir el dltimo término como

1 [ =zt * 1+tz 1 /> t
/ o :us(dt) _/ t UE(dt)+/ mﬂs(dt),

g —00 t —00 R € —00

Tomando el limite cuando € — 0 obtenemos

donde 0 =lim.go. y o =lim.—o 1 [ t/(t* + 1)p.(dt). Esto muestra que (i) implica (iii)
La equivalencia entre (ii) y (iii) se sigue de las Proposiciones 2.3.1 y 2.4.1. El hecho de que

(iii) implica (i) se sigue de que si ¢ se puede representar de la forma

6(z) = a+/oo Lt o)

—00

entonces definiendo

o) =a+ [ o

n 21
se tiene que ¢, (z) = ¢,, (z) para algunas medidas de probabilidad p,,. El Teorema 2.4.3 nos dice
que ¢ = ¢,,. El mismo resultado se puede obtener para ¢ /k, lo que dice que p es E-infinitamente

divisible. m

Corolario 3.2.3 Sea ¢ : Ct — C~ wuna funcién analitica. Entonces ¢ es la continuacion
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analitica de ¢, para una medida pn € ID(H) si y solo st

lim ——==0
|z| 200,26l 2

para alguna o > 0.

Recordemos que una medida de probabilidad u es infinitamente divisible en el sentido clédsico

si y sélo si su funcién cumulante clédsica log i tiene la representacién Lévy-Khintchine

1 .
log fi(u) = inu — Eau2 + /(e“‘t — 1 —dutli_y g (1)v(dt), ueR, (3.5)
R

donde n € R, a > 0 y v es una medida de Lévy en R, es decir [ min(1,¢?)v(dt) < oo y
v({0}) = 0. Si existe esta representacion, la terna (7, a, ) estd determinada de forma unica y
se llama la terna caracteristica clédsica de pu.

La correspondiente representaciéon de Lévy-Khintchine en términos de una terna para divis-

ibilidad infinita libre fue propuesta por Barndorff-Nielsen y Thorbjgrnsen [7].

Teorema 3.2.4 [7, Prop 4.16] Una medida de probabilidad p en R es B-infinitamente divisible

sty solo si existen n € R, a > 0 y una medida de Lévy v en R de tal forma que

1
Cu(z) =nz + a2 + /R <1 — L —tzl_q (t)) v(dt), zeC . (3.6)

En este caso la terna (1, a,v) esta determinada de forma tinica y se llama la terna caracteristica

libre de .

Demostraciéon Sea p € ID(H) con transformada de Voiculescu dada por el Teorema 3.2.2,

es decir

_ 1+1tz I
¢M(z)—'y+/R z_ta(dt), zeC .
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Definimos la terna (7, a,v) por

a = o({0}),

2
W) = T Ta o (B)a(d), (37)
no= [ 0 - e,
R 1+ ¢2

Ahora, para z € C7, la transformada cumulante libre estd dada por

o) = == (v+ [ T ti) v+ [ o

R 1—tz

1 224tz t2
= = ([t 0 - o) s+ o+ [ R guta

t 9 22 tz | 9
= nz— (/R t(m — Ig/—11 ()p (dt)) z+az + /R(l % + 7 —|—t2)t v(dt)
9 1222
= nz+az —I—/R <1 — t2R/[—1,1] (t)) v (dt)

= nz+a? +/R < L _ L=tz (t)> v (dt)

1— 2zt

y para el reciproco los pasos anteriores se pueden revertir. m
Para terminar con esta seccién veremos algunas propiedades de las leyes infinitamente di-
visibles. Antes, necesitamos enunciar un resultado técnico de teoria de funciones que usaremos

en la demostracién de la Proposicién 3.2.2, ver [10] para una demostracion.

Lema 3.2.2 Seau: CT™ — CT una funcidén analitica, y sea I una curva en CT que se aprozima
a cero no tangencialemente a R. Silim, .o .cru(z) = L, entonces lim, 0 zer, u(2) = L para

todo o > 0.

Proposicién 3.2.2 Sea p una medida H-infinitamente divisible en R.

i) Se tiene que Fj,(2) + ¢,(F.(2)) = z, ademds
1+C, (Gu(2)) = 2Gu(2), zeCh. (3.8)

i1) p tiene a lo mds un dtomo.
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i11) Si p no es una medida de Dirac, entonces, para n suficientemente grande, la medida

pEr = BuB . B
S

n veces

no tiene dtomos.

Demostracién El hecho de que F),(2) + ¢,(F.(2)) = 2z para todo z € C* se obtiene como
continuacién analitica, ya que ¢ tiene continuacién analitica por el Teorema 3.2.2. La identidad

14 C. (Gu(z)) = 2G(2) se obtiene de la siguientes siguientes igualdades

z = Fu(z)+ ¢, (Fu(2))
1 1

B Gu(2)+¢“(m)

1 CM(G“(Z))
Gu(z) Gu(z)

donde usamos la definicién de la transformada cumulante libre C,, dada por la ecuacién (2.16).

Asumiendo 5 = u({a}) > 0, es decir, a es un dtomo de la medida p, se tiene

Gula+iy)| = [Im Gy(a +iy)| >

< |

y entonces |Fy,(a + iy)| < % M4ds ain

[Re(Fu(a+iy))| < [Fula+iy)| < 5 <Im|Fu(a+iy)| /8

Y
B
entonces F,(a +1y) € I'; 3 para todo y. Entonces la curva I' = {Fj,(a+iy : y € (0,00)} se estd

aproximando a cero no tangencialemente, y

li =a.
et o) =a

Por lo tanto lim,_.g .er qﬁu(z) = a y por el Lema 3.2.2 tenemos la unicidad de a, ya que el

limite no puede tomar dos valores.
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Finalmente supongamos que ¢,, tiene representacion

0u2) =+ [ T Ealan,

con v € R y 0 una medida finita. Como p no es una medida de Dirac, existen a y b tales que

ola,b] > 0. Entonces

b
o) < - f”a(dw.

z—t|?

e
cy max , ,
S AR

donde z = z+iy y ¢ es una constante que sélo depende de o, a y b. Entonces si Im{z+n¢,(z)} >

0 se tiene max{# #} < 1/nec.

z—al’ |z—b]*

IN

Asf para n suficientemente grande la desigualdad Im{z +n¢,(2)} > 0 implica que [2| > 0y
por lo tanto no habrd curva I' C F LuEn que se aproxime a cero. Entonces, u®" no tiene dtomos
para esos valores de n. m

En particular, ninguna distribucién discreta no trivial es H-infinitamente divisible, con-
trastando el hecho de que en el caso cldsico existen muchas. Por otra parte, existen muchos
ejemplos de distribuciones con soporte compacto que son H—infinitamente divisible, mientras
que en el caso cldsico sélo las acumuladas en un punto lo son.

El siguiente teorema prueba que, asi como la divisibilidad infinita clésica, la divisibilidad

infinita libre es cerrada bajo convergencia en distribucién.

Proposicién 3.2.3 Sea {p,}52, una sucesion de medidas de probabilidad B-infinitamente di-
visibles en R convergente en distribucion a una medida de probabilidad . FEntonces p es

H-infinitamente divisible.

Demostraciéon Por el Teorema 2.4.3 de continuidad de Lévy libre existen «, 8 de tal forma
que la sucesioén {gbun}fle converge uniformemente en compactos de I'y g a la funcién ¢,,. Por el
Teorema 3.2.2 ¢un se extiende a una funcién Eun : CT — C~ UR. Dado que ¢ es la restriccién
de ¢, se sigue que ¢ tiene una extension en C™ con valores en C~ UR. Finalmente del Teorema

3.2.2 se sigue que p es H-infinitamente divisible m
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3.3 Biyeccion entre Leyes Infinitamente Divisibles Clasicas y

Libres

De las expresiones (3.5) y (3.6) se ve que existe una gran similitud entre la representacion
de Lévy-Khintchine cléasica para medidas x-infinitamente divisibles cldsicas ID(%) y la repre-
sentacién de Lévy-Khintchine para medidas H-infinitamente divisibles ID(H). De hecho de
estas representaciones es claro que existe una biyeccién entre ID(x) y ID(H). Esta biyeccién

fue introducida por Bercovici y Pata en [9]. En términos de ternas caracteristicas es la siguiente.

Definicién 3.3.1 Por la Biyeccion de Bercovici-Pata denotamos a la aplicacion A : 1D(x) —
ID(8) que manda la medida p en ID(x) con terna caracteristica clasica (n,a,v) a A(u) en

ID(B) con terna caracteristica libre (n,a,v).
A continuacién probamos algunas propiedades de la biyeccién A.

Teorema 3.3.2 La biyeccion A : ID(x) — ID(B) tiene la siguientes propiedades
i) Si py, pig € 1D(x), entonces Ay * pg) = A(py) B A(py).
it) Para toda constante ¢ en R, se tiene A(d.) = ..

i11) Sea p € ID(%) y ¢ € R, se tiene A(D.p) = DA(p).

Demostracion i) Sean p; y py con ternas caracteristicas cldsicas (ny,a1,v1) y (19, a2, v2)
entonces fi; * iy tiene terna caracteristica (1 + 1y, a1 + ag,v1 + v2), donde (v + v2)(A) =

v1(A) + v2(A) para todo conjunto A € B(R). En efecto,

— — . 1 ; ‘
log 1y (u) + log g (u) = inqu — §a2u2 + /R(em — 1 —dutli_y ) (¢))v1 (dt) +

1 A
icou — iaguz + / (e — 1 —dutli_q gy (t))v2 (dt)
R

. 1 it .
= i(n +n9)u— §(a1 + az)u2 + / (et —1 — iutli_yq) (t))(v1 +va) (dt).
R

Un argumento idéntico para la transformada cumulante libre permite ver que A(p;) B A(uy)
tiene la terna caracteristica libre (1, + 19, a1 + a2, v1 + v2).
ii) Esto es s6lo observar que la terna caracterfstica clasica de d. es (¢, 0,0), mientras que su

terna libre es (c,0,0).
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iii) Hemos visto en la Seccién 3.1 que la transformada cumulante de D.u se comporta
igual que la transformada de Fourier con respecto a la dilatacién en consecuencia Cp, A(u)(z) =
Ca(u)(cz) = Cp(ppy(2)- =

Como consecuencia de (i), (ii) y (iii) en el teorema anterior tenemos el siguiente corolario.
Debemos mencionar que este corolario no sélo da una idea de "geometria" de la biyeccién
A, sino que sirve para dar una biyeccién entre las leyes x-estables y sus correspondientes en

probabilidad libre.

Corolario 3.3.3 La biyeccion A : ID(x) — ID(B) es invariante bajo transformaciones afines,

es decir, si pp € ID(x) y ¢ : R — R es un transformacion afin entonces

Demostracion Sea ¢ : R — R una transformacién afin de la forma v(t) = dt+c. Entonces
para una medida de probabilidad ¥ (u) = Dgu * ., y también 1 (u) = Dgp B 6.. Tomamos p €
ID(x). Por (ii) y (iii) del Teorema 3.3.2

A(w)) = A(Dap» 8:) = Dal\ (1) B A(S:) = DaA(p) B 5e = p(A(p),

lo que demuestra el corolario m

Para terminar con esta seccion, estudiamos una propiedad topolédgica de la biyeccion A. El
siguiente es un teorema anslogo a la versién cldsica de convergencia de distribuciones infinita-
mente divisibles en términos de la terna caracteristica, una versién equivalente de la prueba

aqui formulada se da en [7], en términos del par generador (v, o).

Teorema 3.3.4 Sea p una medida en ID(H), y sea (u,,) una sucesion de medidas en 1D(H).
Para cada n sea (n,,,an,vy) la terna caracteristica libre de p,,. Las siguientes condiciones son
equivalentes.

i) p, = p, cuando n — oo

.. w
it) an, — a, n, =N Y vy — v cuando n — oo.

Demostracion De [7, Teo. 5.13] , u 2 u, cuando n — oo es equivalente a que el par

n

generador (v,0) cumpla v,, — v y 0, — 0. Ahora, si vy, — 7y 0n — 0. Recordemos de la
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demostracion de la Proposicién 3.2.4 que la terna caracteristica se obtiene de la siguiente forma

a = o({0}),

2
vty = 1 Bolds), (3.9)

12
1
n = v+ /Rt(l[m] (t) — W)U(dt)-

Es claro que a,, — a pues 0,{0} — c{0}. Por otra parte como

b=l = b=+ [ 00 0 = )0 =) (@)

—7!+‘/_1(an—o)(dt)‘~l—

de donde n,, — 1 pues v,, — v vy la funcién f(t) =

IN

[t o))

T t2 es continua y esta acotada. Por 1ltimo,

2
1+t = 1.

. . w w . .
la equivalencia entre oy, — 0 y v, — v se sigue de que lim¢—,o0 =3

|
Finalmente, como consecuencia del teorema anterior y el correspondiente en probabilidad

clésica tenemos el siguiente resultado

Corolario 3.3.5 La biyeccion de Bercovici-Pata A : 1D(x) — ID(H) es un homeomorfismo en
la convergencia en distribucion. Es decir, si i es una medida en ID(x) y (u,) es una sucesion
de medidas en ID(H), entonces p, — p, cuando n — oo, si y sélo si A(p,) — A(u), cuando

n — OoQ.

Demostraciéon Para cada n, sea (1,,, an, Vy) la terna caracteristica libre de p,, y sea (1, a, v)
la terna caracterfstica libre de A(u). Supongamos que A(u,) — A(u). Entonces por el Teorema
334 a, —a,n, =Ny Vn 2 v. Como (N, an, Vn) €s la terna caracterfstica cldsica de p,, y
(n,a,v) la de p, se sigue de la versién clasica de Gnedenko y Kolmogorov [21] que p,, — u. Un

argumento idéntico nos dice que A(p,,) — A(w) si pp, — . ®

3.4 Distribuciones No Negativas

Los resultados de esta seccién no se encontraron reportados en la literatura. A continuacién

nos restringimos al conjunto de medidas que son infinitamente divisibles y tienen soporte en
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RT. Denotaremos entonces como I D, (x) y ID, (H) al conjunto de medidas con soporte en R
infinitamente divisibles en el sentido cldsico y libre, respectivamente.

Es conocido que p € ID, (%) si y so6lo si la terna caracteristica (n,a,v) es tal que las
siguientes tres condiciones se cumplen

i)a=0

ii) v esta concentrada en (0,00) y

/OO min(1, ¢)v(dt) < oo
0

iii) ng=mn— fol tv(dt) > 0 es la deriva.

En este caso la funciéon cumulante cldsica es
OO .
log it = ingu + / (™ — 1)uv(dt) u € R. (3.10)
0

Consideremos ahora A = A(u) € ID(H). De (3.10) tenemos

R
Cu(z) =ngz+ z/ v(dt) zeC . (3.11)
0 1—tz
Utilizamos la identidad (3.8)
14 Cy (Ga(2)) = 2G(2) (3.12)

de donde obtenemos
ImCy (Gx(2)) = Im(2G(2)).

Sean

t2

H(z) = /0 1= iReG(2))2 1 2(Im(Gi 22 ) 20
o0 t
Hi(z) = /O (1—tReG,\(z))2+t2(ImG)\(z))2y(dt)20

las cuales son finitas como veremos en el siguiente lema.
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Lema 3.4.1
ImCy (Ga(2)) = Hy(2) ImGr(2) + 1 Im G\ (2) = 2 Im G5 (2) + y Re GA(2).

Demostracién Para la igualdad entre el primer y tltimo término de (3.12) tenemos que,

escribiendo z = = + iy
ImCy (Ga(2)) =Im(2Gr(2)) = RezIm G)\(2) + ImzRe G\ (z) = 2 Im G (2) + y Re G5 (2).

Por otra parte, de (3.11) tenemos

t

my(dt) zeC.

ImCy (GA(2)) = o Im G (2) + Im [G)\(Z) /Ooo

Observemos que

o0 ¢ e t(1 — tRe Ga(2)) ,
/0 TGA(Z)”(C“) - /0 (1 —tReGx(2))2 + t2(Im(G(2))? (d?)

Y e t2ImG>\(z)
H/O I - tReGr(2)) + PG ")

esto prueba que H,(z) y H,(z) existen y ademds

Im [GA(Z) /0 - Wv(dt)] — ReGy(2)Im /O - Wu(dt)

*° t
I -
+ mG,\(z)Re/O 1= 1G)(2)

= ReG\(2)ImGy(2)H,(z)

v(dt)

+ImGy(2)(Hy(z) — Hy(2) Re GA(2))
= ImG)(2)H,(2)

de donde se sigue el lema. m
Del lema anterior se sigue el siguiente resultado. Recordemos que X tiene a lo més un dtomo

xg, es decir A({zo}) > 0.
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Lema 3.4.2 Sea A = A(p), u € ID(Ry) y sean a,b tales que A\({a}) = A({b}) = 0. Entonces

b
A(a,b]) = -2 Tim é{Hy(x+iy)ImG>\(m+iy)+nOImG,\(as+iy)}dx. (3.13)

T y—0t Jq

Demostraciéon De Lema 3.4.1 obtenemos
1
ImGy(2) = E(HV(Z) ImGy(2) + 7o Im Gr(2) — yRe Gr(2)).

Entonces usando la férmula de inversién (2.8) y escribiendo z = x + iy

1 b1
A(a,b]) = —— lim — (Hy(x 4+ iy) Im Gx(z + 1y) + 1o Im Gr(x + iy) — y Re Gx(z + iy)) dx.

™ y—>0+ a T

observemos que H(x) = lim,_,o+ ReGx(z + iy) donde H es la funcién de Hilbert. De donde
lim, o+ y Re Gx(z +1y) = 0 y se sigue el lema. =
Del lema anterior podemos obtener los siguientes corolarios, que nos llevaran al resultado

mds importante de la seccién.
Corolario 3.4.1 Sia <b <0 y A({b}) =0 entonces A(a,b] =0.

Demostracién Paray >0y a <z <b< 0, H(x+iy) >0y ImGy(z +iy) <0 de donde

%(Im Gz + i) H, (x + iy) Tm Ga(2)) > 0
%(Im Gz + i) Tm Gy (2)) > 0

de donde por (3.13) en el lema anterior tenemos A((a,b]) < 0. =

Para el posible dtomo tenemos.
Corolario 3.4.2 Sea € ID, (%) y A = A(u) con un dtomo en xo. Entonces xg > 0.

Demostracién Supongamos que xg < 0 entonces existe € > 0 tal que xg + ¢ < 0 ademds

como g es el inico dtomo, A({zg +¢}) = 0. Por el Corolario 3.4.1 anterior

Mzo —e,20+€] =0
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de donde A({zo}] = 0 y por lo tanto se llega a una contradiccién. m
Finalmente de los Corolarios 3.4.1 y 3.4.2 se tiene el siguiente resultado, que nos dice que

si u € ID(x) tiene soporte en RT, entonces A(u) € ID(H) también tiene soporte en RT.
Teorema 3.4.3 € ID, (x) = A(n) € ID,(8B).

Observacion 3.4.4 Es importante mencionar que el reciproco del teorema anterior no es
cierto, es decir A~Y(ID(B)) ¢ ID, (). Dos contraejemplos de naturaleza diferente se dardn

en las Subsecciones 3.7.2 y 3.7.8 al final de este capitulo.
Otro resultado importante sobre el soporte de A es el siguiente.

Corolario 3.4.5 Si0<a <b y A{b}) = A({a}) =0 entonces
1
Aa,b] > nog)\(a, b],

donde ng es la deriva.
Demostracion Se sigue de (3.13). m
Corolario 3.4.6 Sia <b y A(a,b] > 0, entonces b > 7.
Finalmente de estos dos 1ltimos corolarios se puede mejorar el Teorema 3.4.3

Teorema 3.4.7 Sea A = A(p) una medida B—infinitamente divisible. Si p es una medida con

soporte en RY con terna caracteristica (n,0,v) entonces el

sop(A) € (19, 00)-

donde ng es la deriva.

3.5 Distribuciones Simétricas

Sea 1 una medida de probabilidad en I D(x). Claramente 4~ = D_ju también es infinitamente

divisible y por lo tanto i = p B (™) también lo es. En particular, cuando p € D4 (%), 1 es
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simétrica. Una pregunta natural es si toda medida i simétrica y H-infinitamente divisible se
puede escribir 1 = v H (v™) para alguna medida v en ID(H). Abordar este problema parece
dificil, sin embargo usando la biyeccién de Bercovici-Pata se puede obtener un resultado en esta
direccion.

Los resultados de esta seccién no se encontraron en la literatura.

Proposicién 3.5.1 Sea A una medida en ID(B) con terna caracteristica libre (0,0,v) tal que

v satisface f(o 1) zv(dr) < oo y v =v". Entonces X puede escribirse como
A=AEBA)

donde \ es B-infinitamente divisible con soporte en RT.

Demostracion El Corolario 4.16 de Steutel [47] prueba que una variable aleatoria X se
puede escribir como Y — Y’ donde Y y Y’ son infinitamente divisibles en el sentido cldsico y
donde py = pys tiene soporte en RY si y sélo si X es infinitamente divisible y tiene terna
caracteristica (0,0, v) tal que v satisface f(071) zv(dr) <ocoyv=v".

Sea A = A(fi) donde X tiene terna caracteristica libre (0, 0, ) tal que v satisface f( zv(dr) <

071)
ooy v =v" . De las consideraciones del pérrafo anterior ;1 = px (=) donde p tiene soporte

en RT. Por el Teorema 3.4.3 se tiene que A(u) tiene soporte en RT y A puede escribirse como

A=A (A7), donde A = A(p)

por la propiedad (i) en la Proposicién 3.3.2. Asf A = A (A~) donde A es B-infinitamente
divisible y tiene soporte en R*. m

Como en el caso de las medidas con soporte positivo, es bien conocida la caracterizacién de
medidas de probabilidad p € I D (%) simétricas. Una medida p € ID(x) es simétrica si y sélo si
la terna caracteristica (7, a,v) es tal que se cumplen

i)n=0

ii) v es simétrica
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En este caso la funciéon cumulante cldsica es
1 [e e}
logni = —§u2a + 2/ (cosux — 1)v(dt) ueR. (3.14)
0

Cuando v es una medida finita simétrica, suponiendo que 1 = a = 0, obtenemos

Cagy(2) = /R (— 1) (da).

1—zx

En este caso

Cagy(2) = /R 1 jzxy(d:v) —v(R) (3.15)
1
= 27! /R — v (d2) —v(R)
= 27'G, (=71 —v(R). (3.16)
Usando (2.16) obtenemos
FX(L) (2) = 22G, (2) + 2(v(R) — 1). (3.17)

Esta ultima ecuacién nos permite dar un resultado parecido al Teorema 3.4.3 para distribu-

ciones simétricas. Este sencillo resultado no se encontré reportado en la literatura.

Teorema 3.5.1 Si p € ID(%) es una distribucion simétrica entonces X = A(u) € ID(H) es

simétrica.

Demostracion Supongamos que p € I D(%) es una distribucién simétrica con soporte com-
pacto y parte Gaussiana cero, esto es con terna (0,0, ) y v simétrica. Entonces de (3.17) y por
la Proposicién 2.2.2 se tiene que FA_&L) es impar, de donde Fj(,y y G(,) también deben de ser
impares y en consecuencia, otra vez por la Proposicién (2.2.2), A(u) es una medida simétrica.

Finalmente sea v una medida con soporte no acotado, para cada n € N definamos v,, como la
medida en [—n,n] de tal forma que v(B) = v,(B) para todo B C [—n,n], entonces v,, converge
en distribucion, cuando n — oo a la medida medida v por lo tanto por el Teorema 3.3.4 p,, con

terna (0,0, v,,) converge a p con terna (0,0,v,). En particular cuando v,, es simétrica se tiene
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el resultado para cualquier medida con representacién de Lévy-Khintchine (0,0, v).
Finalmente para el caso més general, donde la representacién de Lévy-Khintchine tiene
parte Gaussiana basta observar que C,, es la suma de dos funciones pares y por lo tanto C,, debe

de ser par. La imparidad de G, y por lo tanto la simetria de p se sigue de esta observaciéon. m

Observacién 3.5.2 El inverso del resultado anterior también es cierto, sin embargo posponemos

la prueba para el Capitulo 4.

3.6 Convolucion Multiplicativa Libre de Medidas

En esta seccién mencionamos de forma muy breve lo que se conoce como convolucién mul-
tiplicativa libre para medidas con soporte compacto asociadas a variables aleatorias no con-
mutativas en un C*-espacio de probabilidad.

El estudio de productos de variables aleatorias no-conmutativas en relacién libre fue re-
tomado recientemente para el caso de media cero por Speicher y Raj Rao [46]. Es importante
recalcar la importancia de este estudio, no sélo desde el punto de vista tedrico sino también del
aplicado.

En el contexto de matrices aleatorias, casos interesantes se encuentran dentro de este caso.
Por ejemplo, ya que la ley de semicirculo es la distribucién espectral asintética de matrices
aleatorias Gaussianas, y un resultado similar se tiene para la distribucién de Marchenko-Pastur
para matrices de Wishart, entonces es de interés conocer la convolucién multiplicativa libre de
una ley de Semicirculo con una Poisson Libre. Otra razén para abordar este tema es el poder
dar una interpretacion a la distribucién beta simétrica que presentamos en la Subseccién 3.7.7.

De forma similar a la transformada cumulante libre el siguiente teorema de Voiculescu
muestra la relacién entre la transformada S y el producto de medidas con soporte compacto en
relacion libre definida por Voiculescu.

Las demostraciones de los resultados de esta subseccién se encuentran en [46].

Teorema 3.6.1 Sean a1 y ao variables aleatorias no conmutativas en relacion libre tales que

T(a1) #0 y 7(a2) #0. Si py y po son las x-distribuciones de a1 y az, denotamos por S, a la
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transformada S de piy y por Sy, a la transformada S de po. Entonces

Sﬂluz(z) = Sﬂl(z)‘gﬂl(z)
es la S-transformada de g X pq.

En el estudio de convolucién multiplicativa libre, normalmente nos restringimos al caso
cuando ambos factores tienen soporte en R*. Este resultado es suficiente en este caso, sin
embargo, existen muchos casos interesantes donde uno de los factores no tiene soporte en R*.
En estos casos trabajar la convolucién X con la transformada S tiene una falla como se menciono
en la Seccién 2.5.

Como hemos visto en la Seccién 2.5, para poder invertir las serie de potencias M (z) necesitamos
que el primer momento sea diferente de cero. Sin embargo, trabajar con las transformadas S
definidas en (2.5.2) resuelve el problema al menos para cuando sélo una de las medidas tiene
media cero. Notemos que distribuciones importantes entran dentro de este caso, tales como la

distribucién de semicirculo o la ley arcoseno.

Teorema 3.6.2 Sean ay y az variables aleatorias libres tales que T(a1) = 0,7(a?) = 0 y 7(az) #
0. Sean py y py las x-distribuciones de a1 y az, respectivamente. Denotemos por S, y ‘§u1 a

las dos transformadas S de pi1 y por Sy, a la transformada S de p15. Entonces

S/h#z(z) = SM1(Z)SM2(Z) Y SM1N2(Z) = SM(Z)SMQ:(Z)
son las dos S-transformadas de 11 X pi.

Notemos que para que la definicién sea correcta necesitamos que la x-distribucién de ajas
también entre en la definicién 2.5.2. Esto se obtiene fdcilmente de la relaciones en el Capitulo

1 para los primeros momentos de aias cuando aj y az estdn en relacién libre. En efecto,
T(a1az) = 7(a1)7(az) =0

y ademads
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7((a1a2)?) = 7(a?)7(a2)? + 7(a1)?7(a3) — 7(a1)*7(a2)? = 7((araz)?) # 0.

Entonces para este caso podemos obtener las convolucién pq X s a través de las transfor-
madas S.

En la Subseccién 4.6.4 se dan ejemplos de esta convolucion.

3.7 Ejemplos

En esta seccién usamos los resultados analiticos de este capitulo para verificar y construir
ejemplos de medidas de probabilidad infinitamente divisibles en el sentido libre.

Mostramos que la ley arcoseno no es infinitamente divisible. Por otra parte, mediante
la biyeccién de Bercovici Pata estudiamos la divisibilidad infinita libre de las distribuciones
de semicirculo, Poisson libre, Cauchy, 1/2-estable libre y més generalmente las distribuciones
estables libres. Asi mismo, se encuentra que la distribucién beta simétrica BS(1/2,3/2) es
infinitamente divisible libre con medida de Lévy arcoseno. Finalmente consideramos las familias
de distribuciones beta B(a, (), senalando algunos valores de los pardmetros oy 3 para los cuales
podemos decidir si estas distribuciones son o no infinitamente divisibles en el sentido libre; en
el Capitulo 4 se consideran otros valores de estos pardmetros usando herramientas del enfoque

combinatorio.

3.7.1 Ley Arcoseno

En esta subseccién mostramos que la distribucién arcoseno no es infinitamente divisible en el
sentido libre. Asi mismo, este ejemplo muestra que la convolucién libre de medidas atémicas

puede ser absolutamente continua, como se menciona en la Seccién 3.1.

Proposiciéon 3.7.1 Sea p la medida puramente atémica dada por

1
=501+ 60).
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Entonces p B p es la distribucion del arcoseno en (—2,2) con densidad

1

1
ap2(x) = ;ﬁl(—m) (@). (3.18)

Demostracién La transformada de Cauchy de p estd dada por

1 1 1 1 z
G#<z>—/ plde) = 5 (s + 1) = o

De (2.15) y escribiendo K,,(z) = R,(z) + 1 tenemos que G, (K,(2)) = z y por lo tanto

Obtenemos entonces la R-transformada

V14422 -1

Ru(z) = 9

Calculando R,m,, obtenemos

1 1 V14422
2 + Rumpu(z) = 2 +2R,(2) = ——

z
de donde
\/1 + 4(G#E§m(z))2 _,
G,uEEu(Z)
Por lo tanto
1
Gumu(z) = , z€CT, (3.19)
22— 4

que, como se vio en Subseccion 2.6.2, es la transformada de Cauchy de la ley arcoseno en (—2, 2).
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Del resultado anterior tenemos que y = 3(6_1 + 1) no es B-infinitamente divisible. Esto se
sigue del hecho de que p con dos dtomos no puede ser H-infinitamente divisible (Proposicién
3.2.2) y de la Proposicién 3.2.1, ya que si una medida pH p es H-infinitamente divisible también
lo deberfa ser su componente .

Otra forma de ver que la ley arcoseno no es H-infinitamente divisible es verificar que la
transformada de Voiculescu ¢,,(2) no es analitica. En efecto, de (3.19) se tiene que Fym,(2) =

V22 —4y F;Balﬂ(z) = V22 4+ 4 de donde obtenemos la transformada de Voiculescu

Pump(2) = V22 +4 -2z,

la cual no es una funcién analitica en z = 2i € CT. Por lo tanto, del Teorema 3.2.2, tenemos
que la ley de arcoseno no es infinitamente divisible en el sentido libre.
3.7.2 Ley de Semicirculo

En la Seccién 2.6.1 mostramos que la transformada cumulante libre de la distribucion del

semicirculo Wy, , con media m y varianza o? estd dada por
Cw,, (2) = mz + 022°. (3.20)

De esta expresién obtenemos facilmente varios resultados importantes.

Proposicién 3.7.2 Sean Wy, 61, ..., Wi, o, distribuciones de semicirculo con medias my ..., my,
Y varianzas O'%, ey O'?L respectivamente. Entonces Wy, o = Wy, o, B---BW,,, o, tiene distribu-

cion de semicirculo con media my + - -+ + m,, y varianza o5 + -+ + o2,

Demostracién Usando (3.20) obtenemos

Cwoo(2) = Cu(2)+--+Cp(2) =
= (2224 miz)+ -+ (6222 + my2)
= (o3 4+- -+ o222+ (my+ - Fmy)z

y por lo tanto W,,, , es como se quiere. m
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De la proposicién anterior es claro que la distribucién del semicirculo es infinitamente divis-
ible en el sentido libre. Esto también se puede ver directamente de su transformada cumulante
ya que claramente Cyy,, , (2) tiene representacién Lévy-Khintchine (3.6) con terna caracteristica
libre (m, 02,0).

Usando la biyeccién de Bercovici-Pata A, se tiene trivialmente que W, , = A(®,, ), donde
®,, » es la medida Gaussiana con media m, varianza o2, terna caracteristica clasica (m, o2, 0)

y densidad
1

oV 2

Om.o2(dz) = exp(—gaz (T — m)?), —oo < x < oo.

Esta es una razén més para referirse a la distribucién del semicirculo como la distribucién
Gaussiana libre.

Este ejemplo muestra claramente que la biyeccién de Bercovici-Pata A puede enviar medidas
con soporte no compacto a medidas con soporte compacto. Méds atin, tomando la distribucién
normal @9 ; con media dos y varianza uno, se tiene que Wp 1 = A(®3,1) tiene soporte no negativo,

ya que es la ley del semicirculo con densidad

Wy (@) = 2T (@~ 22 - 1y ().

Esto prueba que el inverso del Teorema 3.4.3 no es cierto.

3.7.3 Distribucion Poisson Libre

Sea p la distribucién de Poisson cldsica Poiss*(\) con media A > 0

n

w({n}) = exp(—)\)%,n —0,1,2.

En esta caso la terna caracteristica es (0,0,7) con medida de Lévy v = Ad;. Consideremos la
distribucién de Poisson cldsica fiy ,, con deriva 75 > 0, la cual denotamos por Poiss*(A, vg)-
Llamamos a A(u, ) la distribucién Poisson Libre y la denotamos por Poiss® (X, o).

Como se muestra en la siguiente proposicién, la distribucién Poisson libre tiene soporte
compacto, tiene al cero como dtomo cuando 0 < A < 1 y es absolutamente continua cuando

A> 1.
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Proposicién 3.7.3 a) La distribucién Poiss®(\,7,) es una medida con soporte compacto dada

por

(1= X)do + 52—/ (z — a)(b— ) 1(qp) (z)d, si0<A<1

A(/J’)\,'yo)(dx) = { 1 (l‘ — (L)(b _ 1‘)1[,171)} (;E)d.%’ StA>1

2rx

donde a. = (1= vX)> + 75 y b= (1+VA)? + 7.
b) La transformada de Cauchy estd dada por

1 (z—a)(b—z)+1—)\
2 2z 2z

Demostracién Sin perdida de generalidad tomamos v, = 0. La funcién cumulante libre

de A(uy,) es

y por lo tanto

Resolviendo para G(z) (tomando la raiz para que se cumpla (v) en la Proposicién 2.2.1)

G(z) = zlz(z—)\—\/(z—(l—ﬁ)Q)((l—i—ﬁP—z)—i—l) si z#0
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escribiendo a = (1 — V)2 y b = (1 4+ v/A)? obtenemos

1 (z—a)((b—2) 1-—2X
2 22 * 2z

Ahora, para A <1, G(1_5)5, = %, la densidad es

1 1 (z—a)((b—2), 1+ /z(4A—-8—ux)
fulz) = - ylirilolm(z + 5, )= - 5 para x € [a,b].  (3.22)
Asi, de (2.8) tenemos que
(1= X)do + 5=+/(z —a)(b— T)1[q 4 (z)d, si0<A<1

A(,u,\%)(d:p) = {27; (z —a)(b— 1) - 1y p(x)dz siA>1

de donde se sigue el resultado para cualquier deriva.

Finalmente de (2.18) tenemos que la serie de potencias M estd dada por

M(z) = %G#(é) i1 VI—di-2:
y
x(2) = m

Asi, obtenemos que la transformada S de la Poisson libre es

En particular, para A = 1,7, = 0 se obtiene la distribucién de Marchenko-Pastur [35]

(@) = T— @ = 2% 1 (x)da,

- 27
puesa=0,b=4y z(4—1z) =4—(2—x)% Cabe destacar que esta distribucién es obtenida en
[35] como el limite de la medida espectral de un ensamble de matrices aleatorias de Wishart.
Con respecto al inverso del Teorema 3.4.3, una modificacién de la distribuciéon de Poisson

libre nos permite ver que una medida infinitamente divisible libre A(u) con soporte en R™ puede
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venir de una medida infinitamente divisible cldsica p con soporte no concentrado en R, ain
si su parte Gaussiana es cero y la medida de Lévy no tiene soporte en RT. En efecto, sea p
con terna caracteristica (3,0,v) donde v = 0_;. Entonces, si u; es la distribucién Poiss*(1),

w=D_1u, %94 estd dada por

1
u({n}) = exp(l)m n=4,3,2,1,0,—1,—-2....

mientras que A(u) tiene distribucién D_1A(pq) B d4 con densidad

(4—z)(x—2) 1pg(@). (3.23)

En efecto, si A(pu) = D_1A(uq )B4 entonces A(p)(dr) = A(py)(4—dr) y sustituyendo en (3.21),
la densidad de A(p) es como en (3.23). Este ejemplo nos fue comunicado por el Dr. Alfonso

Rocha Arteaga.

3.7.4 Distribucién de Cauchy

Este ejemplo muestra que la distribucién de Cauchy (la cual tiene soporte no acotado) es una
distribucién infinitamente divisible tanto en el sentido cldsico como en el libre. Ademds, es un
punto fijo de la biyeccién de Bercovici-Pata.

Sean A > 0, como vimos en el Ejemplo 2.6.4, la distribucién de Cauchy tiene densidad y

funcién caracteristica dadas por

1A - Al
F@) = g () = e
Entonces su transformada cumulante clésica estd dada por logiy(u) = —A|u| de donde la

distribucién de Cauchy es x-infinitamente divisible. Su terna caracteristica es (A,0,r) donde

v(dr) = dx/ |z| es una medida de Lévy simétrica.

74



Por otro lado, para encontrar A(x) usamos la transformada cumulante libre

Cay(2) = A2+ /R < Lty (t))y(dt)

1— 2t

1 dt—
= )\Z‘I*/R <1—zt *].*tZ].[_LI] (t)) m

2t dt
= A\ ) = Cc~.
”/R<1—zt> i c S

= —i)\z.

de donde por (2.35) en la Subseccion 2.6.4 se tiene que A(u) = p.

3.7.5 Distribucién Beta Tipo 2

Este ejemplo ilustra que existe una distribucién distinta a la de Cauchy que es infinitamente
divisible tanto en sentido cldsico como en sentido libre.
Sea p la distribucién cldsica 1/2-estable con pardmetro de escala § = 1 y deriva vy > 0. Su

soporte estd en (7q,00). El caso v, = 0 se conoce como distribucién de Lévy y tiene densidad

1 671/21
f($) = \/T?W’ X > 0.

Por ser una distribucién estable, es una ley infinitamente divisible en el sentido cldsico, con
terna caracteristica (0,0,v), con v(dz) = dx/r%/2.

Usando la biyeccién de Bercovici-Pata A, se tiene que la funcién cumulante de A = A(u) es
Cy (2) = —iz'/?

De esta expresion obtenemos que Fy° ! (z) = —izY/2— 7z de donde se encuentra que la transformada

de Cauchy de A estd dada por

Gi(z) = . (2z+V4z+1+1).

222

Para 6 general se pueden hacer cdlculos similares. Consideremos 8 > 0y v, = 0.
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Usando la férmula de inversién (2.9), se tiene que A tiene densidad

0 62 62
g(z) = (x)—za x>z+70-

Esta distribucién es una distribucién beta tipo 2 Bs(1/2,3/2) con rango (%, 00). Recordamos
que una distribucién es beta tipo 2 Ba(a, 3), a > 0,8 > 0, si es absolutamente continua con

densidad
1

B(a,B)"

Esta distribucién tiene soporte no acotado en Ry y es infinitamente divisible en el sentido

1
m)a—’_ﬁ, 0<ax<oo.

a—l(

fap(z) =

clésico [47, pag 415]. Por lo tanto la distribucién 1/2-estable libre A = A(u) es también

infinitamente divisible en el sentido cldsico.

3.7.6 Distribuciones Estables

Una medida de probabilidad p en R se dice estable con respecto a la convolucién libre

(o simplemente H-estable), si la clase
{t() : ¥ : R — R es una transformacién afin creciente} (3.24)

es cerrada bajo la operacién H. Denotamos por S(H) a la clase de medidas de probabilidad
H-estable en R.

Como consecuencia del comportamiento de C,, con respecto a la dilatacién tenemos que una
medida de probabilidad i en R pertenece a S(H) si y sélo si la siguiente condicién se satisface

1

(para z~" en una regién de la forma I'y g): para todo a > 0 existen a’> 0 y b € R tales que

Cu(z) + Cyulaz) = Cyu(az) + bz. (3.25)

de donde se sigue que la distribucién de Semicirculo, la distribucién de Cauchy y la beta tipo

2 By(1/2,3/2) son estables.

Proposicién 3.7.4 i) Toda distribucion de Semicirculo Wy, » es B-estable.

it) Toda distribucion de Cauchy Ca(X) es H-estable.
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i11) La distribucion beta tipo 2 B(1/2,3/2) es B-estable.

Demostracion Es facil ver que S(H) es cerrada bajo operaciones D,(a > 0) y bajo transla-

ciones de tamafio b € R. Entonces basta ver que las transformadas cumulantes libres C,,(2) = 22

y Cu(z) = i|z| cumplen con (3.25). Para la distribucién de semicirculo

Cu(2) +Culaz) =22 +a®2* = (1 +a?) 2* = Cu((m)z)
y para la distribucién de Cauchy

Cu(z) +Culaz) = ilz| +ilal 2] = (1 + a)i|z] = Cu((1 + a)2).
Finalmente, B(1/2,3/2) pertenece a S(H), ya que satisface (3.25), puesto que

Cu(2) + Culaz) = —iz /2 4 —ifaz)/? = — (14 a2) izV2 = Cu((1 + a)2).

En general las distribuciones estables son el rango de las distribuciones estables clasicas
bajo la biyeccién de Bercovici-Pata. Especificamente, la terna de una distribucién a-estable no
Gaussiana, 0 < a < 2, es (7,0,v) con

c
v(dz) = ———dzx.
( ) ’$|1+a

Entonces, por la transformacién de Bercovici-Pata y la férmula de Lévy-Khintchine (3.6), la

transformada cumulante libre de la distribucién a-estable libre es

Cc

1
= —1—tz1 t) | ———dt. 2
Cu(z) =2 +/R <1 — 2l ( )) WHa (3.26)

Veamos entonces que se cumple (3.25):
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C

1
= —1—tz1 t) | ——dt
Cu(z) +Culaz) vz Jr/R (1 — 211 ( )) |t|1+o‘

1 c
—1—tazl;_ t) | ———dt
—I—’yaz+/R (1—azt azl| 1,1]( )> MHQ

C

1
= —1—tz1;_ t) | ——dt
’Yz—i—/]l{(l_zt zl Ll}()) |t|1+“

1 c
+’)/QZ + GQA <1 — 2y -1 yZl[,]_’l] (t)) Wdt

= y(1+a)z+(1+a )/R<1_Zt—1—t21[—1,1] (75)> Wdt

= Yl +a—(1+a)")z+((1+a"))z

1 c
1 —t(1 + a1 t)) ——dt
+/R(1—Z(1—|—aa)1/at ( +a ) z [—1,1}( )) |t|1+a

= Cul(1+a")") +7(1+a—(1+a")"")z,

Las distribuciones estables libres fueron estudiadas a detalle en Bercovici y Pata [9, con
apéndice de P. Biane|, quienes caracterizaron los dominios de atraccién y probaron que estas
distribuciones son absolutamente continuas. Asimismo, encontraron las ecuaciones diferenciales
que satisfacen sus densidades. Sélo existe una férmula explicita para la densidad en los casos
de ley del semicirculo, la distribucién de Cauchy y la distribucién beta tipo 2 Ba(1/2,3/2) de
la seccién anterior.

Es un problema abierto el si las distribuciones a—estables libres, para 0 < a < 2, son
también infinitamente divisibles en el sentido cldsico, como lo son la distribucién de Cauchy y

la beta tipo 2 B2(1/2,3/2). No conocemos la respuesta a esta pregunta.

3.7.7 Distribucién Beta Simétrica BS(1/2,3/2)

En este ejemplo ilustramos como la expresion (3.17) para medidas de Lévy simétricas y finitas,
puede usarse para demostrar que la distribucién infinitamente divisible libre con medida de
Lévy arcoseno es una distribucién beta simétrica BS(1/2,3/2).

Recordamos que para «, 5 > 0, una medida de probabilidad tiene distribucién beta simétrica,
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BS(«a, ), si es absolutamente continua con funcién de densidad

1 a—1
r)=——<|x 1— |z))f ! x| < 1.
9@ = spa g e L) el
Este ejemplo muestra como se puede obtener la funcién de densidad de leyes infinitamente
divisibles no triviales a partir de su medida de Lévy.

Sea

Lig—z2 —1/2 x S
ao,s(x)z{ l T el < s (3.27)

0 lz| > /s,
la densidad de la ley arcoseno A, en (—4/s,+/s). Tomaremos Ag; que tiene media cero y

varianza uno. De la Seccién 2.6.2 se tiene que A, s tiene transformada de Cauchy

Ga,. (2) = \/,221_725 (3.28)

Sea A = A(u) la medida infinitamente divisible libre correspondiente a la distribucién infinita-
mente divisible ¢ con medida de Lévy v(dx) = a1 o(x)dz. De (3.16) obtenemos que la transfor-

mada cumulante libre de \ es
1

-1
V1—222

Usando (2.16) y (3.17) obtenemos que la transformada de Cauchy G de A satisface la ecuacién

CH(z) = (3.29)

1/2
Gi(z) = .

(1- (1-4272)"%)

Sl

Por lo tanto

G 2 — 1 3.30
Aﬁ—z- ()

La siguiente identificacién de la distribucién BS(1/2,3/2) no se encontré reportada en la liter-

atura.

Proposicién 3.7.5 a) La funcion Gy dada por (3.30) es la transformada de Cauchy de la
distribucion beta simétrica BS(1/2,3/2) en [—2,2] con densidad

L1212
9($)—27r|$! 2—lz[)7=, |z <2
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b) La distribucion beta simétrica BS(1/2,3/2) es infinitamente divisible en el sentido libre.

Demostracién Usaremos la férmula de (2.9). Para x # 0

ImG (z+iy) = Im 1 (1 —(1—4(z + i@/)_Q)l/z))l/Q

V2

— Im \2 (1-0- 4x—2)1/2)>1/2 .

Existe parte imaginaria cuando |z| < 2 y & # 0. Para z fijo en este conjunto, buscamos b < 0

tal que
(1-a- 433—2)1/2)1/2 — a+ib.

Es decir

/2

1—14 (4x72 — 1) a? — b2 + 2iab;

de donde obtenemos que a®? = b+ 1. Y
(4z_2 — 1)1/2 = —2ab.

Por lo tanto

z72(4 — %) = 4a%b* = 4b* + 4b?,

de donde obtenemos la ecuacién

vt b? - %x_2(4 —z?) =0.

Resolviendo para b? (el cual tiene que ser positivo)

2 —1++/1+272(4—2a2)

y por lo tanto

80



Asi, la densidad g de G es

L1212
g(x)—%\ﬂ 2—|z))7=, |zl <2

la cual es una distribucién beta simétrica B.S( %, %) reescalada.
La parte b) del Teorema se sigue entonces de las consideraciones anteriores. m
Surge la pregunta natural si otras distribuciones beta simétricas son infinitamente divisibles.

Una respuesta parcial se da en el capitulo siguiente.

3.7.8 Distribucién Beta (Tipo 1)

Recordamos que para «, 8 > 0, una medida de probabilidad tiene distribucién beta B(a, )

(también llamada beta de tipo I), si es absolutamente continua y su funcién de densidad es

f(z) = mxa*u —z) o<z <.

Sea X una variable infinitamente divisible libre, entonces la variable aleatoria ¥ =2 — X /2
tiene también una distribucién infinitamente divisible libre. En particular, para X con densidad
de Poisson Libre(3.23) mediante un argumento de cambio de variable sencillo se encuentra que

Y tiene densidad

F(#) = —v/all =) 1o (@).

Identificamos a esta distribucién como una distribucién beta B(1/2,3/2). La familia de dis-
tribuciones beta incluye otras distribuciones importantes, tales como la ley arcoseno AS(0,1)
en el caso B(1/2,1/2) y a la distribucién uniforme en [—1,1] en el caso B(1,1). Hemos visto
que la distribucién arcoseno AS(—1,1) no es infinitamente divisible en el sentido libre, por lo
que AS(0,1) tampoco lo es, ya que es una traslacién de la primera. En el caso de la distribucién

uniforme, de la Subseccién 2.6.3 tenemos que su transformada de Voiculescu es

ze?/% — z 4 €27 41
P(z) = ,

e2/z — 1

la cual tiene una singularidad en z = 0, lo cual por el Teorema 3.2.2 implica que la distribucién

uniforme tampoco es infinitamente divisible.
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Finalmente debemos mencionar que el caso B(3/2,3/2) con densidad

1
o

f(z) (1 — )

es una distribucién semicirculo Wy j /5.
De las consideraciones anteriores surge la pregunta de cudles distribuciones beta no son
infinitamente divisibles en el sentido libre. Damos una respuesta parcial al final del capitulo

siguiente.

3.7.9 Convolucién Multiplicativa con una Distribucién de Poisson Libre

En esta subseccién estudiamos la convolucién multiplicativa de dos medidas, cuando una de ellas
tiene distribucién Poisson Libre (1). Esta convolucién siempre una distribucién infinitamente
divisible libre. Comenzamos estudiando dos ejemplos de convolucién multiplicativa libre entre
medidas, tratados por Speicher y Raj Rao [46] .

Recordemos que si p tiene distribucién de Semicirculo su transformada S es

Su(z) = %

Mientras que, de la Proposicién 3.7.3 la transformada S de v con distribucién Poisson libre es

Entonces la transformada S de la convolucién multiplicativa libre u X v es

Sumy(2) = \/g(zlm

Asi, usando (2.18), la transformada de Cauchy G de la medida de probabilidad p X v satisface
la ecuacién

222G - 2G+1=0.
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Esta ecuacién se puede ver como un cuadritica en zG cuya solucién es

G = 1= V1I-4G()?

2G(2)?

Finalmente de la ecuacién (3.8) tenemos que

|- C(G(2)) = #G(z) = LV 4GE)P

2G(2)? ’

de donde se obtiene la transformada cumulante libre

1—1—4z22

Consideremos ahora la convolucién multiplicativa entre p con distribucién Poisson libre y
v con distribucién Poisson libre trasladada por —1.

La Poisson libre trasladada por —« tiene transformada S

ga _ —z—14+a+V22+22+2za+1—-2a+a?
B 2z ’

en particular para o = 1 tenemos

—2+ V22 +4z

S“:S’“l‘: 2z

Entonces la transformada S de la convolucién multiplicativa libre p X~ es

—z+ V22 +4z

St = 22(z4+1)

de donde la transformada de Cauchy de la medida de probabilidad p X ~ satisface la ecuacién

222G+ 222G -G - 2G+1=0.
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Esta ecuacién también se puede ver como un cuadritica en zG, obteniendo en este caso

14+2z—+vV1—22—323
Cur (2) = 2(z + 22) '

De las consideraciones anteriores se puede demostrar la divisibilidad infinita de estos dos
ejemplos a través de su transformada cumulante libre. Sin embargo, en el Teorema 4.6.1 pro-
baremos que si v es una medida de probabilidad en R con soporte compacto y p es una medida

con distribucién Poisson Libre (1), entonces v X i es infinitamente divisible en el sentido libre.
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Capitulo 4

Enfoque Combinatorio

El objetivo principal de este capitulo es presentar el enfoque combinatorio de Speicher [43],
[44] para estudiar la convolucién y divisibilidad infinita libre de medidas de probabilidad en
R. Ademss, este capitulo explica de manera mas amplia la conexién entre estos conceptos y la
suma de variables aleatorias no-conmutativas libres definida en le Capitulo 1.

Para leer este capitulo es necesario conocer las herramientas y la notacién de combinatoria
sobre particiones que no se cruzan que se presentan en el Apéndice A. Asi mismo, se requiere
estar familiarizado con los problemas de momentos de medidas y su relacién con sucesiones
positivas definidas, lo cual se resume en el Apéndice B.

En todo este capitulo se supondrd que las medidas de probabilidad consideradas tienen
todos sus momentos finitos; lo cual se cumple, en particular, si las medidas tienen soporte
compacto. Es importante reiterar que contrario a lo que sucede en divisibilidad infinita clédsica
en donde una distribucién no trivial no puede tener soporte compacto, en divisibilidad infinita
libre varias distribuciones importantes si lo tienen; como hemos visto en el capitulo anterior.

Los objetos principales de este capitulo son los cumulantes. A lo largo del capitulo mostramos
que los cumulantes libres desempenan el papel de la transformada cumulante libre del Capitulo
3, debido a que linealizan la convolucién libre. Se presentan criterios en base a estos cumulantes

y se presentan ejemplos, tanto nuevos como conocidos.
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4.1 Cumulantes y Momentos

En este trabajo adoptamos la definicién general de cumulantes de acuerdo a la axiomatizacién

en Lehner [33].

Definicion 4.1.1 Dada una nocién de independencia en un espacio de probabilidad no-conmutativo
(A,7) decimos que una sucesion de aplicaciones t, : A — C, que manda a — ty(a), n =1,2,3...
se llama sucesion de cumulantes (con respecto a la independencia) si cumple las sigu-
ientes tres propiedades

a) tp(a) es un polinomio en los primeros n momentos de a con término mayor my(a). Esto
asequra que se pueden recuperar los momentos en términos de los cumulantes.

b) Homogeneidad de grado n: t,(Aa) = \"t,(a).

¢) Aditividad con respecto a la independencia: si a y b son variables aleatorias independi-

entes, entonces ty(a + b) = t,(a) + t,(b).

Dado la propiedad a) se tiene que una sucesién de cumulantes tiene exactamente la misma
informacion que la sucesién de momentos. Las propiedades b) y ¢) nos dicen que los cumulantes

se "comportan bien".

4.1.1 Cumulantes Clasicos

Como primer ejemplo presentamos de forma breve el caso mds conocido de cumulantes: los
cumulantes para la independencia cldsica de variables aleatorias, estudiados inicialmente por

T. Thiele en 1889. Recordemos que los momentos de una medida p en R se definen como

o0

ma() = EX") = [ o (o).
—0o0
Estas constantes sirven en algunas ocasiones para definir una medida. Sin embargo, otras
constantes asociadas a una medida, conocidas como los cumulantes clésicos, tienen propiedades
mas utiles desde el punto tedrico (combinatorio), por ejemplo, el segundo cumulante cldsico es
la varianza y el cuarto cumulante clasico estd asociado a la curtosis.

Definamos entonces para cada n € N, el cumulante cldsico ¢, como la n-ésima derivada
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(evaluada en 0) de Cy(t) = log fix (), definida en el Capitulo 1. Es decir,
2 c
log i(t) = Z n—n!t".
n=1
Esto es
c c m
exp(clt+2—2't2+...+n—7t”..) = 1+m1t+2—'2t2+..., (4.1)

de donde se pueden derivar expresiones para los momentos en términos de los cumulantes (ver

pagina, 194, Ejercicio 11.37, [39])

mn= Y I ev (4.2)

wEP(n) ven

donde P(n) denota el conjunto de todas las particiones de {1,2,....,n}. Los primeros momentos

se ven asi

m; = ¢ (4.3)
mo = Co+ c%

m3 = c3+ 3cac) + ci’

my = ¢4+ 4czey + 3634 6eact + ¢f (4.4)
ms = c¢5+ deqcp + 10c3eo + 1003012 + 150301 + 10020‘1’ + ci’.

Ademsds, usando el Teorema de Inversién de Mobius (sobre P(n)) puede darse la siguiente

expresién para los cumulantes en términos de los momentos, (ver subseccién A.3.1)

=Y (=DF k=1 ] my (4.5)
weP(n) Ven
donde para cada w € P(n), k denota el nimero de bloques de .
Es facil ver que los cumulantes cldsicos son de hecho cumulantes segin la Definicién 4.1.1.
Las condiciones a) y b) se siguen directamente de la férmula (4.5): a) se sigue de que la particién

m ={[1,2,...,n]} aporta con el sumando m,, y b) se sigue de la homogeneidad de la funcién
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p(m) = [ myy| para cada 7. Finalmente c) es consecuencia de la linealidad de la derivada y
Ven

del hecho de que log 11 linealiza la convolucién clésica.

4.1.2 Cumulantes Libres

Los cumulantes libres (k,), introducidos por Ronald Speicher en [43], se definen de manera
similar a los cumulantes cldsicos. Sin embargo, necesitamos primero extender la definicién de

cumulantes a particiones para poder entender la combinatoria detrds de ellos.

Notacién 4.1.1 Sea A un dlgebra unitaria y sea 7 : A — C una funcional lineal unitaria.

Dada una sucesion de funcionales multilineales (pp)nen en A,

pn . A" —C,

(a1, .eyapn) — prlat, ..., an]

extendemos esta sucesion a una familia (pw)neNﬂreNc(n) de funcionales multilineales a través

de la formula

Prlat, oy ap)] = H p(V)[a1,...,as| para ai,...,a, € A
Ver

donde
p(V)aq, ..., as] := ps(ail,...,ais) (4.6)
para V. = {i1,ig..., 15} y i1 < i2... < is.
La familia (pr)pen renc(n) se llama la familia multiplicativa de funcionales en NC(n)
determinada por la sucesién (p,)nen. Notemos que usamos dos diferente tipos de paréntesis en
la definicién y que pp (a1, ...,an) = p1,[a1, ..., an] para toda n > 1y para todas ay, ...,a, (1, es

la particién que sélo tiene un bloque). La multiplicidad de la familia (pr),enrenc(n) significa

que tenemos una factorizacién de acuerdo a la estructura en bloques de NC(n).

Notacién 4.1.2 Sea A un dlgebra unitaria y sea 7 :A— C una funcional lineal unitaria. De-

finamos las funcionales multilineales (Tp)nen en A a través de la formula

(a1, ...,an) :==7(a---ap).
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Ezxtendemos esta notacion para las correspondientes funcionales multiplicativas en las parti-

ciones que no se cruzan a través de la formula

Trla1, oy an] = H T(V)la1, ..., an] para ay,...;an, € A
Ver

donde 7(V)[ay, ...,as] se define como en (4.6).
Ahora podemos definir los cumulantes libres por medio de la inversién de Mobius.

Definicién 4.1.2 Sea (A, 7) un espacio de probabilidad no-conmutativo. Los correspondientes

cumulantes libres (kx)zcnc(n) s0n, para cadan € N, = € NC(n), funciones multilineales

k. : A" —=C,

(a1, ..yan) — kglai,...,an]

donde

krlai,...,an] := Z Tolan, ..., anlp(o, ),

ceNC(n)
o<m

y p es la funcion de Mébius en NC(n), (ver A.3.2).

Debido a la factorizacién canénica en intervalos de NC(n) se obtienen férmulas més sencillas

para los cumulantes libres.

Proposicién 4.1.1 La aplicacion m —— k; es una familia multiplicativa de funcionales, es

decir

krlag, ..yan] = [ (V)lan, ..., an.
Ver

Mas atin, la Definicion 4.1.2 es equivalente a los siguientes enunciados.
i) 1 — kp es una familia multiplicativa de funcionales y para todo n € N y todos los

ai,...,an € A se cumple que



i) m —— kp es una familia multiplicativa de funcionales y para todo n € N y todos los

ai,...,an € A se cumple que
(a1, ey y) = Z kolai, ..., an). (4.8)

Recordemos del Capitulo 1 que cuando trabajamos con variables aleatorias no-conmutativas,
estamos interesados principalmente en los momentos y su distribucién. Ahora estamos intere-

sados en los cumulantes libres de variables aleatorias no-conmutativas.

Notacién 4.1.3 Sean (a;)ics variables aleatorias en una espacio de probabilidad no-conmutativo
(A,7) y sean (kp)nen las funcionales de cumulantes libre correspondientes.

a) Los cumulantes libres de (a;),c; son todas las expresiones de la forma kn(a;(1y, .-, @i(n))
paran € N yi(1),...,i(n) € I.

b)Si (A, T) es un *-espacio de probabilidad, entonces los x-cumulantes libres de (a;)icr
son los cumulantes de (a;, al)icr.

¢) Si sélo tenemos una wvariable aleatoria no-conmutativa a usamos la notacion k& :=
kn(a,a,...,a).

d) Cuando la medida de probabilidad p es la x-distribucion de a decimos que sus cumulantes

son (kn)nen = k2.

Entonces si (kn)nen ¥ (M )nen son los cumulantes y momentos de la medida de probabilidad

i, llegamos a una férmula andloga a (4.2) entre los momentos m,, y los cumulantes libres k,

My =Y ke (4.9)
)

weNC(n

donde m — k, es la extensién multiplicativa de los cumulantes a particiones que no se cruzan,
es decir

kr := Ky - kg para m={W,..,V;} € NC(n).

Podemos calcular facilmente los primeros términos usando la férmula (4.9), obteniendo el andl-

ogo libre a (4.3)
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m1 = ki

my = kg +k}

m3 = k34 3koky + k3

my = kg~ 4ksky + 2k2 + 6kok? + ki

ms = ks + bkaky + Skoks + 10ksk? + 10k3k; 4 10kok> + k5.

Ademads, usando la inversiéon de Mobius en la latiz de las particiones que no se cruzan podemos
obtener explicitamente una relacién andloga a (4.5) entre los cumulantes libres &, y los mo-

mentos m,,. Es decir,

kn = Z H m|V| 1;([ S\U\- (4.10)

rENC(n) Ver UeK(x)
Noétese que calculamos la funcién de Mobius p(o, 1,) en la férmula (4.7) en términos del com-
plemento de Kreweras de K () como y s, = (—1)"C,, (ver subseccién A.3.2).

Observemos que la unica diferencia entre las relaciones (4.2) y (4.9) es que la primera suma
es sobre todas las particiones, mientras que la segunda es sobre las particiones que no se cruzan
NC(n). Ademss, como P(n) = NC(n) para n = 1,2 y 3 se tiene que ¢; = k; i = 1,2,3.
Esto explica de alguna manera por qué en el Capitulo 1 los primeros momentos mixtos de X
e Y se ven iguales para dos variables aleatorias independientes y para dos variables aleatorias

no-conmutativas en relacion libre.

4.1.3 Relaciéon entre Cumulantes Libres y Cumulantes Clasicos

Para terminar con esta seccién presentamos una férmula para los cumulantes libres en términos
de los cumulantes cldsicos. Este es muy buen ejemplo de como se usa la inversién de Mobius en
la 14tiz de particiones que no se cruzan (Apéndice A). Utilizamos una versién mas de la férmula

(4.8)

My = Z ko.

ceNC(n)

o<
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Teorema 4.1.3 Sea (my) una sucesion de momentos con cumulantes cldsicos c,. Entonces

los cumulantes libres k,, de m,, estdn dados por la férmula

kn= Y cr (4.11)

rellgonn
donde TI"" := {7 € P(n) : 7 estd conectada} y cx = [] cy|-
Ven
Demostracién Para o € II,, denotamos por 7 a su cerradura en NC'(n), esto es la particién
mds chica que no se cruza m tal que o < 7. Esto es tomar ¢ y unir todos los bloques que se
cruzan.

Entonces para cada m € NC(n) definimos

ok
I

Co-

g

QI Mm

P(n)

Queremos ver la preimagen de cualquier particién m € NC(n) bajo la operacién cerradura, es
decir, quienes son las particiones o € P tales que @ = w. Pero para esto basta con ver quien
es la preimagen de m = {{1,2,3,...,n}} ya que claramente kr es multiplicativa. Para que la
cerradura de una particiéon o sea m = {{1,2,3,...,n}} queremos que de hecho sea una particién

conectada, es decir que o € II{?"" lo que se traduce en

%n:zgln: Z k.

conn
o€elly

En general para 7 € NC(n) tenemos

My = E Cp

peP(n)

= > >

o€NC(n) pEP(n)

o< p=0
= Z ko
ceNC(n)
o<

de donde por la Inversién de Mobius se tiene que 7{:/7T = k; y se sigue el resultado. =
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4.2 Convoluciéon y Cumulantes libres

Hasta ahora no hemos visto que relacién existe entre los cumulantes libres y la convolucién libre
H. Primero queremos mostrar que los cumulantes libres son cumulantes segtin la Definicién 4.1.1
para la relacién de independencia libre . Las condiciones a) y b) se siguen de la definicién
de cumulantes libres. La condicién c) es consecuencia de lo siguiente: el hecho de que dos
variables aleatorias no-conmutativas son "independientes" se puede describir de una manera
muy sencilla, como se muestra en el siguiente resultado, cuya demostracién puede verse en [39,

Teorema 11.16]

Teorema 4.2.1 Sea (A,7) un C*-espacio de probabilidad no-conmutativo y sean (kp)nen l0s
cumulantes libres correspondientes. Consideremos subdlgebras unitarias (A;)ier de A. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes.

i) (A;)ier estdan en relacion libre.

ii) Para todo n > 2 y para todo aj € Ay, (j = 1,...,n) con i(1),...,i(n) € I se tiene que

kn(ai,...,an) = 0 siempre que existen 1 < I,k <mn con i(l) # i(k).

Como consecuencia directa se tiene que los cumulantes libres cumplen la condicién c¢) de la

Definicién 4.1.1 para la relacién libre.

Corolario 4.2.2 Sean a y b variables aleatorias libres en algin espacio de probabilidad no-

conmutativo. Entonces se tiene
AL A para todo n > 1.

Demostraciéon Del Teorema 4.2.1 se tiene que todos los cumulantes que tienen ambas a y

b como argumentos deben anularse y por lo tanto

kS = kn(a+b,....a+Db)
= kn(a,....,a) + kn(b,...,b)

= k24K
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Claramente todos los cumulantes libres existen si y solo s todos los momentos existen.

Ademais, pidiendo ciertas restricciones a los momentos, que serdn claras méds adelante, se
tiene por a) en la Definicién 4.1.1 que los cumulantes definen la #-distribucién de a. Por otra
parte el hecho de que se cumpla ¢) en la Definicién 4.1.1 nos dice que dados a y b en relacién
libre podemos encontrar los cumulantes de a + b y por lo tanto su *-distribucién. Esto nos dice
de alguna forma que se deberia de poderse entender la convolucién libre inicamente con los

cumulantes libres, cuando estos existen. Ahora definamos la transformada
Co(z) =D kp2". (4.12)

Entonces los cumulantes libres y la funcién C, tienen la misma informacién, ademds C, se

"comporta bien" como vemos en el siguiente teorema.

Teorema 4.2.3 La transformada C, cumple con las siguientes condiciones.
0) Cal2) + Cy(2) = Cua(2)
b) Com(z) = Cpn(az)

Demostracion De (4.12) tenemos

Coa(2) + Cp(z) = k22" 4+ S kl2"
= YR
— Z potb,n
n

= Ca-l—b(z)

lo que demuestra (a). La demostracién de (b) se sigue la misma forma

Cam(2) = k™"
= > (a"k2")
= 2 ky'(a2)"
= Cplaz).

94



Entonces llegamos a una funcién que tiene toda la informacién del espectro y ademds se
"comporta bien" con respecto a la independencia y a la dilatacién. Por otra parte en los
Capitulos 2 y 3 vimos que la transformada cumulante libre también cumple estas propiedades.

El siguiente teorema explica la relacion entre C, y la transformada cumulante libre C,,(z).

Teorema 4.2.4 Sean (my(a))nen ¥ (k%) nen los momentos y cumulantes libres de alguna vari-

able aleatoria y consideremos las series formales de potencias

My(z) =14+ > mu(a)z"

Y
Co(z) =14 > k2",
Entonces
My(z) = ColzMy(2)]. (4.13)
Demostracién De la definicién de cumulantes se tiene que poniendo fy,(1,) := my y
gn(1y) := k, la relacién (4.10) equivale a que f = g * ¢ (la convolucién de la funciones g y la

funcion zeta ¢ de la Definicién A.3.2). Por la inversién de Mobius en NC'(n), se tiene la relacién
(4.13). m

La relacién (4.13) es equivalente a la definicién de C, en términos de la transformada de
Cauchy dada en el Capitulo 2, pues G,,(z) = 1M (1). Entonces

Cul(2) = X ka(p)2" = S kg2" = Cul2) (4.14)

donde p es la x-distribucién de a.
En este caso de las ecuaciones (2.14) y (4.14) podemos ver a la transformada R, de

Voiculescu de la siguiente forma

Rﬂ = zo k’n+1(/JJ)Zn (415)

Esto nos dice que en convolucién libre, trabajar con los cumulante libres da la misma

informacién que trabajar con la transformada cumulante libre.
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En las siguientes secciones veremos como se ve la biyeccién de Bercovici-Pata A y que quiere

decir que una medida sea infinitamente divisible libre en términos de los cumulantes libres.

4.3 La Biyeccion A Via Cumulantes

Una manera de entender , en términos de los cumulantes, la biyeccién de Bercovici-Pata descrita
en el capitulo anterior fue observada por Anshelevich [3].

Sea p una medida de probabilidad infinitamente divisible en el sentido cldsico, con cumu-
lantes cldsicos a;,. Entonces la biyeccién de Bercovici-Pata puede ser definida como la aplicacién
que manda a p a la medida de probabilidad v en R con cumulantes libres «,,. En otra palabras

los cumulantes libres A(u) son los cumulantes clasicos de p. Esto es

Usando las expresiones (4.11), (4.10) y (4.5) de la seccién anterior, lo anterior se traduce en

la siguientes relaciones:

AW) = Y ke)

rellgonn
SOEDT R =D T my(w) = Y. T my(Aw) TT S
VeP(n) vev VeNC(n) 'Y UeK(U)

Esto permite decidir si una variable aleatoria es o no infinitamente divisible en el sentido libre
verificando si sus cumulantes libres son cumulantes cldsicos de una medida que es infinitamente
divisible en el sentido cldsico y viceversa.

En Steutel y Van Horn [47] se consideran algunas condiciones necesarias para los cumu-
lantes cldsicos de una medida infinitamente divisible, estos criterios son vélidos por supuesto
para los cumulantes libres. A continuacién damos ejemplos de restricciones conocidas para los
cumulantes cldsicos que pueden ser traducidas a los cumulantes libres.

Por ejemplo, el siguiente resultado es bien conocido ([47, pag 181]). Recordamos que una

medida es tipo Poisson si su medida de Lévy esta concentrada en un punto.

Proposicion 4.3.1 Los cumulantes cldsicos ca, c3 y ¢4 de una distribucion infinitamente di-
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visible en el sentido cldsico con cuarto momento finito satisfacen la ecuacion
CcocCy > cg

con igualdad si y sdlo si p es Gaussiana o de tipo Poisson.

La biyeccién de Bercovici-Pata nos dice que los cumulantes ko, k3 v k4 deben de satisfacer

la misma relacién para una medida en I D(H), obteniendo el siguiente corolario.

Corolario 4.3.1 Los cumulantes libres ko, ks y k4 de una distribucion infinitamente divisible

en el sentido libre con cuarto momento finito satisfacen la ecuacion
2
koky > k3

con igualdad st y solo si u tiene distribucion de semicirculo o de tipo Poisson libre.

Otro criterio 1til se obtiene de la siguiente observacién: Si p es infinitamente divisible en el
sentido cldsico entonces cg,, > 0.

Recordemos que la curtosis de una medida v se define como

ma(v)

— 3.
(m2(v))

Kur(v) =

Una consecuencia de que ¢z, > 0 es que si una distribucién con cuarto momento es in-
finitamente divisible en el sentido cldsico, entonces ésta es leptocirtica, es decir con curtosis
no negativa. Obtenemos a continuacién un resultado andlogo con respecto a la divisibilidad

infinita libre. Este resultado, aunque sencillo, no fue encontrado en la literatura.

Proposiciéon 4.3.2 Si i es una medida infinitamente divisible en el sentido libre, entonces la

curtosis de p es mayor que —1.

Demostracién Supongamos que ¢ = A(v). La curtosis de una distribucién infinitamente
divisible en el sentido cldsico debe ser mayor que cero, esto viene del hecho de que el cuarto

cumulante debe ser positivo. Esto es,

ka() _ ca(v) _ ma(v) —3 = Kur(v) > 0.

(k2(1)*  (e2(v)®  (ma(v))?
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Calculando la curtosis de

_ o a(w)  ma(p) = 3(ma(p))? — 4ms(p)ma(p) — ma(p)
Rt = (@) e = (ma())?
_ma(p) = 2(ma(w)® — —Ams(uyma(p) —ma(p) | k()
(ma(p))? (k3 (1))
se tiene
Kur(p) > —1. (4.16)
|

En la siguiente seccién presentamos un criterio para que una medida sea H-infinitamente
divisible en términos de sus cumulantes libres. De las consideraciones hechas en esta seccién
se tiene que este criterio también es vdlido para los cumulantes cldsicos de una medida x-

infinitamente divisible.

4.4 Cumulantes de Leyes Infinitamente Divisibles Libres

Es de interés determinar en qué se traduce que una distribucién sea infinitamente divisible en
el sentido libre en términos de los cumulantes libres. Resulta que el concepto adecuado es el de
sucesiones positivas definidas.

Recordamos que una sucesiéon (an)nzo es semi-positiva definida si se tiene que para todo

r=20,1,2,... y para todo z1, ..., 2, € C se cumple que

T
> zizai; >0, (4.17)
i,j=0
en este caso escribimos {a,}72, > 0(+). De igual forma una sucesién (ay),,~, se dice condi-
cionalmente semi-positiva definida si se tiene que para todo r = 1,2,... y para todo

21, .-, 2r € C se cumple que

r
E ZiZj Qi j > 0.

,j=1

Observemos que una sucesiéon semi-positiva definida es en particular condicionalmente semi-
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positiva definida.
En el apéndice B, se hace un resumen de los principales resultados sobre sucesiones semi-
positivas definidas y su relacién con los problemas de momentos.

El siguiente resultado es una versién un poco mas general del Teorema 13.16 en [39].

Teorema 4.4.1 Sea p una medida de probabilidad en R con cumulantes libres k, < CD™(n—1)!
para algunos C, D > 0. Entonces las siguientes enunciados son equivalentes:
i) La medida p es infinitamente divisible en el sentido libre.

ii) La transformada R, de Voiculescu es de la forma

Ru(z)—kl—i—/l & p(dx) (4.18)

donde p tiene todos sus momentos.

i11) La sucesion de cumulantes libres es condicionalmente semi-positiva definida.

Mas ain, se tienen las siguientes caracterizaciones para el soporte de la medida p :

a) p tiene soporte en [0,00],si y solo si {kn43}5> o > 0(+)

b) p tiene soporte acotado si y sélo si ky, crece subexponencialmente.

c) p tiene soporte en [—1,1] si y s6lo si {knt2 — knt+a}>2 o > 0(+)

d) p tiene soporte en [0,1] si y s6lo si {knt2 — kn+3}02 g > 0(+), {knt3 — knta}iy > 0(+)
{kn+3}%o:0 > 0(+)

Demostracién Primero probaremos que (ii) y (iii) son equivalentes. Supongamos que la
sucesion (kp42),,>¢ de cumulantes libres es definida positiva, esto quiere decir por el criterio de

Hamburger (ver Teorema B.2.1, Apéndice B) que existe una medida p con momentos ky, o,

knyo = /Ra:"dp(x) (n>0).

Esta medida es tinica ya que los cumulantes libres satisfacen la condicién de subexponencialidad

kin < CD™(n — 1)1,
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Entonces R, (z) de (4.15) se ve de la siguiente forma

Ru(z) = ki+ Y knyoz™'!
n=0

- kl—l—Zz”H/:B”dp(x)
n=0 R

- kl—l-;z"/R(mz)ndp(x)

= kl—l—/ z dp(z),
R

1—2xz

y claramente los pasos se pueden revertir.

Ademss, de la demostracién anterior y el Teorema B.2.3 se sigue que las condiciones (a),
(b), (c) y (d) en los cumulantes libres de la medida p implican las condiciones sobre el soporte
de la medida p.

Sea 1 una medida infinitamente divisible en el sentido libre. Como vimos en el Teorema

3.2.2, una medida es infinitamente divisible si y solo si

3,(2) = +/R 1thza(dx), (z € CH)

de donde por la ecuacién (2.14) se tiene
1 1 T
R = -) = +/ d
W@ = 0= [ T el

Z+x
- 7+/]Rl—a:za(d$)

x z
= ’y—i—/Rl_xza(d:U)jL/Rl_xza(dx)

R

1—2zz

y nuevamente los pasos se pueden revertir.

Como corolario del teorema anterior obtenemos una extensiéon del Corolario 4.3.1.

Corolario 4.4.2 Sea (k;)i>0 la sucesion de cumulantes libres de la medida p infinitamente

divisible. Entonces se cumplen las siguientes desigualdades para los cumulantes libres
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a) kam > 0 con igualdad si y sélo si p tiene distribucion de semicirculo.
b) k2m + an Z 2km+n-

C) k2mk2n > (km+n)2

Demostracién Del inciso (d) del teorema anterior si p es infinitamente divisible entonces
{kn+2}22 5 > 0(+) de donde por el Teorema B.2.2 se tiene que si ko, > 0, para todo m. Més
aun, si kg, = 0 para algin m > 1 entonces para todo n > 2 se tiene que k, =0 paran > 2y
por lo tanto la medida p debe ser una distribucién de semicirculo, en otras palabras, la medida
p en la representacion (4.18) es idénticamente cero. Las desigualdades en (b) y (c) se siguen de
la misma forma que (a) de los incisos (e) y (f) en el Teorema B.2.2. m

A continuacién damos algunas relaciones entre una medida infinitamente divisible libre y

su medida de Lévy.

Proposiciéon 4.4.1 Sea p una medida de probabilidad infinitamente divisible libre con todos

sus momentos, con funcion cumulante dada por

Cu(z) = k:1z+/ 1

Entonces
a) La medida o es simétrica si y sélo si la medida de p es simétrica.

b) El soporte de o es acotado si y sdlo si el soporte de p es acotado.

Demostracién a) Una medida con todos sus momentos y media cero es simétrica cuando
sus momentos impares son cero. Supongamos primero que o es simétrica y tiene media cero,
entonces los momentos impares de o son cero. Esto es kap+1 = 0, usando nuevamente (4.9)
se tiene y observando que cualquier particién de [2n + 1] tiene al menos un elemento impar se

tiene

M2pt1 = Z [T k| = Z 0=0.
) vV )

VeNC(n)? VENC(n
El regreso se sigue de la misma forma usando (4.10).
b) Recordemos del Apéndice A, Teorema B.2.4 que una medida tiene soporte acotado si y

sélo si tiene todos sus momentos y estos crecen subexponencialmente. De esta forma, supong-
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amos que el soporte de o es acotado, esto es existe D > 0 tal que k, < D™. Usando (4.9) se

obtiene

2n
mal < Y T Ky < (”)113” <4npn
VENC(n) Y€V nt

lo que prueba que el soporte de u acotado. El regreso se sigue de la misma forma, simplemente

necesitamos acotar k,,

bl = > Tl my(w) I Sy <4Dm4m

VeNC(n) VEY UEK(V)

Observacion 4.4.3 Observemos que las condiciones sobre el soporte no pueden ser aplicados

en probabilidad cldsica ya que el nimero de particiones es n! que no es subexponencial.

Observacién 4.4.4 De la prueba del teorema anterior y un argumento limite idéntico al uti-

lizado en Teorema 3.5.1 se sigue el inverso del Teorema 3.5.1.

4.5 Coeficientes de Jacobi

Finalmente, presentamos un ultimo criterio combinatorio para la divisibilidad infinita libre en
términos de los coeficientes de Jacobi. Este enfoque fue propuesto por Wojciech Mlotkowski
y fue anunciado en el evento "28th Conference on Quantum Probability and Related Topics”, en
Guanajuato, en septiembre del 2007. Lo presentado en esta seccién es un resumen del material
que nos proporcioné el autor.

La idea es encontrar una férmula que expresa los cumulantes libres de una medida con todos
sus momentos en términos de su coeficientes de Jacobi. Esto permite dar condiciones necesarias
para divisibilidad infinita libre.

Los coeficientes de Jacobi v,, = v,,(1n) > 0,85,, = B,,(1) € R, se definen a través de la

siguiente recursién

TPy (z) = Ppia(2) + By P (@) + Vi1 Pm—1(2),
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donde P_q(z) =0, Py(z) =1y (Pn)m>0 es la sucesién de polinomios ménicos ortogonales con

respecto a u, es decir

/RPm(:E)Pn(ZE)/L(dLL“) =0 sim#n.

Entonces podemos escribir la transformada de Cauchy de la medida p de la siguiente manera:

*© 1 1
Gule) = | i = — -
- o

Existe una relacién entre los momentos y los coeficientes de Jacobi, ésta se obtiene a través

de la férmula de Accardi-Bozejko ([26])

mp= Y. II Bavey II awe

0c€NC1,2(n) veo,|v|=1 vEo,|v|=2

donde:
i) NCi2(n) : las particiones m € NC(n) tales |V| € {1,2}. para toda V € 7
ii) d(V, ) : la profundidad del bloque V en .
Ademds, a partir de (4.2) se puede obtener la siguiente férmula para los cumulantes en

términos de los coeficientes de Jacobi

ko= Y, J[wVik(V)).

(0,k)ENCL] 4(n) VeEo

Definimos como (), (t) a los coeficientes de Jacobi de la potencia libre u®,

k(u®h). (4.19)

Entonces se pueden obtener las siguientes relaciones
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Bo(t) = By
Yo) =ty
Bi(t) = Pr—Bo+1tby
) = 7=+t
Balt) = Bu(t)— W
Y1(v2 — 7)1 () — (1 = t)v971(By — 51)2‘

Y2(t) = )+ 7 ()2

Si p es H—infinitamente divisible entonces lim; g+ v,,(t) > 0 para toda m > 0.

Corolario 4.5.1 Si i es infinitamente divisible en el sentido libre entonces g < 71 y

o1 (B2 — B1)* < (1 —Y0) |71 (Y2 —71) + (11 — ’Y0)2] .

Corolario 4.5.2 Sia,b>0,a #b y  es una medida con transformada de Cauchy

G p—
u(z) e By a .
Z_Bl_ a
2Py 7

entonces pu no es B—infinitamente divisible

4.6 Ejemplos

4.6.1 Distribuciones Tipo Beta

En las subsecciones 3.7.8, 3.7.5 y 3.7.7 se dan ejemplos de distribuciones "tipo beta" que son
infinitamente divisibles en el sentido libre. En esta subsecciéon usamos el criterio de la curtosis
encontrado en la Proposicién 4.3.2 para determinar otros valores de pardmetros para los cuales

estas distribuciones no son infinitamente divisibles.
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Si p es una distribucién beta B(«, ), su curtosis de p estd dada por

o —a?(26 - 1)+ B2(B+1)—2aB(8+2)

Kur(p) =6 afla+B+2)(a+pB+3)

(4.20)

La Proposicién 4.3.2 nos dice que si una distribucién B(«, 3) es H—infinitamente divisible,
entonces debe tener una curtosis mayor que menos uno. Asi, de la ecuacién (4.20) se obtiene

la desigualdad
B+ 60 +2026% — 7026 + 602 + af® — Taf? — 18aB + 66% + 652 > 0

que es simétrica con respecto a a 'y f.

Observemos que esta desigualdad se cumple para los casos B(1/2,3/2), B(3/2,1/2) y
B(3/2,3/2), que son H-infinitamente divisibles segiin el Ejemplo 3.7.8, mientras que la dis-
tribucién B(1/2,1/2) no la cumple.

Esta desigualdad permite encontrar familias de funciones que no son infinitamente divisibles.
Por ejemplo, tomando 3 = « obtenemos que si @ < 3/2, entonces B(«, a) no es B-infinitamente
divisible. Por otra parte, si tomamos algin valor fijo de «, digamos o = 1/2, se obtiene
que B(1/2,) no es H-infinitamente divisible si 8 € [0.236,0.913]. Por simetria, si tomamos
B(a,1/2), entonces a no debe estar en el intervalo [0.236,0.913].

De igual forma que para la distribucién beta, podemos obtener una desigualdad como (4.20)
para la distribucién beta simétrica. Asi, sea p una distribucién beta simétrica BS(a, ), si p

es infinitamente divisible se tiene que
(a+2)(a+3)(a+B)(a+8+1)>2a(a+1)(a+B+2)(a+ [+ 3). (4.21)

En particular, cuando = « se tiene que si @ > 7/25 entonces BS(«, ) no es B-infinitamente
divisible. En particular los caso BS(3/2,3/2) y BS(1/2,1/2) no son H-infinitamente divisible.
Tomando a = 1/2, se obtiene que BS(1/2,3) no es H-infinitamente divisible si § < 1/2.
Recordemos que el caso BS(1/2,3/2) si lo es.

Para el caso distribuciones Ba(a, 3) (beta tipo 2) no se puede utilizar este criterio, pues

estas distribuciones no tienen curtosis definida, debido a la falta de momentos.
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4.6.2 Potencias de Semicirculo y Gaussiana

Retomamos las potencias de semicirculo introducidas en la Seccién 2.6.5. Es de interés saber
si estas distribuciones son infinitamente divisibles en el sentido libre. Damos una respuesta
parcial a este problema y presentamos algunas conjeturas.

Recordemos que casos importantes de esta familia ya han sido tratados. La distribucién
del semicirculo (0 = 0) es H-infinitamente divisible, mientras que las distribuciones arcoseno
(0 = —1), uniforme (§ = —1/2) y el caso frontera (# = —3/2) no lo son.

Es importante resaltar que esta familia contiene a las distribuciones "Gaussianas" para
diferentes convoluciones. Como ya se ha mencionado, la ley arcoseno (f = —1) desempena el
papel de la Gaussiana en convolucién monétona (ver [17]), la ley del semicirculo (f = 0) en
convolucién libre y el caso limite (# — o0) es la distribucién Gaussiana clésica. El otro caso
frontera (§ = —3/2) es la respectiva "Gaussiana" en la convolucién booleana (ver [45]).

A continuacién mostramos, utilizando la Proposicién 4.3.2 que la distribuciéon de potencia

del semicirculo Sy no es infinitamente divisible en el sentido libre cuando 8 es negativa.
Proposicién 4.6.1 Si 6 < 0, entonces Sy no es infinitamente divisibles.

Demostracién De la Proposicién 2.6.2 tenemos que

1 (2K)! T(0+2)
Esgk_ﬁ (k) T(O+2+k)

Asi, calculando la curtosis de Sy obtenemos:

ES} = B Trore sy 3
6 _ 24 (2)! (64242 _a_ 2 .
T I e T s 3= F T T ((F(9+3)) r(9+2)r(9+4))< 1,
22 11 T(0+241)

por lo que de la Proposicién 4.3.2 obtenemos el resultado. m

Observemos que

lim ( 5
§—oco I' (0 +2)T (0 +4)

((r(9+3))2—F(0+2)r(9+4))):0.

Esto viene del hecho de que ¢4 — 0 cuando n — oo0. De hecho, cualquier limite de cu-

mulante cldsico de orden par mayor que co tiende a cero. Esto se sigue del Teorema de
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Poincaré 2.6.1 ya que f,(z;+/(n+ 2)/20) converge, cuando n — oo, a la densidad Gaussiana
(V2ro) Lexp(—22/(202)).

Ademis la convergencia en distribucién de las potencias de semicirculo a la Gaussiana nos
dice que si existe N > 0 tal que para todo 6 > N la distribucién PSy es infinitamente divisible
en el sentido libre, entonces la distribucién Gaussiana también lo seria. Esto darfa un nuevo
ejemplo de una distribucién que es infinitamente divisible en ambos sentidos.

De las observaciones anteriores planteamos las siguientes conjeturas.

Conjetura 1: La distribucion potencia de semicirculo es infinitamente divisible para ¢ > 0.

Conjetura 2: La distribucién Gaussiana es infinitamente divisible en el sentido libre (4.17).

A pesar de que no hemos encontrado una férmula explicita para los cumulantes libres de las
potencias de semicirculo, podemos calcular los cumulantes libres de la distribucién Gaussiana
en términos de ciertos tipos de diagramas.

Un diagrama de cuerdas es un circulo con 2n vértices o nodos y n pares de nodos ajenos
unidos por n cuerdas. Existe una biyeccién clara entre los diagramas de 2n cuerdas y las
particiones por pares de {1,2...,2n}. Esto nos dice, por ejemplo, que el nimero de diagramas
de cuerdas que no se intersectan es igual al nimero de particiones por pares que no se cruzan.
Diremos que un diagrama de cuerdas estd conectado si al quitar el circulo original, la figura
hecha por las cuerdas es conexa.

Lo anterior nos permite dar una interpretacién de los cumulantes libres de la distribucién

Gaussiana. Esto fue observado en Lenher [33]. Sin embargo, aqui damos una prueba diferente.

Proposiciéon 4.6.2 Sea p una medida con distribucion Gaussiana estindar. Entonces el n-
ésimo cumulante libre ky(p) es igual al nimero de diagramas de cuerdas conectados de 2n

n0odos.

Demostracién Denotemos I,, a los nimeros de diagramas de cuerdas de 2n nodos, es bien

conocido (y facil de demostrar) que I, = (1)(3)(5)...2n + 1) = (22733,' Sea

I(z) = Z I,2"

n>0

la funcién generatriz correspondiente a I,,. Ademés, denotemos por D,, al nimero de diagramas
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conectados de 2n nodos y sea

D(z) = Z D, z".

n>0

Entonces de [16] se tiene la relacién
I(z) = D(z1(2)?). (4.22)

Observemos que si p es una distribucién Gaussiana, entonces I, = mop () v (4.22) es
exactamente la relacién que se cumple entre la serie de momentos y la serie de cumulantes
libres (4.13). Asi, tenemos que D, no es otra cosa que el cumulante libre ko ().

Miés atin, de [16], esta interpretaciéon nos da una férmula recursiva para los cumulantes libres
de p

n—1
kon(p) = (n—1) > kon—2i(p)kai(n),

=1

donde p es distribuciéon Gaussiana.

4.6.3 Distribucién Exponencial

Sea p una distribucién exponencial estdndar con funcién de densidad

glx)=¢e" x>0.

Es bien conocido que la distribucién exponencial es infinitamente divisible en el sentido
cldsico. Podemos calcular analiticamente los momentos y los cumulantes clédsicos de p a partir

de la transformada de Fourier

Por lo tanto,
o(oga(z) 0 (8() a(rgi-z) 1

0z N 0z 0z 1—-2z

y de (4.1) se tiene la relacién ¢, = m,.

CM(Z)_/O ¢

zZ—XT

La transformada de Cauchy
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no tiene una forma explicita, més alld de estar en términos de una Integral Exponencial Ei; ver
[22, 5, p. 876].
Sin embargo, también se puede obtener una descripcién de la distribucién exponencial desde

el enfoque combinatorio.

Proposiciéon 4.6.3 Sea p una medida todos sus momentos. FEntonces u tiene cumulantes

clasicos ¢, () = (r — 1)! si y solo si sus momentos son my, (i) = n!

Demostracién Supongamos que p tiene cumulantes cldsicos ¢, = (r — 1)!.

Queremos mostrar entonces que

S T (VI-1)! =nl
weP(n) V' ET
Utilizamos la técnica de contar de 2 formas una misma cosa. En este caso contaremos el nimero
de permutaciones del conjunto {1,2,3,...,n}. Es bien conocido que el nimero de permutaciones
del conjunto {1,2,3,...,n} es nl. Por otra parte, una forma de hacer una permutacién es
la siguiente: Escojamos una particién, dada esta particién, para cada bloque escojamos una
permutacion ciclica del bloque. El hecho de que con este procedimiento obtenemos cada una
de las particiones viene del hecho de que toda permutacién se puede escribir como producto de
permutaciones ciclicas ajenas de una y sélo una vez. Ahora contemos cuantas formas hay de
hacer esto. Para cada bloque de tamano V existen (|V| — 1)! permutaciones ciclicas diferentes.
Lo que para cada particién da Iy e, (|V] — 1)! permutaciones diferentes y sumando sobre todas

la particiones obtenemos

> T (vl -Dr=nl

veP(n) V€Y
Claramente los momentos determinan los cumulantes, por lo que el inverso es cierto. m
Esta prueba nos permite trabajar la biyeccién de Bercovici-Pata A a través de sus cumu-
lantes. De hecho, encontramos una interpretacién (que no se hall6 en la literatura) para los

momentos de la distribucién infinitamente divisible libre asociada a la distribucién exponencial.

Proposicién 4.6.4 Sea 1 una medida con cumulantes libres ky(p) = (r — 1)! y sea II(n) el
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conjunto de permutaciones de n elementos. Los momentos
nm@):#{seﬂm%Vmme,ﬂ%@<b):@(w,a<§®n} (4.23)

es decir, las permutaciones cuya factorizacion en permutaciones ciclicas no tiene intersecciones.

Demostracién Un argumento idéntico al de la prueba de la proposicién anterior sirve
para este caso. La tnica diferencia es que ahora queremos contar solo las permutaciones cuyas
factores ciclicos no se intersecten, esto corresponde a haber escogido inicialmente una particién
que no se cruza (es claro que si tomamos dos bloques de una particién que no se cruza van a
dar lugar a permutaciones ciclicas que no se intersectan). ®

Entonces, si i1 es una medida con distribucién exponencial A(i) es una medida con momentos
como en (4.23).

Finalmente, observemos que podemos reconocer la medida de Lévy como una medida p con

densidad de Lévy

4.6.4 Interpretacién de la Beta Simétrica BS(1/2,3/2)

En esta subseccién continuamos con el estudio de productos de variables aleatorias libres iniciado
en la Subseccién 3.7.9 y damos una interpretacion de la distribucién beta simétrica BS(1/2,3/2)
en términos del producto de las variables aleatorias estudiadas en las Subsecciones 1.4.1 y 1.4.2.
Especificamente, mostraremos que BS(1/2,3/2) es la x-distribucién del producto ab de las
variables aleatorias a = s? y b = w4 u* en relacién libre, donde u es un elemento Haar unitario
y s es un elemento semicircular.

Comenzamos con un resultado general sobre la combinatoria de los cumulantes libres de

productos de variables aleatorias libres, cuya demostracién se puede encontrar en [39, pp 227].

Proposicién 4.6.5 Sean a,b € (A, 7) en relacion libre con cumulantes libre k% y kb respecti-

vamente, entonces

kit = 3 ktk (- (4.24)

TET

110



Asi, podemos obtener el siguiente resultado anunciado al final de la Subseccién 3.7.9, que
muestra que el producto de una variable aleatoria a con *-distribucién Poisson Libre (1) con
cualquier otra variable b, es infinitamente divisible en el sentido libre, siempre que a y b es-
tén en relacion libre. Este resultado puede obtenerse a partir de la Proposicién 12.8 y las

consideraciones en la pédgina 224 en el libro [39, pp 227].

Teorema 4.6.1 Sea v una medida de probabilidad en R con soporte compacto y sea pu una
medida con distribucion Poisson Libre (1). Entonces
i) v u es infinitamente divisible en el sentido libre.

it) Su transformada cumulante libre tiene la representacion

Comp(2) = /R <1 _lzt _ 1> o(dt). (4.25)

Demostracion Sea a,b € (A, 7), donde a tiene -distribucién v y b tiene *-distribucién

Poisson Libre (1), entonces para n > 1 se tiene

kb =1,
y sustituyendo en (4.24) obtenemos
ke =30 k.
nen
De la férmula (4.2) tenemos
k% = m,(a) = mp(v). (4.26)

Por la Proposicién B.2.1, la sucesién (k%)% es semi-positiva definida. En particular,
(k2b)>e  es condicionalmente semi-positiva definida. De la Proposicién 4.4.1 se tiene (i).

La representacion (4.25) se obtiene de la siguiente forma

Comp(z) = Z_:l’f%bzn _ Z_:lmn(y)z" _ /R (1 _12t - 1) V().

Finalmente estamos en posicién de dar la interpretaciéon de la distribucién beta simétrica

BS(1/2,3/2). Este resultado no se encontré reportado en la literatura.
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Proposicién 4.6.6 Sea Ay la distribucidn arcoseno en (—1,1) y p la distribucion Poisson

Libre (1). Entonces 1 Ag 1 es la distribucion beta simétrica BS(1/2,3/2).

Demostracién La demostracién se sigue trivialmente del teorema anterior y del hecho
de que por construccion, la distribucién beta simétrica BS(1/2,3/2) tiene terna caracteristica

(0,0, Ap,1), como se prueba en la Subseccién 3.7.7. m

4.6.5 Poisson Libre Generalizada y Semicirculo

En esta subseccién introducimos familias no encontradas en la literatura de medidas infinita-
mente divisibles en un sentido mas general que el presentado en las secciones anteriores. Esto
es, las medidas que obtenemos no son infinitamente divisibles en los reales sino en los complejos.
La idea principal es trabajar con cumulantes que dan lugar a medidas sobre los complejos y
estudiar lo que seria la biyeccién A de Bercovici-Pata para este caso.

Como motivacién consideremos que p es la distribucién de Poisson libre y Y es una variable
aleatoria (cldsica) con distribucién semicirculo estdandar. Es facil ver que Y? tiene distribucién
. Generalizamos este resultado obteniendo las familias p-Poisson libre y p-semicirculo, asf
como sus andlogas en el sentido cldsico. Ademds, veremos que los nimeros conocidos como de
Fuss-Cataldn ([25]) aparecen como momentos de estas distribuciones.

Como vimos anteriormente todos los cumulantes de la distribucién de Poisson clasica y libre
son iguales. Siguiendo estas ideas a continuacién introducimos dos familias de distribuciones

relacionadas con estas distribuciones.

Definicién 4.6.2 1) La medida p tiene distribucion p-Poisson libre()\) si todos los cumu-

lantes cldsicos miltiplos de p son iguales a A y los demds son cero. Mds formalmente

A st 8 =pn
cs(p) = s > 0. (4.27)
0 stp no divide a s

2) La medida p tiene distribucion p-Poisson libre(\) si todos los cumulantes libres maltiplos de
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p son iguales a \ y los demds son cero. Mds formalmente

A st s =pn
ks(p) = s>0. (4.28)
0 st p no divide a s

De ahora en adelante nos restringiremos al caso A = 1. Encontramos primero los momentos,

la transformada cumulante libre y la transformada de Cauchy.

Proposicién 4.6.7 Sea p una medida de probabilidad con distribucion p-Poisson libre(1).

i) Los momentos de p estin dados en términos de los nimeros de Fuss-Cataldn, es decir

((p+1)n) )
- St s =pn
my) = ¢ P M sz
0 st p no divide a s

ii) La transformada de Cauchy G, satisface la ecuacion
2GT — 2GL +1=0. (4.29)

i11) La transformada cumulante libre de u es

Zp

Tl

Cu(2) (4.30)

Demostracién i) El caso en que s no es miltiplo de k es trivial. Supongamos que s = pn
y observemos que la funcién kg(u) es la funcién indicadora en los multiplos de p. Usando (4.9)

tenemos que

kr= 1] k|
Ver

no es otra cosa que la funcién indicadoras en las particiones cuyos bloques son miiltiplos de p,

los cuales son contadas en la Proposicion A.1.3. Asi obtenemos

n

L ((p+1)n)

Ms = Mpn = Z IT Ky = Z 0+ Z

weNC(pn) ven 7¢NC (k|pn) TeNC(k|pn) pn+1

De la expresién anterior vemos que los momentos crecen subexponencialmente y por lo tanto

por la Proposicién B.2.4, u debe tener soporte acotado. Recordemos que para el caso en que
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u tiene soporte compacto la transformada cumulante libre puede ser expresada como serie de

potencias de los cumulantes libre. Entonces

Zp
1— 2P

Cu(2) =D kn(p)2" =) 2" = (P + 27 +...) = ( ),
n=1

lo cual prueba (iii). Finalmente probamos (ii). Usando (3.8) tenemos que

G(2)P

IS ey

) = 2G(2)

de donde la transformada de Cauchy G debe resolver la ecuacién(4.29). m
Resulta que la ecuacion (4.29) sélo se puede resolver de forma explicita para los casos p = 1
y p = 2 dando
1
Gi(z) = 2—(2’ V22 4) sip=1

Ga(z) = i’/gL(z)—i-i’/gL(lz)) sip=2

donde L(z) = 1(v/3v272% — 426 — 922)1/3,
Sin embargo, usando la biyeccién de Bercovici-Pata podemos dar una mejor descripcién de
estas distribuciones. Sabemos que A~!(1) es la distribucién cuyos cumulantes son ¢, (A~ (1)) =

En(u). Ast, la funcién cumulante cldsica de A~ (p) es

2P

n)!

log fA*l(u)(Z) = Z

n=1

. (4.31)

—

A continuaciéon demostramos que los casos p = 1, 2 son distribuciones infinitamente divisibles

en el sentido libre.

Teorema 4.6.3 Sea p con distribucion p-Poisson libre. Entonces p es infinitamente divisible

en el sentido libre para p =1, 2.

Demostracién De (4.31) tenemos, para p = 1, la funcién cumulante cldsica

log fa-1(u)(2) =€ — 1.
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Esto nos dice que la funcién caracterfstica de p tiene una representaciéon de Lévy-Khintchine
con terna caracteristica (7,¢) con v = 0 y la medida de Lévy ¢ estd acumulada en un punto.
Es decir, A='(1) es una Poisson cldsica y por lo tanto y es una Poisson libre.

Para k =2

log fa-1 () (2) = cosh(z) = (—5—) + ().

En este caso la funcién caracteristica de u tiene una representacién de Lévy-Khintchine (v,¢)
con v = 0 y ¢ acumulada en los puntos 1 y —1. Es decir, A~!(p) es la distribucién de una
variable aleatoria ¥ = X; — X9 dondeX; y Xs son variables aleatorias independientes con
distribucién Poisson(1).Por lo tanto, u = p; B D_1(u,) donde p; es una Poisson libre. m

El caso general se puede tratar de la misma forma que p = 1, 2. La diferencia es que se tendra
una representacion integral de Lévy-Khintchine pero con la "medida de Lévy" concentrada en

las raices p-ésimas de la unidad. Esto se sigue de la identidad

O, kn eW1? | W2z 4 | eWp? (e — 1)+ (e™2* — 1) + ... + (e"r* — 1)
kn)l k —l= i )
ot (kn)!
donde wi,ws,...,w, son las p-ésimas raices de las unidad.

M4ds atn, si Zi, Zs, .., Z son variable aleatorias con distribucién de Poisson cldsica (1),

entonces

k
=1

tiene distribucién p-Poisson cldsica. Equivalentemente, si i, tg, ..., ttz,, son medidas Poisson
libre(1), entonces

po = Doy pry B Dopy pig 8 Doy pug... B Doy iy,

tiene distribucién p-Poisson libre. Donde la convolucién H de medidas sobre C en la expresién
anterior se entiende en el sentido de la Seccién 1.3.

Observemos que para p > 2, la medidas p-Poisson libre y p-Poisson no tienen soporte en
los reales, sino en los complejos. De hecho, pedimos que el primero y segundo cumulante sean
cero, que para el caso real sélo se cumple para la distribucién acumulada en cero.

Asi, los momentos y cumulantes considerados, si bien no dan lugar a leyes infinitamente
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divisibles en R, dan lugar a leyes infinitamente divisibles en los complejos. Recordemos la

nocién de variables aleatorias infinitamente divisible en C, mds generalmente tenemos.

Definicién 4.6.4 Sea p una medida de probabilidad en (H,B), donde H es un espacio de
Hilbert y B es la clase de los Boreleanos en ‘H. Decimos que i es infinitamente divisible con
respecto a la convolucion *, si para todo entero positivo n, existe una medida de probabilidad

W, en B, tal que

[ = Py * g %% (4.33)

n veces

Una medida p de probabilidad en C es infinitamente divisible si es la distribucién de una
variable aleatoria Z = X + Y donde el vector (X,Y) es infinitamente divisibles en R2,

Asi, es claro de (4.32) que la distribucién p-Poisson clésica es infinitamente divisible en el
sentido cldsico. Por lo tanto la p-Poisson libre es E-infinitamente divisible en los complejos (en
el sentido de la Seccién 1.3).

Una observacién importante es que la medida de Lévy asociada a la p-Poisson libre es
exactamente la medida descrita como la *-distribucién de una variable aleatoria no-conmutativa
p-Haar unitaria en la Subseccién 1.4.1.

En este mismo contexto, definimos la medida p-semicirculo como la distribucién £ con

cumulantes

1 sis=p+1
ko(€) = b s> 0. (4.34)

0 sis #p+1

El caso p =1 es la distribucién del semicirculo.

Proposiciéon 4.6.8 Sea £ una medida p-semicirculo.

i) Los momentos de £ estdn dados en términos de los numeros de Fuss-Cataldn, es decir

((p+1)n) ) ( 1)
L 818 = +1)n
me(€) = Pl P s> 0.

0 sip+ 1 no divide a s a

it) La transformada de Cauchy G de & cumple la ecuacion

1+ GPH —2G =0. (4.35)
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i11) La transformada cumulante libre de & es
C(z) = P11, (4.36)

Demostracién Procederemos como en la prueba de la Proposicién 4.6.7.
i) El caso en que s no es miltiplo de p+ 1 es trivial. Supongamos que s = (p+ 1)n. Usando

(4.9) tenemos que

kiﬂ- = H k“vl

Ven
es la funcién indicadora en las particiones cuyos bloques tienen tamano p+1. Estos son contadas
en la Proposiciéon A.1.4. Asi obtenemos
((p+1)n)
ms =meenn = Y, Il k=

weNC(pn) Ven pn+ 1

De la expresiéon anterior vemos que los momentos crecen subexponencialmente y por lo tanto
por la Proposicién B.2.4, £ debe tener soporte acotado. Entonces, nuevamente la transformada

cumulante libre puede ser expresada como serie de potencias de los cumulantes libres. Asi
oo
(g =
n=1
Finalmente probamos (ii). Usando (3.8) tenemos que
1+ G(2)P =2G(2)

que tiene mucha similitud con (4.30). =

De nuevo podemos resolver explicitamente para p =1y p = 2, obteniendo

Gi(z) = 2—2(2’— z2—4> sip=1
2 9 1 .
Ga(z) = ¢ §L(2)+ ¥ §m) sip=2

donde L(z) = 1(v/3v2723 — 42% — 922)1/3. Observando la gran similitud con el caso de la p-
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Poisson libre. Otra importante observacion es que si X tiene es variable aleatoria (cldsica) con
distribucién p-Poisson libre p y Y es variable aleatoria (cldsica) con distribucién p-semicirculo

libre &, entonces
m(p+1)n(£) = Mpn (1),
lo que prueba que la distribucién de YP*! es igual a la de XP.

Queremos saber si las distribuciones £ son infinitamente H—divisibles.

Proposicién 4.6.9 Sea £ una medida en C con distribucion p-semicirculo libre. Entonces £ es

H-infinitamente divisible si y sélo si p = 1.
Demostracion Sabemos que A(€) es la distribucién cuyos cumulantes son ¢, (A(§)) = an(§).
De donde la funcién cumulante clédsica es

que sélo es infinitamente divisibles en los casos p = 1 que es una distribucién Gaussiana, por lo

que usando la biyeccién A, se tiene el resultado. ®
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Apéndice A
Particiones que No se Cruzan.

Este apéndice se incluye de manera especial para facilitar la lectura de esta tesis. El princi-
pal objeto de estudio es el conjunto de las particiones, al que damos un estructura de latiz.
Enfocamos nuestra atencién en el subconjunto de particiones que no se cruzan. Se presentan
las herramientas y conceptos que se usan en el enfoque combinatorio para divisibilidad infinita
del Capitulo 4: algunos resultados de conteo de particiones, el complemento de Kreweras para
particiones que no se cruzan, la inversién de Mobius, entre otros.

Para el tema de particiones en general sugerimos el libro de Aigner [1], mientras que para
el tema de particiones que no se cruzan el libro reciente de Nica y Speicher [39].

Por completés y analogia con el Capitulo 2, relacionado con el enfoque analitico del Capitulo

3, presentamos demostraciones de algunos resultados.

A.1 Particiones y Particiones que no se cruzan

En esta seccién presentamos los conjuntos P(n) de particiones y NC(n) de particiones
que no se cruzan, asi como resultados de conteo que se utilizan en el Capitulo 4. Las
demostraciones y resultados sobre el conjunto P(n) no se detallan pues son bien conocidos. Sin

embargo, hacemos demostraciones detalladas para los resultados sobre NC(n).

Definicién A.1.1 Sea S un conjunto totalmente ordenado.
(1) Decimos que m = {Vi,..,V,} es una particion del conjunto S si y sdlo si los V;

(1 <4 < r) son subconjuntos no vacios de S, ajenos por pares tales que V4 U Va... UV, = S.
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Llamamos a V1, Vs, .., V, los bloques de w. El nimero de bloques de  se denota como |m|.

(2) El conjunto de todas las particiones de S se denota como P(S). Cuando S = {1,...,n},
entonces hablaremos de P(n).

(8) Una particion 7 = {V1,...,V,.} se dice que se cruza si existen Vi, V; con j # i y
a<b<c<d tales que a,c € V; yb,c € Vj.

(4) El conjunto de particiones que no se cruzan se denotard NC(S). Cuando S = {1,...,n}

entonces hablaremos de NC(n).

Proposicién A.1.1 Sean un entero positivo y sean r1,72,...r, € NU{0} tales que r1+2rs...+
nr, = n. Elnidmero de particiones de m en P(n) que tienen ry bloques con 1 elemento, ro bloques

con 2 elementos, ..., , bloques con n elementos es igual a

n!

n n :
[ ]]

=0 1=0

Demostracién Podemos dan un orden arbitrario a los bloques By, Bs, B3, ... By, con tamanos
b1, bs, ...by.. respectivamente. En cada bloque ordenamos sus elementos. Para hacer una parti-
cién tenemos que poner b; elementos en Bj, bs en Ba, ...,b, elementos en B,, es decir, escoger

b1 elementos del total n, después by de los n — by que quedan, etc. Esto es

n\/n—>b\ /n—b —b n—>by—by\ n! B n!
b1 by b3 by ©bylbolbsl.lby,!  1lm2lr2 (pl)™

La dltima igualdad es sélo reordenar los términos iguales. Sin embargo bloques del mismo

tamafno dan lugar a repeticiones de la misma particién, entonces tenemos que dividir entre 7;!

por cada tipo de bloques. De aqui se obtiene el resultado al dividir entre r1!rg!---7r,!. m

Corolario A.1.2 El nimero de particiones por pares del conjunto {1,2,...,2n} es (2n)!l =
2n!

onn!’

A continuacién presentamos resultados andlogos para las particiones que no se cruzan.

Proposicién A.1.2 Sea n un entero positivo y sean r1,72,...7,, € NU{0} tales que r1+2ry...+

nr, = n. El nimero de particiones de m en NC(n) que tienen 1 blogues con 1 elemento, ro
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blogues con 2 elementos, ... , T, bloques con n elementos es igual a

n!

(A1)

n

(n+1-7>3 Ti)!Hr,-!
=0 =0

Demostracién Esta prueba se dividird en 3 partes, primero resolvemos el problema para
el caso en que los bloques son distinguibles, después hacemos una biyeccién para calcular un
ejemplo fécil y finalmente quitamos las etiquetas.

a) Supongamos que las partes son distinguibles. Queremos mostrar que el nimero de par-
ticiones con m bloques de tamanos dados a; sélo dependen de m.

a.1) Hagamos una biyeccién entre las particiones de la forma (a1, a2, as,aq, ...,an) v las
particiones de la forma (a1 + 1,a2 — 1,as, ..., ap,). Donde a; indica el tamano del bloque A;.

Supongamos que 1 € Ay, y que A; no cubre a As. Esto es, sia € Ay y b € As entonces
a < b. Sea by el més chico, by el segundo mds chico y by el mds grande de los elementos de As.
A continuacién describimos la biyeccion:

Tenemos cuatro tipo de bloques, haremos modificaciones de los bloques de la siguiente
manera.

i) Ay serd cambiado por A; U {bx + b2 — b1} y As por By/b;.

ii) Si un bloque esta contenido en el intervalo [1, k] € Aj, o [b2, n] entonces ese bloque se
deja igual.

iii) Si un bloque esta contenido en intervalo [b1, by]. Cambiamos los elementos s del bloque
por s — by + k.

iv) Finalmente si un bloque tiene x1, za,..z) en el intervalo [by, by + b1 — 2] entonces cam-
biaremos estos los elementos z; por x; + by — b1.

Obsérvese que esto es una biyeccién pues podemos invertir los pasos.

a.2) En general si 1 ¢ A; la biyeccién se hard de la misma manera, usando el siguiente
resultado: Existe una tnica rotacién D tal que Ay y As son tales que 1 € A1 y A; no cubre a
As.

Entonces la biyeccién serd aplicar la tinica rotacién D después la biyeccién como en el caso

anterior y finalmente aplicar la rotacién inversa D~!.
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a.3) Observemos que en (a.l) los conjuntos A; y Az se pueden escoger arbitrariamente. Asi,
repitiendo (a.1) y (a.2) muchas veces, a partir de cualquier particién con k bloques se puede
obtener una particién de la forma (n — k+1,1,1,...1,1,).

b) Como se mostré en (a) se tiene una biyeccién entre las particiones con k bloques con
tamanos dados y particiones de la forma (n—k+1,1,1,...1,1,). Es fdcil calcular el nimero de

particiones de la forma (n — k+1,1,1,...1,1) esto es simplemente

n! n!
n—Fk n

(n—|—1—Zri)!

=0

c) En el caso en que dos bloques del mismo tamano no son distinguibles, simplemente
n

debemos dividir por Hri! donde 7; es el nimero de bloques de tamaifio de 1.

i=0
El resultado se sigue de las observaciones anteriores. m

Observemos que la férmula (A.1) sélo depende de los 4, por ejemplo existe el mismo nimero

de particiones de la forma 4 — 4 — 2 que de la forma 3 — 3 — 4.

Corolario A.1.3 FElnidmero de particiones por pares que no se cruzan del conjunto {1,2,...,2n}

Cr)

n+1-

es igual al n-ésimo nimero de Catalan C,, =
Demostracion Esto es calcular el caso r9 =n =

Corolario A.1.4 Para 1 <m <n se tiene que

#{m € NC(n) | = tiene m bloques} = ;(TL) (mn >

m

Demostracién Claramente queremos la siguiente suma

Z n! _ Z n! _

n n
ri+rot..rn==k (n 41— Zrz)[ Hrz' ri+rot..rn==k (n +1 - k)' H Ti!

r1+2ro+..nrp=n r1+2ro+.nro=n i=0
i=0 i=0

- <kn1> 2 M

ritrot.orn=k ] ;!
ri+2ra+.nrp=n ;g

- (0)a )
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donde la suma de la ultima igualdad se sigue de la siguiente identidad

I (n—1)!
2. E T G DM R (4.2)

ri+ro+..rn==k H ’f’i!
r1+2ro+.nrp=n i=1

Para probar que esta identidad es cierta basta ver que si

D= Y

ritrot+.rn=k [] 7!
ri+2re+.nrp=n ;1

Entonces
1 =1 1 =1
PUSTESND SR S N B o F D)
_ | o1 - | o1
r1+ro+..rn==~k H’f’l. r1=0 ro+.rn=k—r1 H ;- r1=0
r1+2r2+.nrp=n ;o ro+2r3+...+(n—1)rn=n—*k ;—2

Esta recursién claramente define a D(k, n) si se pide D(1,n) = 1/n y haciendo cdlculos sencillos

se puede ver que la parte derecha de (A.2) también cumple con la recursién. m

Proposicién A.1.3 Sea NC(k | nk) el conjunto de las particiones de {1,2,3,..nk} cuyos

bloques son de tamano un multiplo de k. El nimero de particiones en NC(k | nk) es

((k+1)n)
kn+1"

2n
En particular NC(1 | n) = C,, = (").

Demostracién Primero calculemos cual es el nimero de particiones con m bloques todos

con tamano un multiplo de k. Esto es

123



nk)! nk)!
> (nk) _ oy (nk)

n n n
ritrat.. e =m . . ri+ro+...4+rpn=m . )
1+ 2r94 A =n (nk+1— ;)Tz)! H 7;! 1+ 2rot A =n (nk+1—m)! HTZ!

1= 1_0 ’L_O

nk)!
_ oy (nk)

n

r1+ro+...+rn=m i

r1+2r2+...+n7;"n:n (nk +1- m)' HTZ!
=0

B (nk)! 1
T e D DR

Coriratetra=m [ !
r1+2ro+...4nrp=n i=0

(nk)! (n—1)!
(nk+1—m)! (m—1)!m!l(n —m)!

=) ()

Finalmente es bien conocido que
Zn: 1/ nk ny\ ((kt&l)n)
n\m—1/\m) nk+1
m=1

de donde se obtiene el resultado. m

Corolario A.1.5 El nimero de particiones de (k + 1)n elementos en bloques de tamano k es

tqual al nimero de particiones de kn elementos en mailtiplos de k.

Serfa interesante contar con una prueba biyectiva para este resultado, la cual desconocemos.

A.2 NC(n) y P(n) como Latices

Serd muy til dotar a los conjuntos P(n) y NC(n) de una estructura de latiz. Recordemos que

una latiz es un conjunto parcialmente ordenado (L, <), en donde cada par de elementos (z,y)

tiene un unico supremo (minima cota superior con respecto a =) y un unico infimo (méxima

cota inferior con respecto a <). Mds formalmente

Definicién A.2.1 Sea (L, =) un conjunto parcialmente ordenado
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i) Sean w,0 € L, Si el conjunto U = {1 € P|T = w,7 = o} es no vacio y tiene un minimo
To, entonces 1o es el supremo de ™ y o y se denota por ™V o

it) Sean 7,0 € P, Si el conjunto L = {p € Plp X7, p X 0} es no vacio y tiene un mdzximo
Po, entonces pgy es el infimo de ™ y o y se denota por T Ao

i11) Si para cualesquiera m,0 € P, existen 1V o y m A o, entonces decimos que P es una

latiz.

A veces nos referiremos a la Latiz (L, <) solamente por L y a un conjunto parcialmente

ordenado (P, <) solamente por P.

Proposicién A.2.1 Sea (P, =) un conjunto finito parcialmente ordenado. Si (P, =) tiene un
elemento maximo 1p, y cualesquiera dos elementos de (P, =) tienen infimo, entonces P es una

latiz.

Demostracién Si cualesquiera dos elementos de P tienen infimo entonces se sigue por
induccién en k£ que para cualquier familia finita de elementos en P, existe pg = p; Apy A ... A py.
Sean 7,0 € P, entonces U = {7 € P|T > 0,07 > 7} es no vacio (1p € U), entonces podemos
listar los elementos de U = {py, pg, ..., p5. }. Entonces se verifica que si py = p; A pg A ... A py,

entonces Vo = py. W

A.2.1 La Latiz P(n) y la Sublitiz NC(n)

Definicién A.2.2 Sean 7,0 € P(n) dos particiones que no se cruzan. Definimos el orden
parcial (P(n), <) de la siguiente forma: m < o si y sdlo si todo bloqgue v € 7 estd contenido

completamente en un bloque w € o.
Proposicién A.2.2 El orden parcial (P(n), <) induce una estructura de ldtiz en P(n).

Demostracién Como 1,, € P(n) es el maximo respecto al orden (P(n), <), por la proposi-
cién anterior basta ver que si m,0 € P(n), entonces existe 71 Ao € P(n). Si o = {Vi, Vo, ..., Vi },

m = {Wy, Wa, ..., Wi}, observemos que

n={ViNW,|1<i<k1<j<LViNW; £} e NC(n)
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Claramente 7 es menor que o y 7 (respecto al orden (P(n),<)) y es la particién mds grande

que lo cumple. =

Definicién A.2.3 Sean m,0 € NC(n) dos particiones que no se cruzan. Definimos el orden
parcial (NC(n), <) de la siguiente forma: m < o si y sdlo si todo bloqgue v € T estd contenido

completamente en un bloque w € o.
Proposicién A.2.3 El orden parcial (NC(n),<)) induce una estructura de latiz en NC(n).

Demostracién Por la Proposicién A.2.1 basta ver que si 7,0 € NC(n) entonces 7 A o €
NC(n), pero esto es claro ya que cualquier 7 tal que n < o es también una particién que no se

cruza. H

A.2.2 Complemento de Kreweras

Resulta que NC(n) tiene una propiedad de auto-dualidad. Méds atin, existe un anti-isomorfismo

K : NC(n) — NC(n) llamado el complemento de Kreweras.

Definicién A.2.4 La funcion complemento K : NC(n) — NC(n) se define de la siguiente
manera. Consideramos elementos adicionales 1,2,...,m y los intercalamos de la siguiente man-
era

1122...nn.

Sea m € NC(n) entonces su Complemento de Kreweras K(mw) € NC(1,2,...,n) & NC(n)

es el elemento mds grande de los o € NC(1,2,...,7) con la propiedad que

TUo € NC(1,1,...,n,m).

Ejemplo A.2.5 Sea
m={(1,2,7),(3),(4,6),(5),(8)} € NC(8)

entonces

K(ﬂ-) = {(1)7 (27 3, 6)7 (4’ 5)7 (77 8)}
A continuacién enunciamos algunas de las propiedades del complemento de Kreweras.
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Proposicién A.2.4 Sea K : NC(n) — NC(n) la funcién complemento de Kreweras. Entonces
se cumplen los siguientes enunciados:

i) Sea m € NC(n) entonces K2(m) es una permutacion ciclica de m, es decir, si T =
{V1,Va, .., Vi.}, entonces K2(n) = {o(V1),0(Va),...,a(Vk)}, donde o(V;) = {o(i)li € Vi} y
o = (12..n)™ € S, para algin m < n. En particular, K*(x) tiene la misma estructura de
bloques que .

ii) K" es la identidad, en consecuencia, K es una biyeccion.

i11) K es un anti-isomorfismo, es decir, si m,0 € NC(n),n < o, entonces K(m) > K(0).

w) |r|+|K(m)] =n+ 1.

A.2.3 Factorizaciéon en Bloques

La tltima propiedad que necesitamos para un buen entendimiento de la combinatoria en las
particiones que no se cruzan se conoce como factorizacién canénica en bloques de los intervalos.

Usaremos la funcién complemento de Kreweras para entender esta factorizacion.

Definicién A.2.6 Sean m,0 € NC(n), 7 < 0. Entonces
[m,o] ={r € NC(n)|r <7 <0}

Definicién A.2.7 Sean Py, P, ..., P, conjuntos parcialmente ordenados. Entonces el producto

de drdenes parciales de Py, P, ..., P, en Py X Py x ... X P, estd definido por
(1, 72y ooy Tp) < (01,09, 0y0p) <= m; <04, Vi=1,2....,n.

Proposicién A.2.5 Sean m,0 € NC(n), @ < o. Entonces existen enteros ki, ka, ..., ky tales
que

[r,0] = NC(1)¥ x NC(1)*2 x ... x NC(1)*".

A esta factorizacion se le llama factorizacion candnica de [, 0].

127



Demostracién Observemos primero que
[, o] = [ Ixlv,olv]
Veo
Usando la biyeccién que preserva ordenes entre V' y {1,2,....|V|} resulta que [7|y,oly] =
[T, l‘v‘]. Ahora, usando la funcién complemento de Kreweras, obtenemos que |7, 1‘V|] es anti-

isomorfo a un intervalo de la forma [0y, p] (donde p = K(7)). Finalmente

Ol = T[T O lw, plw] = T[ NC(W) = [ NC(W)
Wep Wep Wep

de donde se sigue que [, o] tiene la factorizacién deseada. m
Ejemplo A.2.8 Sean 7,0 € NC(12), donde

m = {(1,9)(2,5)(3)(4)(6)(7,8)(10)(11)(12)} y
o = {(1,6,9,12)(2,4,5)(3)(7,8)(10,11)}.

Entonces tenemos

(o] =2 [{(1,9),(6), (12)}, 11169,12] X [{(2,5), (4)}, 142.4,5)]
*[{3)} Lsy] x [{(7,8)}, Lz s3] x [{(10), (A1)}, Lg10,113]
{(1,3),(2), (@)}, 1a] x [{(1,3),(2)}, 1s] x [11, 14]

x[12, 1] x [0z, 12].

I

128



Aplicando el complemento de Kreweras obtenemos que

K({(1,3),(2),4)}) = {(L2)3,4)}
= [{(1,3),(2), @)}, 1a] = 04, {(1,2)(3,4)}] = NC(2)*
K{(1,3),2)}1 = {1L2)B)
= [{(1,3),(2)}, 1s] = (05, {(1,2)(3)}] = NC(1) x NC(2)
= (1)
)
)

[11,14] NC
[12,15] = NC(1)?
[02, 15] = NC(2).

Entonces, la factorizacion candnica de [m,0] es

[r,0] = NC(1)* x NC(2)*,

A.3 Inversiéon de Mobius

La inversiéon de Mobius es bastante conocida en el marco de teorfa de niimeros, en donde se con-
sidera el conjunto de los enteros positivos dotado con el orden parcial dado por la divisibilidad.
Sin embargo, los mismos resultados se pueden generalizar para cualquier conjunto parcialmente
ordenado y latices. FEn esta seccién estamos interesados en la inversién de Mobius para la latiz
NC(n).

Advertimos que muchas pruebas de esta seccién serdn omitidas pues son resultados muy
generales y conocidos. Una explicacién més detallada sobre la inversién de Mobius se puede

ver en [1] 6 [46].

A.3.1 Convolucion e Inversion de Mobius

1

Empecemos definiendo la convolucién' en el marco de conjuntos parcialmente ordenados.

'No confundir con el concepto de convolucién explicado en los capitulos 1 y 2 de esta tesis.
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Definicién A.3.1 Sea P un conjunto parcialmente ordenado, y sea P® = {(m,0) : m,0 €
P <o}

Para F,G : P® — C, su convolucion F x G : P® — C es la funcion definida por:

(FxG)= Y, F(r.0)G(p.0).
peP
m<p<o

Mas ain, para funciones f : P — C y funciones G : P — C consideremos la convolucion
f+G: P — C definida por

(F*G):= > F(p)G(p,o).
peP
p<o

Las convoluciones definidas arriba tienen las propiedad de asociatividad y de distributividad

con respecto a tomar combinaciones lineales de funciones en P o en P. Es decir,

(F+«G)«H = F=x(GxH), (fxG)xH=fx(G*H)

(F+G)xH = FxH+G=xH, (f+g9)xH=fxH+ (g% H)

para F,G,H : P® — C y para f,g,: P — C. Ademss es facil verificar que la funcién
§ : P® — C definida por

1 T=0

d(w’a):{o T<o

es la unidad con respecto a la convoluciones en la Definicién A.3.1.
El siguiente resultado nos dice cuando una funcién tiene inversa con respecto a la convolu-

cion.

Proposicion A.3.1 Sea P un conjunto parcialmente ordenado finito. Consideremos la con-
volucion para funciones en P como en la Definicion A.3.1. Una funcion F : P®) — C es

invertible con respecto a la convolucion si y sélo si F(w,m) # 0 para todo m € P.
Ahora podemos definir las funciones ¢ y pu, las cuales son claves para la inversién de Mobius.

Definicién A.3.2 Sea P un conjunto parcialmente ordenado finito. La funcién zeta de P,
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¢: P = C estd definida por
((m,0)=1,  Y(mo0)epP?®

La inversa de ¢ bajo la convolucion es llamada la funcion de Médbius de P, la cual denotare-

mos por w.

Notemos que la funcién de Mobius estd bien definida ya que ((mw,7) = 1 # 0. Estamos

ahora en condiciones de formular la primera versién del Teorema de Inversién de Mobius

Proposicion A.3.2 Sea P un conjunto parcialmente ordenado y sea p la funcion de Mdbius

en P. Consideremos dos funciones f,qg: P — C. Entonces el siguiente enunciado

f(m) = Z g(o) para todo T € P

es equivalente a

g(m) = flo)u(o,7)
oceP
o<
La siguiente proposicién muestra que para el caso en que se tiene una ldtiz se pueden dar

versiones parciales del Teorema de Inversién de Mobius. Esta versién serd de mucha utilidad

para probar propiedades de las particiones que no se cruzan.

Proposicién A.3.3 Sea L una ldtiz y sea p la funcion de Mébius en L. Considera dos fun-

ciones f,g: L — C que se relacionan por la siguiente formula

f(r) = Z g(m) para todo T € P.

weP
<t

Entonces para todo w, ™ € P, con w < 7, se tiene la siguiente relacion:

S foue )= Y g,

oceP TeP
w<lo<T TVwT
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EL siguiente corolario es una consecuencia de la proposicién anterior y es 1itil para calcular

funciones de Mobius en casos concretos, en particular para la latiz NC(n).

Proposicién A.3.4 Sea L una ldtiz y sea p la funcion de Mobius en L. Para toda particion

w # Op se tiene

E: f(UMKOPaW)::Q
ﬂjgizp

Demostracién Consideremos la funcién g : P — C definida por
g(r) = (0p,m), ™eP.
Ahora, sea f = g * (, para cada 7 € P tenemos

flo)y = Y glo)= Y ulOp,m)¢(m,0)

TEP TEP
<o Op<n<o

1sioc=0p

= (u*xC)(m (Op,0)) = {O sioc#0p

A.3.2 La Funcién de M&bius en NC(n)

Calcular la funcién de Mobius en NC(n) explicitamente permite dar férmulas explicitas para
cumulantes y momentos. El siguiente hecho junto con la factorizacién candnica en intervalos

vista en la seccién anterior simplificard los cédlculos.

Proposicién A.3.5 i) Sean (P, <) y (Q, =) conjuntos parcialmente ordenados y supdngase que
®: P — Q es un isomorfismo de drdenes. Entonces jg(®(r),®(0)) = pp(m,0) para toda 7,0
tales que m < 0.

it) Sean (P1,<1), (P2,<2), ..., (Px, <k) conjuntos parcialmente ordenados. Consideremos el
producto directo P = Py X Py X ... X Py (con orden parcial descrito en la Definicion A.2.7).

Entonces para m; <; o; en P; se tiene

pp (1, s T), (01, oy 0%)) = pp((T1,01)) - - pp((Th, 0k)))-
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Para cada n > 1 denotaremos la funcién de Mobius en NC(n) por p, v sp := fb,(0n, 15,)
donde 0,, y 1,, son el mdximo y el minimo de NC(n), respectivamente. Dada la factorizacién
hecha en la seccién anterior, los valores de las funciones de Mobius en las létices NC'(n) estaran
completamente determinadas por los valores de s,,. En efecto, sea 7 < 0 € NC(n) y supéngase

que el intervalo [, o] tiene la factorizacién canénica
[m,0] = NC(1)" x NC(2)¥ x .. x NC(n)kn,

entonces de la Proposicién A.3.5 tenemos que

k1 k k
f (T, 0) = 871857 -+ - 87,

entonces basta calcular s,. Resulta que la férmula general estd relacionada con los Nimeros de

Catalan; ver [39] para una demostracion.

Proposicién A.3.6 Para cada n > 1, se tiene

Sn = /’Ln(o’fb ln) - (_1)11710”_1.
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Apéndice B

Sucesiones y Matrices Positivas

Definidas

En este apéndice recopilamos los resultados principales sobre los tres problemas clédsicos de
momentos (Hamburger, Stieltjes y Haussdorff) y su relacién con matrices y sucesiones positivas
definidas. Estos resultados se ocupan en los Capitulos 3 y 4. Para un estudio completo de los

resultados aqui presentados recomendamos [2], [27] 6 [28].

B.1 Matrices Positivas Definidas
Hacemos un pequeiio resumen de los resultados para matrices positivas definidas.

Definicién B.1.1 La matriz Hermitiana M = (mij)ijl es positiva definida si y sélo para
todo z € C", z # 0 se cumple
2*Mz > 0. (B.1)

Si en lugar de (B.1) sélo se cumple
Z*Mz>0

diremos que la matriz es semi-positiva definida.
Ndtese que en esta definicion implicitamente usamos que z*Mz € R para cualquier matriz

Hermitiana M.
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En el caso de una matriz A de dimensién infinita decimos que es (semi) positiva definida
las submatrices cuadradas si superiores son (semi) positivas definidas.
En la siguiente proposicién presentamos algunas definiciones equivalentes de matriz positiva

definida. Para una prueba se puede ver [27].

Proposicién B.1.1 Sea M = (m;;)!',_; una matriz Hermitiana. Los siguientes enunciados

i
son equivalentes.

1) La matriz M es positiva definida.

2) Todos los valores propios \; de M son positivos.

3) La forma sesquilineal (x,y) := x*My define un producto interno en C™.

4) Todas las submatrices en la esquina superior derecha tienen determinante positivo. Es
decir, st M = (mij)ijl y definimos, para t = 1,...,n, las matrices de tamano t X t , como
My = (mij);j:l, entonces det(My) > 0, det(Mz) > 0, ...,det(M,, = M) > 0.

5) Eziste una matriz positiva definida B tal que B> = M.

Observacién B.1.2 El inciso 4) se conoce como el criterio de Sylvester. Una forma equiva-
lente de este criterio es simplemente pedir que exista alguna sucesion de n menores anidados
positivos. El criterio de Sylvester no se aplica para matrices semi-positivas definidas. Clara-
mente si M es una matriz de n x n con n? —1 ceros y un —1 en la esquina inferior cumple que
det(M7) > 0, det(Msz) > 0, ...,det(M,, = M) > 0 y no es semi-positiva definida. Para matrices

semi-positivas definidas todos los menores deben de ser no negativos.
Las siguientes son propiedades bésicas de las matrices positivas definidas.

Proposicién B.1.2 Sean M = (m;;);;_y y N = (nij);';—1 matrices Hermitianas positivas
definidas.

1) Sir es un real positivo entonces rM también es positiva definida.

2) La suma M + N y los productos MNM y NMN también son positivos definidas. Si
MN = NM, entonces M N también es positiva definida.

3) Sea M = (m;;) > 0 entonces las entradas my; son positivas. Como consecuencia tr(M) >

0. Mds aun



4) El producto de Hadamard M o N = H = (h;;)};_; con entradas (hij)}';—; = (mijnij); ;-

es positivo definido.

Una matriz A = (a;;)};_o se llama de Hankel si a; ; = ay; siempre que i + j =k + 1. Una
matriz de Hankel estd determinada por sus elementos de la diagonal, asf también serd denotada
por A = (ai)iy-

Las matrices positivas definidas estdn asociados a sucesiones positivas definidas y problemas

de momentos como veremos en la siguiente seccion.

B.2 Sucesiones Semi-Positivas Definidas

Decimos que una sucesion (ay),,~, es semi-positiva definida si para todo r =0, 1,2, ... y para

todo zg, ...,z € C se cumple que

r
Z 2iZj Gt >0 (B.Q)
i,j=0

Si {an }22, es una sucesioén de nimeros complejos, entonces {a, }2° , es semi-positiva definida
si y solo si la matriz de Hankel infinita A = (an, = ay)52, es semi-positiva definida. En este
caso escribimos {a, }52, > 0(+), estas sucesiones son muy importantes en probabilidad por su
conexién con los problemas de momentos de Hamburger, Stieltjes y Haussdorff. El siguiente

teorema de Hamburger da una representacién para las sucesiones semi-positivas definidas.

Teorema B.2.1 (Hamburguer) Sea {a,}2, conag=1ya, € R,n > 1. Entonces {a,}52, >
0(+) si y solo si
[e.9]
ap = / " p(dx), (B.3)

— 00

paran =0,1,2... y u una medida de probabilidad en R.

oo

o, la medida ;1 en la representacion

En general, dada una sucesién de momentos {my}
(B.3) no es tnica. Sin embargo, si existen constantes C'y D tales que |a,| < CD™(n)! entonces
existe una unica medida p que cumple con esta representacién. (Ver [41])

Las siguientes son algunas de las propiedades fundamentales de las sucesiones positivas

definidas que nos permiten asumir sin pérdida de generalidad que ag = 1y a, € R. Algunas de
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estas propiedades son consecuencias de resultados para matrices positivas definidas sin embargo

las pruebas se reducen para matrices de Hankel.

Teorema B.2.2 Sea {a,}32, > 0(+). Entonces
i) Los términos pares agy > 0;
it) Todos los a, € R ;
i11) agm + azn > 264y para todo m,n > 0;
i) agmazn > (@man)? para todo m,n > 0;
v) Si ag =0, entonces a, = 0 para todon =1,2,3,...;
vi) Si agy =0, N > 0 entonces a, =0 para todon =1,2,3,...;
vii) Si {b, 122 > 0(+),entonces {anb,}22 o > 0(+) y {an + b, }22 o > 0(+) ;

viii) St apag = a%, entonces ag_lan = ay para todon =1,2,3, ...

Demostracién i) Este hecho puede ser probado utilizando (ii) y (B.3), sin embargo aqui

damos una prueba directa utilizando (B.2), tomando z,, = 1 y z; = 0 siempre que i # m

v
o

(Zm)2a2m

azm > 0

ii) Tomamos ag = 1, a, = 1,por lo que ag + 2a,, + ag, € R,como ag > 0y ag, > 0, tenemos
que ag + agy, € R, entonces ap4n € R

iii) Tomando z,, = —1,z, = 1 se tiene

2 = = 2
(Zm) a2m + ZnZmAm-+n + ZnZmOm+n + (Zn) a2n 2 0
a2m — 2am+n +as;, > 0
Qom + aop 2> 2am+n-

iv) Si ap+n = 0 la desigualdad es trivial,Si ag,, = 0 y a2, = 0, por la desigualdad anterior,

Gm+n = 0 también. Entonces podemos suponer sin perdida de generalidad que ag,, > 0. Si
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tomamos z,, = —1, 2, = a2m/am+n se obtiene

2 _ _
(Zm) a2m + ZnZmOm+n + ZnZmQm4n + a2n > 0
2
as a9
Aoy — 2 mk‘—l—( m>a2n > 0
Qm4n Am+4n
ag 2
m
a2m_a2m+< > azg, > 0
Am+4n
a9 2
m
< > azn = Gm
m+4n

aamQon 2> (am+n)2 .

v) Utilizando iv) tenemos que si ag = 0,

\Y
—~
S
S
SN—
V)

apa2n

de donde a, = 0. La prueba de (vi) es similar.

vii) Supongamos que {b,}72 4 > 0(+) v {an}l>, > 0(+). Entonces utilizando la repre-
sentacion dada por (B.3) a, = [% a"u(dz) y b, = [*_ a"v(dz). Sean X y Y variables
aleatorias independientes con distribuciones py = p y @y = v. Entonces los momentos de la

variable aleatoria Z = XY estdn dados por

/‘00 xnﬂz(dx) — E[Zn] _ E[Xn}E[Yn] —

De la misma forma los momentos de la variable aleatoria W = X 4+ Y estdn dados por a,, + b,.
Esto prueba que {anb,}22q > 0(+), {an + bn}22, > 0(4) pues tienen representaciéon como en
(B.3)

viii) Sea {an}%, > 0(+), con agaz = a3, por vi) podemos suponer ag = 1 entonces sea X

de tal forma que a, = [*_z"u(dz) = E(X™) calculando los primeros momentos de X tenemos

B(X2) = / " 2u(ds) = agas = a2 = < / - w(dx)>2 — B(X)?

—00 —00
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entonces Var(X) = E(X?)— E(X)? =0y X debe de ser una variable aleatoria constante. Asf,
E(X™) = BE(X)" y ai 'a, = a} para todon =1,2,3... m

Como una sucesién es positiva definida si y sélo si la matriz de Hankel es positiva definida,
el criterio de Sylvester para matrices positivas debe cumplirse para la matrices de Hankel.

A continuacién presentamos las versiones del problema de momentos de Stieltjes y Hauss-
dorff, estos criterios cldsicos dan una caracterizacién para el soporte de p en términos de sus

momentos.

Teorema B.2.3 Sea {a,}32( > 0(+), de tal forma que an, = [ 2" pu(dz) para alguna medida
de probabilidad 11 en R. Entonces

i) El soporte de p esta contenido en [0,00) si y sdlo si {an41}52y > 0(+)

ii) El soporte de v esta contenido en [—1,1] si y solo si {an — an+2}22 o > 0(+)

iii) El soporte de p esta contenido en [0, 1] si y solo si {ant+1}02g > 0(4), {an —ant1}22y >

0(+) ¥ {ant1 — ans2}yo = 0(+)

Finalmente presentamos un criterio en términos de los momentos para que una medida
tenga soporte compacto. Antes recordamos que se dice que una sucesién crece subexponen-

cialmente si existe una constante c tal que |a,| < ¢".

Teorema B.2.4 Sea {a,}32) > 0(+), de tal forma que an, = [ 2" pu(dz) para alguna medida
de probabilidad p en R. Entonces el soporte de p estd acotado si y solo si ay crece subexponen-

cialmente.

Demostracién Supongamos que el soporte de p esta contenido en el intervalo [R, —R].

Entonces tenemos

R
o < [ la”| ) < B

pues p es una medida de probabilidad.
El soporte de p estd acotado por lim, o %/az, nos dice los siguiente. Asi, si |a,| < ",
entonces

. . 2
lim %Yas, < lim Ve =c
n—oo

n—oo
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