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Introducción

Desde su descubrimiento por Röntgen, los rayos X han sido objeto de investi-

gación en una amplia variedad de campos. Uno de los primeros usos de los rayos

X fue en el campo médico para obtener información sobre el interior del cuerpo

sin disección. Además de la técnica básica de imágenes de rayos X de cortes �jos,

se han desarrollado varios sistemas de imágenes, como lo son los ultrasonidos

y por resonancia magnética. Un haz de rayos X es parcialmente absorbido por

estructuras internas del cuerpo en un proceso conocido como atenuación, y el

detector en el otro lado del cuerpo absorbe estos rayos X atenuados para produ-

cir una imagen de rayos X.

Varios de los algoritmos existentes en la literatura clásica de procesamiento de

imágenes y señales del ruido de rayos X suponen una distribución de ruido Pois-

son (Cesarelli M. et al. [14]), con media representando la desviación media de

fotones a través de la imagen obtenida por rayos X (con media generalmente

mayores a 10). Sin embargo, Elbakri y Fessler [15] mostraron que el ruido real

combina las distribuciones de Poisson y Gaussiana, con la distribución de Pois-

son derivada del ruido cuántico y la distribución Gaussiana proveniente del ruido

térmico generado por los sensores y otros dispositivos electrónicos.

Debido a que el ruido de Poisson depende de la señal, es difícil diseñar un algo-

ritmo general; para abordar esto, se han introducido transformaciones de estabi-

lización de varianza. La transformada de Anscombe dirigida al ruido de Poisson

fue propuesta por Anscombe [16] en 1948 y se extendió a la transformada de Ans-

combe generalizada y la transformada inversa para el ruido de Poisson-Gaussian.

Entre otros aspectos, los modelos 2D-ARMA fueron introducidos por Zielinki et

al. [8] en 2010, los cuales, a diferencia de los modelos ARMA de la estadística

clásica de�nidos a mediados del siglo XX por Box y Jenkins radica en que los pri-

meros son considerados en látices bi-dimensionales y enunciados con el objetivo
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de clasi�car y predecir distintos tipos de cáncer, detectar tuberculosis e incluso

para inspección de calidad en relojes [8, 12, 13]. Es de mencionar que se han vis-

to resultados exitosos en el uso de los modelos 2D-ARMA, especí�camente para

imágenes en rayos X [8].

A su vez, desde mediados del siglo XX e inicios del siglo XXI se ha desarrolla-

do extensivamente la teoría de matrices aleatorias y de probabilidad libre, dando

de este modo una nueva forma de pensar y abordar problemas. Es por ello que

durante la última década se ha aplicado la teoría de matrices aleatorias y de pro-

babilidad libre para el estudio de modelos ARMA en general y, recientemente

en 2019 por Hayase [1] en modelos 2D-ARMA. Los intereses en el uso de es-

tas herramientos son variados, pues consideran hipótesis desde las matrices de

correlación de retardo [3, 10, 11] y más generalmente en los modelos Wishart

compuestos introducidos por Speicher [6] y posteriormente estudiados por Bryc

[7].

Con las herramientas de matrices aleatorias y probabilidad libre bien fundamen-

tadas, los equivalentes deterministas libres (EDL) fueron de�nidos por primera

vez por Speicher y Vargas [9] en 2012. En el 2014 Redelmeier [5] encuentra expre-

siones de los cumulantes clásicos de los modelos de Wishart compuestos usando

libertad de segundo orden, que subsecuentemente son empleados por [1, 2, 3].

Es de notar que las matrices de Wishart compuestas y las teorías derivadas de

ellas consideran genéricamente matrices cuyas entradas son v.a.i.i.d. con distri-

bución normales estándar. Por ende, si estamos interesados en cambiar distri-

bucionalmente las entradas de las matrices a considerar, entonces los resultados

hallados que hagan uso de la hipótesis de normalidad no son necesariamente

ciertos.

Hayase [1], emplea teoría de EDL y resultados de libertad de segundo orden para

relacionar modelos 2D-ARMA con matrices de Wishart compuestas y encuentra
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cantidades pivotales de interés y potenciales para estudios estadísticos. Dado que

[1] considera errores normales, y debido a que los modelos 2D-ARMA son usados

en imágenes de rayos X, entonces es razonable usar errores con distribución fun-

ción Poisson (centralización de transformada de Anscombe) y no distribuciones

normales, pero preservando la independencia.

De este modo, esta tesis efectúa un puente al modi�car la distribución de los

errores en los modelos 2D-ARMA por distribuciones función Poisson y produ-

cir cantidades pivotales aplicables a tales modelos similares a las de [1]. De esta

forma, obtenemos pivotales al modi�car los EDL (el cual llamaremos EDL de

Anscombe, pese a que nosotros lo de�nimos y estudiamos) mediante el cambio

de la hipótesis distribucional de normales estándar a funciones Poisson. A su

vez, conseguimos pivotales derivados de un modelo 2D-ARMA (los cuales lla-

maremos modelos 2D-ARMA de Anscombe, pese a que nosotros los de�nimos y

estudiamos) con distribución de error como las antes mencionadas y, �nalmente

efectuamos un estudio de simulación para analizar la velocidad de convergencia

de las cantidades pivotales halladas y compararlas con las de [1].

El objetivo principal de esta tesis es presentar conexiones entre los modelos 2D-

ARMA de�nidos en [8], los resultados de [1] y el cambio distribucional a los erro-

res función Poisson (transformada de Anscombe centralizada). Este enfoque per-

mite obtener cantidades pivotales asintóticas para los modelos 2D-ARMA usando

herramientas de matrices aleatorias y probabilidad libre.

La organización y presentación de la tesis y nuestros resultados son los siguien-

tes.

El Capítulo 1 contiene los preliminares de modelos 2D-ARMA y matrices alea-

torias y probabilidad libre necesarios para el desarrollo de la tesis. En la Sección

1.1 se introducen y de�nen tales modelos, se mencionan propiedades y aplica-

ciones, así como la noción de dichos modelos y sus interpretaciones en látices y
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los principales resultados acerca de sus propiedades. En la Sección 1.2 se resu-

men los principales elementos de matrices aleatorias y probabilidad libre, men-

cionando conceptos de importacia como los cumulantes y los cumulantes libres,

así como lemas que son preparatorios. Dichos conceptos nos servirán para en-

tender el desarollo del Capítulo 2 y posteriormente, comprender la utilidad de la

introducción de un parámetro en el Capítulo 3. Éste surge de modo natural en

las imágenes de rayos X, dando lugar a una propuesta de modelo que considere

errores función de Poisson con varianza no homogénea en lugar de errores nor-

males estándar.

El Capítulo 2 trata sobre la obtención de cantidades pivotales asintóticas me-

diante el uso de conceptos de EDL [9] y de libertad de segundo orden [5], relacio-

nando tales pivotales con modelos 2D-ARMA en el uso de imágenes de rayos X.

En la Sección 2.1 se presentan de�niciones y resultados de [1] sobre la distribu-

ción asintótica de la traza de matrices de Wishart compuestas, así como su media

y varianza. Estos resultados nos permiten obtener un resultado en la siguiente

sección con interpretación en imágenes de rayos X. En la Sección 2.2 presenta-

mos los resultados de transformar los modelos 2D-ARMA a matrices de Wishart

compuestas y poder usar resultados de la Sección 2.1 para nuevamente, enun-

ciar y probar un resultado. La implicación de tal resultado nos permite obtener

cantidades pivotales sobre modelos 2D-ARMA cuando la de�nición (número de

pixeles) de una imagen de rayos X sea mayor o igual a un número de muestras

i.i.d. de dichos modelos y tienda al in�nito el número de muestra, así como las

de�niciones de las imágenes.

El Capítulo 3 presenta una propuesta de modelaje diferente a los modelos 2D-

ARMA introducidos por Zielinski et al. [8] en 2010. Nuestra propuesta surge de la
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misma naturaleza dada por el problema inicial del modelado en imágenes de ra-

yos X, pero a diferencia de los modelos 2D-ARMA considerados por [8], nosotros

consideramos la distribución de los errores como una centralización de la trans-

formación de estabilización de varianza de la distribución Poisson. En la Sección

3.1 abordamos el motivo que origina nuestro cambio de modelaje en los errores

y el nuevo modelo propuesto. La Sección 3.2 contiene las modi�caciones a tomar

en los equivalentes deterministas libres, así como la prueba límite de conside-

rar errores en la transformada de Anscombe centrada. La Sección 3.3 efectúa las

adecuaciones para el caso 2D-ARMA, y la aplicación de los equivalentes deter-

ministas libres bajo nuestra modi�cación. Finalmente, la Sección 3.4 expone los

resultados de un estudio de simulación con la �nalidad de analizar la velocidad

de convergencia de las cantidades pivotales halladas con nuestra propuesta de

modelaje y compararlas con las del Capítulo 2.

Finalmente, el Capítulo 4 tiene como �nalidad discutir líneas para seguir ex-

tendiendo este trabajo en la misma dirección o bien en otras direcciones, así como

conclusiones recolectadas de este estudio.



Capítulo 1

Preliminares

Este capítulo contiene los elementos de modelos 2D-ARMA, probabilidad li-

bre y matrices aleatorias necesarios para el desarrollo de esta tesis. La Sección 1.1

contiene una introducción a tales modelos, su origen y aplicaciones. La Sección

1.2 aborda el uso de probabilidad libre y matrices aleatorias, así como su rela-

ción con la Sección 1.1. Dichos conceptos nos servirán para entender el desarollo

del Capítulo 2 y posteriormente comprender la utilidad de la introducción de un

parámetro en el Capítulo 3, el cual surge de modo natural en las imágenes de

rayos X, dando lugar a una propuesta de modelo que considere errores función

de Poisson con varianza no homogénea en lugar de errores normales estándar.

1.1. Modelos 2D-ARMA

Los modelos 2D-ARMA fueron introducidos en 2010 por Zielinski [8] para la

detección y clasi�cación de cáncer de seno, observando propiedades similares a

las que presentan los modelos ARMA introducidos por Box-Jenkins. Sin embar-

go, diferentes en naturaleza a estos últimos, debido a su natural tratamiento en

imágenes, donde una imagen la de�ne como un campo aleatorio 2D dado por va-

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

riables aleatorias reales {xn,m|n,m ∈ Z}. Estas imágenes son usadas para de�nir

modelos 2D-ARMA como sigue a continuación.

De�nición 1. Un modelo 2D-ARMA(p1, p2, q1, q2) (p1, p2, q1, q2 ∈ N) de�-

nido para un latís de dimensiones H ×W ∈ N × N es una familia de variables

aleatorias reales {xn,m|(n,m) ∈ {1, ..., H}×{1, ....,W}} que satisface para toda

pareja (n,m) ∈ {1, ..., H} × {1, ....,W}:
p1∑
i=1

p2∑
j=1

φi,jxn−i+1,m−j+1 =

q1∑
i=1

q2∑
j=1

θi,jεn−i+1,m−j+1

donde φ = (φi,j) ∈ Mp1×p2(R), θ = (θi,j) ∈ Mq1×q2(R) son matrices de pará-

metros con φ1,1 = 1, θ1,1 6= 0 y {εn,m|n,m ∈ Z} es una familia de v.a.i.i.d. con

distribución normal con media cero y varianza σ2.

Los estimadores de mínimos cuadrados de los parámetros del modelo ante-

rior son conocidos como los estimadores de Yule-Walker. Estos son obtenidos al

observar que la ecuación anterior puede ser escrita de modo matricial para todo

n = L+1, ..., H−1,m = M +1, ...,W −1 y para algún L > max(p1, q1),M >

max(p2, q2) como:

x + ΘΦ = E

donde

Φ = [φ1,1, ..., φp1,p2 , θ1,1, ..., θq1,q2 ]
t

E = [ε[L+ 1,M + 1], ..., ε[H,W ]]t.

x = [x[L+ 1,M + 1], ..., x[H,W ]]t

Θ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xL+1,M . . . xL+1−p1,M+1−p2 −εL+1,M . . . −εL+1−q1,M+1−q2

xL+2,M . . . xL+2−p1,M+1−p2 −εL+2,M . . . −εL+2−q1,M+1−q2
...

...
...

... . . . ...

xH,W−1 . . . xH−p1,W−p2 −εH,W−1 . . . −εH−q1,W−q2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Es de observar que HW indica la calidad de la imagen, y (p1, p2), (q1, q2) los

parámetros de ‘profundidad‘ en la imagen de los elementos autoregresivos y de

medias móviles. En aplicaciones, como es de esperar, mientras más grande sea el

tamaño de muestra, la calidad de la imagen y la "profundidad", más precisión ten-

dremos en nuestra tasa de clasi�cación correcta. Esta observación fue hecha por

Zielinsky et al. [8], donde usando los estimadores de Yule-Walker logran clasi�car

correctamente cáncer de seno al 82 % en bases de datos privadas de imágenes, con

lo cual mejora al 97.8 % mediante análisis secuencial e incluso generalizando sus

resultados a la detección de microcalci�caciones en mamografías. Asímismo, se

han encontrado buenas tasas de clasi�cación en aplicaciones como la detección

de tuberculosis por medio de radiogra�a de tórax [12] e inspección de calidad de

super�cies de relojes [13].

Notemos que si q2 = p2 = 1, tenemos el modelo clásico de modelo ARMA, y

similarmente, tenemos resultados análogos al modelo ARMA clásico extendido a

los modelos 2D-ARMA, esto resulta por ser de diferente naturaleza y aplicacio-

nes, ya que están íntimamente relacionados. En el caso de que p1 = p2 = 1, se le

conoce como un modelo 2D-MA(q1, q2).

A partir de un modelo 2D-ARMA(p1, p2, q1, q2), es posible obtener los polino-

mios P (z1, z2) =
∑p1

i=1

∑p2
j=1 φi,jz

i−1
1 zj−1

2 , Q(z1, z2) =
∑q1

i=1

∑q2
j=1 θi,jz

i−1
1 zj−1

2 .

Si el polinomio P no se anula en el disco unitario, entonces al modelo se le lla-

mará modelo reversible. Una propiedad importante de los modelos reversibles es

que todo 2D-ARMA(p1, p2, q1, q2) puede ser llevado a un modelo asintótico 2D-

MA(o1, o2) (o1, o2 → ∞) reversible, es decir, todo modelo 2D-ARMA puede ser

aproximado asintóticamente como un modelo 2D-MA, lo cual permite la optimi-

zación en tiempo y memoria de algoritmos que usen tales modelos.

Observemos que dado que nos interesa el modelo 2D-ARMA, podemos supo-
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ner que cada modelo ARMA tiene un modelo autoregresivo reversible, esto es

posible hacerlo al considerar la serie formal de potencias:

Q(z1, z2)

P (z1, z2)
=
∞∑
i=1

∞∑
j=1

gi,jz
i−1
1 zj−1

2 .

Es de observar que los coe�cientes gi,j pueden ser obtenidos recursivamente me-

diante la igualdad de:

gi,j = θi,j −
∑

1≤k≤i,1≤l≤j,(k,l) 6=(1,1)

gi−k+1,j−l+1φk,l.

Así, podemos truncar los coe�cientes gi,j a órdenes su�cientemente grandes

o1, o2 para obtener una aproximación del modelo 2D-ARMA mediante un modelo

2D-MA. Entonces podemos tratar un modelo 2D-ARMA(p1, p2, q1, q2) como un

modelo 2D-MA(o1, o2) de modo asintótico.

1.2. Elementos de probabilidad libre y matrices

aleatorias

Las matrices de Wishart compuestas fueron introducidas por Speicher [6] en

el año 1998 y posteriormente estudiados por Bryc [7] en 2008, estas pueden expre-

sarse mediante una suma ponderada de matrices de Wishart y aparecen de modo

natural como matrices de covarianza de muestreos correlacionados [3, 10, 11].

Asímismo, éstas son útiles en el análisis de algunos modelos estadísticos [2, 4] y

pueden ser vistas como matrices de Wishart parametrizadas ([7]).

Así, en esta sección tendremos como objetivo dar los elementos para comprender

el comportamiento de los cumulantes de trazas de modelos de Wishart compues-

tos a de�nir.
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De�nición 2. De�nimos una matriz de Wishart compuesta como una familia

de matrices aleatorias que satisface:

W(d/n,D) = ZtDZ, (d/n,D) ∈ Θ ⊂ ΘCW = ∪n∈NΘn
CW

donde Θn
CW = ∪d∈N,d≥n{(d/n,D) ∈ Q×H+

d (R)} y Z una matriz de dimensión

d× n con entradas independientes idénticamente distribuidas como N (0, 1√
n
).

De�nición 3. Para cada ν = (λ,D) ∈ ΘCW , de�nimos su versión ampli�ca-

da de orden k como νk = (λ,D ⊗ Ik) ∈ ΘCW ,∀k ∈ N.

Como observaciones, destacamos que la diferencia que existe entre la matriz

de Wishart y la matriz de Wishart compuesta, es que esta última generaliza el

caso de una matriz hermitiana de�nida positiva diferente a la identidad, además

que el espacio parámetrico carga información respecto a un racional desde la

dimensión de la matriz hermitiana de�nida positiva hasta racionales más peque-

ños de su dimensión. Por otro lado, la versión ampli�cada de un parámetro toma

blockes de la matriz D (al tomar tensor con la matriz identidad), �jando el racio-

nal asociado a la dimensión de D. Esta versión ampli�cada, servirá para de�nir

en el Caítulo 2 una cantidad pivotal asintótica al tomar potencias de orden l sobre

un matriz de Wishart compuesta asociada a una versión ampli�cada.

Así, para de�nir tal cantidad pivotal, es necesario �jar algunas de�niciones a

usar, para ello en nuestro estudio futuro consideramos trabajar sobre un espa-

cio de probabilidad �jo (Ω,F ,P). Procedamos a �jar notación para una variable

aleatoria X, denotamos por mk(X) = E(Xk) el k-ésimo momento centrado de

X , por Tr la traza y por tr = Tr
N

la traza normalizada de una matrizN×N . Ade-

más denotemos a mk(A) = tr(Ak) para una matriz cuadrada A. Procedamos a

recordar algunos conceptos básicos sobre particiones y permutaciones tomados

de Redelmeier [5].
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De�nición 4.

1. De�nimos a [n] = {1, 2, ..., n} para n ∈ N y para cualquier conjunto S

�nito, denotamos a |S| como su cardinalidad.

2. Una partición π = {V1, ..., Vk} ∈ 2S de un conjunto �nito S es una fa-

milia de subconjuntos de S no vacios, disjuntos por parejas y cuya unión

es S. De�nimos a P (S) como el conjunto de todas las particiones de S, y

de�nimos a P (n) := P ([n])

Introduzcamos de forma combinatoria los cumulantes clásicos, así como ele-

mentos de particiones y permutaciones, los cuales servirán para examinar la traza

de polinomios en matrices aleatorias mediante el estudio de Redelmeier [5].

De�nición 5. Sea A el álgebra de las variables aleatorias reales que tienen

todos sus momentos �nitos. De�namos funciones multi-lineales Kπ : An → R

(π ∈ P (n), n ∈ N) inductivamente por las relaciones cumulantes-momentos:

1. Para n ∈ N y X1, ..., Xn ∈ A, E(X1 . . . Xn) =
∑

π∈P (n)Kπ(X1, ..., Xn).

2. Para n ∈ N y π ∈ P (n), Kπ(X1, ..., Xn) =
∏

V ∈π KV (X1, ..., Xn).

3. Para π ∈ P (n) y V ∈, KV (X1, ..., Xn) = Kid|V |(Xj1 , ..., Xj|V |) donde V =

{j1, ..., j|V |} con j1 < j2 < ... < j|V |.

A tales funciones multi-linealesKπ les llamamos cumulantes clásicos. ConKn =

Kidn y Kn(X) = Kn(X, ..., X) (n-veces).

En teoría de matrices aleatorias y probabilidad libre, muchos resultados se

basan en el cálculo de la distribución de valores propios asintóticos de matrices

aleatorias grandes ([2, 3, 10, 11]). Una de las líneas de investigación hoy en día
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es sobre los resultados más profundos sobre teoría de �uctuaciones de matrices

aleatorias. El hecho fundamental en la teoría es que la �uctuación Tr(W l
νn) −

E(Tr(W l
νn))) se distribuye asintóticamente normal si la matriz determinista Dn

(νn = (dn/n,Dn) ∈ Θn
CW ) tiene los momentos límite limn→∞tr(D

l
n) (l ∈ N).

Uno de los hechos más notables es que la varianza de la �uctuación límite se pue-

de describir como un polinomio de los momentos límite de las partes determinis-

tas (Redelmeier [5]). Hoy en día, este fenómeno se entiende como un resultado de

la libertad de segundo orden. Esta contiene más información que la libertad, que

es el concepto básico de la teoría de la probabilidad libre, la cual fue desarollada

extensivamente después por Voiculescu (mencionado en [6]) e incluye estrategias

para entender el comportamiento asintótico colectivo de conjuntos matriciales

aleatorias. De este modo, es necesario de�nir y desarollar algunos elementos que

nos serán de útilidad en las siguientes secciones.

De�nición 6.

1. Para cualquier subconjunto S de números naturales, escribimos −S =

{−j ∈ Z|j ∈ S} y ±S = S ∪ (−S) ⊂ Z− {0}.

2. Denotamos por S(I) el grupo de permutación del conjunto �nito I . Escri-

bimos Sl = S([l]).

3. Para cualquier permutación π, denotamos por #π el número de ciclos de

π. Usamos el mismo símbolo π para la partición generada por sus órbitas.
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De�nición 7. Para cualquier matriz auto adjunta A ∈ Mn(R) y permuta-

ción πS(±[n]), con la notación de ciclo π = η1η2 . . . ηp, establecemos trπ(A) =∏p
j=1m|ηj |(A).

Usamos la misma notación para el caso de matrices aleatorias. Recordemos

algunas nociones de pre-mapeos:

De�nición 8. Sea I ⊂ Z−{0} un conjunto �nito de enteros que no contenga

k,−k para cualquier k ∈ N.

1. Se dice que una permutación π ∈ S(±I) es un pre-mapeo si π(k) =

−π−1(−k) y ningún ciclo contiene tanto k como−k para cualquier k ∈ I .

Denotamos por PM(±I) al conjunto de todos los pre-mapeos en S(±I).

Escribimos PMl = PM(±[l]).

2. Para cualquier pre-mapeo π ∈ PM(±I), un ciclo (c1, ..., cm) de π es par-

ticular si ck0 > 0 donde k0 = argmink=1,...,m|ck|.

3. Denotamos [π/2] al conjunto de todos los elementos que aparecen en ciclos

particulares de π. De�namos π/2 ∈ S([π/2]) a la permutación generada a

partir de ciclos particulares de π.

4. Denotemos a δ ∈ S(±[n]) la permutación generada por δ(−k) = k.

5. Para π ∈ Sl, de�nimos π+, π− ∈ PMl por π+ la permutación π consi-

derada como permutación en ±I (donde esta actúa trivialmente en todo

elemento fuera de ±I) y a π− = δπ+δ.

Es de notar que por de�nición la inversa de un pre-mapeo es un pre-mapeo

y η−1
− πη+ es un pre-mapeo para π ∈ PM(±I), η ∈ S(I).



1.2. ELEMENTOS DE PROBABILIDAD LIBRE Y MATRICES ALEATORIAS 9

De�nición 9.De�nimos a la característica de Euler de π ∈ PMl con respecto

a η ∈ S2l por:

χ(η, π) = #((η+η
−1
− )/2) + #(π/2) + #((η−1

− πη+)/2)− |I|.

De�nición 10. Sea π, η ∈ S(I), denotamos por π∨η = idI si para cualquier

k, l ∈ I distintas, existen v1, ...v2m ∈ I y V1, ..., Vm ∈ π y W1, ...,Wm ∈ η con

v2j, v2j+1 ∈ Vj , v2j−1, vj ∈ Wj para cualquier j ≤ m, y (k, l) = (v1, v2m+1) ó

(k, l) = (v2m+1, v1). Si π satisface esta condición para η, decimos que π conecta

todos los bloques de η.

Los siguientes lemas son tomados de Redelmeier [5]. Usaremos tales lemas

al explorar el comportamiento asintótico de la expansión del género de matrices

compuestas de Wishart.

Lema 1. Sea η ∈ Sn y {V1, ..., Vr} ∈ P (n) las órbitas de η. Supongamos

que π ∈ PMn conecta la partición η±, es decir, π ∨ η± = id±[n]. Entonces

χ(η, π) ≤ 2.

A continuación presentamos una consecuencia de la fórmula de inversión de

Moebius dada por Redelmeier [5].

Lema 2. Sea f, g : {I ⊂ [n]} → C, entonces lo siguiente es equivalente:

g(I) =
∑
I⊂J

f(J);

f(I) =
∑
I⊂J

(−1)J−Ig(J).

Lema3.Consideremos una matriz de Wishart compuesta {Wλ ∈MN(R)}λ∈Λ
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con Wλk = ZtDλkZ para 1 ≤ k ≤ n. Sea η ∈ Sn y Y1, ..., Yn matrices aleatorias

independientes de Wλk de dimensiones n× n, entonces

E(trη(Wλ1
Y1, ...,WλnYn)) =

∑
π∈PM(±[n])

Nχ(η,π)−2#(η)trη−1 (Dλ1
, ..., Dλn )E(tr

(η−1
− πη+)/2

(Y1, ..., Yn)).

Así, los dos lemas anteriores y la relación cumulantes-momentos implica:

Lema 4. Para cualquier ν = (d/n,D) ∈ Θ, tenemos que

Kr(Tr(W l
ν)) =

∑
π∈PMlr,π∨η±=id±[lr]

nχ(η,π)−r(
d

n
)#(π/2)trπ/2(D)

donde η = (1, ..., l)(l, l + 1, ..., 2l)...((r − 1)l, ..., rl).



Capítulo 2

Equivalentes Deterministas Libres

para 2D-ARMA

En este capítulo introducimos los equivalentes deterministas libres (EDL) de-

�nidos por Speicher y Vargas [9] y la aplicación a los modelos 2D-ARMA con-

siderados en [1]. Neu y Speicher [18] relacionan por primera vez el uso de ope-

radores abstractos cercanos para el tratamiento de matrices aleatorias grandes,

in�uenciados por los trabajos de Marchenko-Pastur [21] y Voiculescu [20]. En

[9] se somete la heuristica propuesta por [18, 19] y se señala que tales objetos

eran conocidos como un método de aproximación de la transformada de Cauchy

de matrices aleatorias en la literatura de comunicación inalámbrica. Más pre-

cisamente, mientras que la transformada de Cauchy del equivalente determista

libre se aproxima a la transformada de Cauchy de la matriz aleatoria. Es decir, la

aproximación a nivel de operadores hace posible aproximar una amplia clase de

matrices aleatorias como polinomios de gaussianas y deterministas.

El equivalente determinista libre también permite aproximar matrices aleatorias

al nivel de la �uctuación de los momentos mediante sus cumulantes. Esto se rea-

liza reemplazando cada variable aleatoria gaussiana en las entradas por una ma-

11
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triz aleatoria gaussiana de “tamaño in�nito”. Análogamente, se obtiene tal equi-

valente tomando el límite de los modelos ampli�cados mediante la De�nición

3 del Capítulo 1, es decir, las matrices se copian tomando el producto tensorial

con identidad y las matrices aleatorias gaussianianas se amplían simplemente

aumentando el número de i.i.d. entradas.

2.1. Equivalentes Deterministas Libres (EDL)

El objetivo de esta sección es de�nir una cantidad pivotal, la cual sea función

de Tr(W l
ν), es decir, una cantidad pivotal en función de la traza de la versión

ampli�cada de un modelo de Wishart compuesto. Para encontrar tal cantidad pi-

votal se de�nira el Z-Score Equivalente Determinista Libre, y para probar que

es una cantidad pivotal y con distribución límite normal estándar, se usarán la

teoría de �uctuaciones de [5] mediante el Lema 4.

De�nición 11. El Z-Score Equivalente Determinista Libre de orden l ∈ N de

una pareja ν, ν0 ∈ ΘCW y ν0 un parámetro conocido como la variable aleatoria

dada por:

Zl(ν0|ν) =
Tr(W l

ν0
)− µl(ν)√

V arl(ν)

donde µl(ν) = limk→∞E(Tr(W l
νk

))/k, V arl(ν) = limk→∞V ar(Tr(W
l
νk

)) .

Es importante observar que si ν = (λ,D) ∈ ΘCW , entonces los límites

µl(ν) = limk→∞E(Tr(W l
νk

))/k y V arl(ν) = limk→∞V ar(Tr(W
l
νk

)) siempre

existen y pueden ser escritos como polinomios en tr(Dk). A partir de este con-

cepto, es posible enunciar el siguiente teorema con implicaciones en modelos

2D-ARMA, tal teorema nos da hipótesis para la convergencia en distribución del

Z-Score equivalente determinista libre.
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Teorema 1. Si νn = (dn/n,Dn) ∈ Θn
CW es una sucesión de parámetros y

para algún l ∈ N se tiene que:

ĺım
n→∞

||Dn||√
tr(D2

n)
= o(n1/3l),

entonces Zl(νn|νn) converge en distribución a N (0, 1) cuando n→∞.

Por ||Dn|| denotamos la norma espectal de la matriz Dn, es decir, el máximo

valor singular de una matriz. Intuitivamente, puede pensarse como la máxima

“escala”, mediante la cual la matriz puede “extender” un vector.

Primeramente probaremos que el Z-Score Equivalente Determinista Libre es-

ta bien de�nido, es decir, que µl(ν), V arl(ν) existen. Más aún, encontremos un

comportamiento de ellos.

Lema 5. Sea:

αl =
∑

π∈PMl,χ(γl,π)=2

λ#(π/2)trπ/2(D),

βl =
∑

π∈PMl,χ(γl,π)=1

λ#(π/2)trπ/2(D),

entonces µl(ν) = limk→∞E(Tr(W l
νk

))/k = nαl + βl donde γl = (1, 2, ..., l) y

λ = d/n. En particular µl(ν) esta bien de�nido, y desarollando la sumas ante-

riores µ1(ν) = nm1 y µ2(ν) = n(m2 + m2
1) + m2, con mk = mk(D) de�nido

anteriormente para todo k ∈ N.
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Demostración. Sea γl = (1, ..., l), entonces usando el Lema 4. tenemos que:

µl(ν) = limk→∞E(Tr(W l
νk))/k

= limk→∞k
−1

∑
π∈PMl,π∨γlid±[l]

nχ(γl,π)−1(
d

n
)#(π/2)trπ/2(D ⊗ Ik)

= limk→∞k
−1

∑
π∈PMl,π∨γlid±[l]

knχ(γl,π)−1(
d

n
)#(π/2)trπ/2(D)

=
∑

π∈PMl,π∨γl=id±[l]

nχ(γl,π)−1(
d

n
)#(π/2)trπ/2(D),

Finalmente por el Lema 1χ(γl, π) ≤ 2, y por tanto separando los sumandos como

dos sumandos, tenemos que µl(ν) = nαl + βl.

Por otro lado PM2 = {id, π1 = (1, 2)(1, 2), π2 = (1, 2)(1, 2)}, así que para

γ2 = (1, 2), tenemos que χ(γ2, id) = χ(γ2, π1) = 2, χ(γ2, π2) = 1, de donde

µ2(ν) = nα2 + β2 = n(tr(D2) + (tr(D))2) + tr(D2) = n(m2 + m2
1) + m2, y

para γ1 = id, tenemos que χ(γ1, id) = 4, χ(γ2, π1) = χ(γ2, π2) = 2, por tanto

µ1(ν) = nα1 = ntr(D) = nm1, tenemos lo deseado.

Observemos que para n = 1, 2, tenemos que E(Tr(W l
ν)) = µ1(ν). Prosiga-

mos a enunciar y probar un lema que nos será de útilidad para encontrar cotas

en V arl(ν).
Lema 6. Se tiene que:

V arl(ν) = limk→∞V ar(Tr(W
l
νk)) =

∑
π∈PM2l,π∨{±V1,±V2}=id±[2l],χ(γl,π)=2

λ#(π/2)trπ/2(D)

donde γl = (1, 2, ..., l)(l + 1, l + 2, ..., 2l), V1 = {1, 2, ..., l}, V2 = {l + 1, l +

2, ..., 2l} son particiones de γl, y λ = d/n. En particular, V ar1(ν) = 2λm2 y

V ar2(ν) = 2(4λ3m2
1m2 + 2λ2m2

2 + 8λ2m1m3 + 4λm4) con mk = mk(D).

Demostración. Sea γ1, V1, V2 y λ como en el enunciado. Notemos que usando el
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Lema 3, tenemos que:

V ar1(ν) = limk→∞V ar(Tr(W
l
νk))

= limk→∞K2(Tr(W l
νk))

= limk→∞
∑

π∈PM2l,π∨γl=id±[2l]

nχ(γl,π)−2(
d

n
)#(π/2)trπ/2(D ⊗ Ik).

Dado que por el Lema 1, χ(γl, π) ≤ 2 y ya que γl = (V1)(V2), entonces

χ(γl, π) ≥ 2, y así χ(γl, π) = 2. Por ende:

V ar1(ν) = limk→∞
∑

π∈PM2l,π∨γl=id±[2l]

nχ(γl,π)−2(
d

n
)#(π/2)trπ/2(D)

= limk→∞
∑

π∈PM2l,π∨γl=id±[2l]

nχ(γl,π)−2(
d

n
)#(π/2)trπ/2(D)

= limk→∞
∑

π∈PM2l,π∨γl=id±[2l],χ(γl,π)=2

λ#(π/2)trπ/2(D)

=
∑

π∈PM2l,π∨{±V1,±V2}=id±[2l],χ(γl,π)=2

λ#(π/2)trπ/2(D).

Para el casoV ar1(ν), comoπ∨{±V1,±V2} = id±[2] si y solo si π/2 = (1, 2), (1,−2)

y de donde V ar1(ν) = λm2 + λm2 = 2λm2.

Para el caso V ar2(ν), como π ∨ {±V1,±V2} = id±[4] si y solo si π/2 pertenece

al conjunto.

{(1)(3)(2, 4), (1)(4)(2, 3), (2)(3)(1, 4), (2)(4)(1, 3), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3),

(1)(2, 3, 4), (1)(2, 4, 3), (2)(1, 3, 4), (2)(1, 4, 3), (3)(1, 2, 4), (3)(1, 4, 2),

(4)(1, 2, 3), (4)(1, 3, 2), (1, 2, 3, 4), (1, 2, 4, 3), (1, 4, 3, 2), (1, 3, 4, 2), (1)(3)(2, 4),

(1)(4)(2, 3), (2)(3)(1, 4), (2)(4)(1, 3), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3), (1)(2, 3, 4),

(1)(2, 4, 3), (2)(1, 3, 4), (2)(1, 4, 3), (3)(1, 2, 4), (3)(1, 4, 2),

(4)(1, 2, 3), (4)(1, 3, 2), (1, 2, 3, 4), (1, 2, 4, 3), (1, 4, 3, 2), (1, 3, 4, 2)}.

Al contar los pre-mapeos del mismo tipo de ciclo, tenemos queV ar2(ν) = 2(4λ3m2
1m2+

2λ2m2
2 + 8λ2m1m3 + 4λm4). Así, tenemos lo deseado.
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Efectuemos un cambio de notación de ν = (d/n,D) a ν = (d/N,D), esto

fue debido a que se le dará interpretación a N cuando se trabaje en un contexto

de modelos 2D-ARMA.

Procedamos a dar una cota inferior para V arl(ν) mediante el siguiente lema:

Lema 7. Se tiene que V arl(ν) ≥ (dN−1m2(D))l.

Demostración. Por [5], tenemos que existe π ∈ PM2l tal que π/2 = (1, l +

1)(2, l+2)...(l, 2l). Por tanto, π satisface π∨{±V1,±V2} = id±[2l] yχ(γ2, π) = 2.

Además por construcción de π/2, tenemos que trπ/2(D) = m2(D)l, de donde al

usar el Lema 6, obtenemos:

V arl(ν) =
∑

π∈PM2l,π∨{±V1,±V2}=id±[2l],χ(γl,π)=2

λ#(π/2)trπ/2(D) ≥ (d/N)lm2(D)l

así, V arl(ν) ≥ (dN−1m2(D))l y tenemos lo deseado.

SeaX una matriz, de�namosR(X) como el cociente del operador de la norma

deX y su norma de Frobenious normalizada, es decir,R(X) = ||X||/
√
tr(X ∗X).

El siguiente lema nos permite acotar los cumulantes clásicos de Zl(ν|ν) con

ν = (d/n,D), para posteriormente poder probar el Teorema 1 en la situación

límite.

Lema 8. Sea Zl(ν|ν) con ν = (d/n,D) de�nido mediante la De�nición 12.

Entonces para todo r ≥ 3 se tiene:

|K1(Zl(ν|ν))| ≤ R(D)l
|PMl|
n

,

|K2(Zl(ν|ν))− 1| ≤ R(D)2l |PM2l|
n

,

|Kr(Zl(ν|ν))| ≤ R(D)rl
|PMrl|
nr−2

.

Demostración. De�namos γr = (1, 2, ..., l)(l+1, l+2, ..., 2)((r−1)l+1, (r1)l+

2, ..., rl). Por el Lema 4, Lema 5 y Lema 6, al restar las igualdades respectivamente,
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tenemos:

K1(Tr(W l
ν))− µl(ν) =

∑
π∈PMl,π∨γ1=id±[l],χ(γ1,π)≤0

nχ(γ1,π)−1(
d

n
)#(π/2)trπ/2(D),

K2(Tr(W l
ν))−V arl(ν) =

∑
π∈PM2l,π∨γ2=id±[2l],χ(γ2,π)≤1

nχ(γ2,π)−2(
d

n
)#(π/2)trπ/2(D).

Por otro lado, por el Lema 1 (d/n)#π/2trπ/2[D] ≤ (d/n)l|D|l y por el Lema 7

V arl(ν) ≥ (dN−1m2(D))l. Por tanto, dividiendo las dos igualdades por las po-

tencias respectivas de V arl(ν) y acotando los sumandos, tenemos las igualdades

deseadas. La última igualdad puedes ser obtenida de modo análogo.

A partir de ahora ya disponemos de las herramientas desarrolladas para pro-

bar el Teorema 1, la demostración puede ser también vista en [1] y la presentamos

a continuación.

Teorema 1. Si νn = (dn/n,Dn) ∈ Θn
CW es una sucesión de parámetros y

para algún l ∈ N se tiene que:

ĺım
n→∞

||Dn||√
tr(D2

n)
= o(n1/3l),

entonces Zl(νn|νn) converge en distribución a N (0, 1) cuando n→∞.

Demostración. Observemos que por el Lema 8, limn→∞Kr(Zl(νn|νn)) = o(1) si

r 6= 2 y si r = 2, tenemos que limn→∞K2(Zl(νn|νn)) = 1 + o(1). Dado que

la única distribución con cumulantes clásicos de orden mayor a dos nulos es la

normal, con media el primer cumulante, (en este caso cero) y varianza (en este

caso unitaria), concluimos que la distribución asintótica de Zl(νn|νn) converge a

una distribución normal estándar.
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2.2. Aplicación a modelos 2D-ARMA

El objetivo de esta sección es efectuar un puente entre los equivalentes deter-

ministas libres y enfatizarlo en modelos 2D-ARMA introducidos en [8], la cone-

xión es posible debido a la observación efectuada en la Sección 1.1, donde men-

cionamos que todo modelo 2D-ARMA puede ser llevado de modo asintótico a un

modelo 2D-MA, y a través del mismo obtener una matriz de Wishart compuesta,

de la cual usamos el Teorema 1 para la obtención de una cantidad pivotal asocia-

da a los modelos 2D-ARMA introducidos en [8]. La interpretación del resultado

y su relación con [8], radica en que cuando el tamaño de la imagen de rayos X

(producto de las dimensiones) y la muestra tiendan al in�nito con la restricción

de que la cantidad de muestra menor o igual al tamaño de la imagen, tendremos

una cantidad pivotal con convergencia en distribución a la normal estándar. Es

decir, tendremos una cantidad pivotal con interpretación en imágenes de rayos

X por [8].

De este modo, dado que es posible convertir todo modelo 2D-ARMA a un

modelo 2D-MA de modo asintótico, nuestro problema se reduce a considerar

modelos 2D-MA. Por otro lado, debido a que los modelos 2D-ARMA provienen

de imágenes obtenidas por rayos X, es razonable considerar muestras de rayos

X independientes e idénticamente distribuidas, es decir, consideremos N mues-

tras independientes e idénticamente distribuidas yh,w(n) con distribución 2D-

MA(q1, q2) donde (h,w, n) ∈ {1, ..., H}×{1, ....,W}×{1, ...., N}. Recordemos

que la interpretación de H y W representan las dimensiones del modelo 2D-MA

(o bien el tamaño de las imágenes de rayos X).
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Formalizando lo anterior consideramos:

yh,w(n) =

q1∑
i=1

q2∑
j=1

θi,jεh−i+1,w−j+1(n)

donde θ = (θi,j) ∈ Mq1×q2(R) son matrices de parámetros con θ1,1 6= 0 y

{εn,m|n,m ∈ Z} es una familia de v.a.i.i.d. con distribución normal estándar.

Notemos que podemos inmediatamente considerar la matriz Y ∈ MHH×N(R)

de�nida como Yh(W−1)+w,n = yh,w(n)/
√
N . A su vez, observemos que del mis-

mo modo podemos de�nir una matriz de Wishart compuesta del modelo 2D-MA

subyacente, para ello usemos la matriz de coe�cientes θ y H,W para su cons-

trucción, de�niendo primeramente a He = H − 1 + q1,We = W + 1 − q2 y

procediendo a de�nir B ∈MHW×HeWe(R) como:

B(h−1)W+w,(h+i−2)We+j+w−1 = θi,j

donde 1 ≤ h ≤ H, 1 ≤ w ≤ W, 1 ≤ i ≤ q1, 1 ≤ j ≤ q2 y las otras entradas cero.

A partir de Y yB es conocido que Y tY converge en distribución a la distribu-

ción deW(HeWe/N,BTB), como variables aleatorias enMN(R). Más aún, podemos

probar un resultado muy similar al presentado en el Teorema 1 al cual involucra

la traza de Y tY. Por ello, procedemos a las siguientes de�niciones, lemas y teore-

ma cuyo objetivo radica en probar tal hecho. La interpretación obtenida para el

caso de rayos X se encuentra en que cuando la calidad de la imagen y la muestra

tiendan al in�nito con la restricción de que la calidad de la misma sea mayor o

igual a la muestra, tendremos una cantidad pivotal (el Z-Score equivalente deter-

minista libre) que converge en distribución a una normal estándar.

De�nición 12. De�nimos una matriz de Wishart compuesta para un modelo

2D-MA(q1, q2) como una familia (Wν)ν∈ΘMA
donde:

ΘMA = ∪He,We,N∈N,HeWe≥N{(HeWe/N,B
tB)|q1, q2 ∈ N, θ ∈Mq1×q2(R), θ1,1 6= 0}.
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Nos interesa usar el Teorema 1 para probar que Zl converge en distribución a

una normal estándar en el caso de matrices de Wishart compuestas de un modelo

2D-MA. Por ello nos interesa encontrar cotas asintóticas deBtB mediante el uso

de normas matriciales y de sucesiones, por tanto, recordemos algunas propieda-

des.

Consideremos una sucesión c = (cn)n∈Z no cero, excepto en un número �nito de

índices. Una sucesión c = (cn)∞n=0 lo tratamos como una sucesión c = (cn)n∈Z

con cn = 0 para cualquier n < 0. De�namos la transformada de Fourier de c

como:

ĉ(ξ) =
∑
n∈Z

cnexp(−inξ), ξ ∈ [0, 2π].

Sea tc un operador en un subespacio denso del espacio de Hilbert de sucesio-

nes con norma acotada l2(Z) = {(an)n∈Z| ||an||2 =
√∑

n∈Z |an|2 < ∞} de-

�nido por (tc)i,j = cj−i. Entonces es conocido que tc es unitario y equivalente

al operador de multiplicación de ĉ en L2([0, 2π]), por tanto ||tc|| = ||ĉ||∞ =

supξ∈[0,2π]|ĉ(ξ)|≤||c||1=
∑
n∈Z |cn|<∞. En particular, tc es acotado y bien de�nido en

l2(Z).

Por otro lado, de�nimos la matriz de Toeplitz Tc ∈ MH(R) de la sucesión c

de�nida como (Tc)i,j = cj−i para i, j = 1, 2, ..., H . Entonces Tc satisface por

construcción que Tc ≤ tc ≤ ||c||1.

El siguiente Lema encuentra cotas del cociente R(BtB), el cual recordemos

es el cociente de la norma y su norma de Frobenius normalizada. A través de tal

cota podemos usar el Teorema 1 y obtener el resuldato de asintóticidad deseado

para modelos 2D-MA.
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Lema 9. Sea D = BtB y ζ = HeWe/HW . Entonces se satisface:

tr(D2) ≥ ζ−1||θ||22,

||D|| ≤ ||θ||21,

R(D) ≤
√
ζ||θ||21/||θ||2.

Demostración. Observemos que por de�nición:

Tr(BtBByB) =
∑

(i,i1,i2,i3,j,j1,j2,j3)∈S

θi,jθi1,j1θi2,j2θi3,j3

donde S ⊂ [q1]4 × [q2]4 de�nido como (i, i1, i2, i3, j, j1, j2, j3) ∈ S si existen

h, h′ ∈ [H], w,w′ ∈ [W ] tal que:

h+ i = h+ i3, w + j = w + j3, h+ i1 = h+ i2, w + j1 = w + j2.

Sumando solamente los términos cuyos índices corresponden al caso h = h′, w =

w′, tenemos que tr(D2) es mayor o igual a tales sumandos que son HW ||θ||22 =

ζ−1||θ||22. Así, tenemos la primera desiguadad.

De�namos la matriz V de HW × HeWe por V(h−1)W+1,(h−1)We+w = 1 donde

1 ≤ w ≤ W y 1 ≤ h ≤ H , y las otras entradas cero.

De�namos la matriz T de tamaño HeWe × HeWe para 1 ≤ w ≤ We y 1 ≤

h ≤ He, T(h−1)We+w,(h+i−2)We+j+w−1 = θi,j , donde 1 ≤ i ≤ q1, 1 ≤ j ≤ q2 con

(h + i − 2)We + j + w − 1 ≤ HeWe y las otras entradas nulas. Entonces por

construcción B = V T . Más aún, de�namos la sucesión c = (cn)0≤n≤HeWe por

c(i−1)We+j−1 = θi,j para 1 ≤ i ≤ q1, 1 ≤ j ≤ q2 y cero de otra modo. Entonces T

es igual a la matriz triangular superior de Toeplitz Tc por de�nición. Denotemos

ci(n) = θi,n, y sea S una matriz HeWe × HeWe nilpotente con Si,i+1 = 1,1 ≤

i ≤ HeWe, y las otras entradas son cero. Por tanto, hay m ∈ N tal que:

Tc =

q1∑
i=1

S(i−1)mTci .
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Así, tenemos queTc ≤
∑q1

i=1 ||Tci ||, yD ≤ ||Tc||2||V tV || ≤ ||Tc||2 ≤ (
∑q1

i=1 ||Tci ||)2.

Dado que ||Tci || ≤ ||ci||1, entonces ||D|| ≤ ||θ||21.

Finalmente, dado que R(D) = ||D||/
√
tr(D2) ≤ ||θ||21√

ξ−1||θ||22
=
√
ζ||θ||21/||θ||2.

Finalizamos la sección y el capítulo enunciando y demostrando el teorema

principal de esta sección, en el cual encontramos que el Z-Score equivalente de-

terminista libre de cualquier orden converge en distribución a una normal están-

dar (tal demostración puede ser también vista en [1]). La interpretación de este

hecho en imágenes de rayos X como mencionamos se encuentra en que, cuando

la muestra y la calidad de las imágenes obtenidas tiendan al in�nito con la mues-

tra creciendo a un ritmo menor o igual al de la calidad de las imágenes, entonces

el Z-Score equivalente determinista libre de cualquier orden es una cantidad pi-

votal.

Teorema 2. Para un modelo 2D-MA(q1, q2) �jo con matriz de parámetros θ ∈

Mq1,q2(R), sea νN = (HeWe/N,B
tB) construido como anteriormente. Entonces

para todo l ∈ N la distribución del Z-Score equivalente determinista libre de

orden l, Zl(νN |νN) converge en distribución a N (0, 1) cuando N,HW → ∞

con HW ≥ N .

Demostración. Por el Lema 9, R(DN) ≤
√
HeWe/HW ||θ||21/||θ||2, entonces:

R(DN) ≤
√
HeWe/HW ||θ||21/||θ||2 → ||θ||21/||θ||2

cuando N,HW →∞ con HW ≥ N .

Finalmente, por el Teorema 1 y ya que θ es �jo, tenemos que para todo l ∈ N,

Zl(νN |νN) converge en distribución aN (0, 1) cuandoN,HW →∞ conHW ≥

N .



Capítulo 3

EDL con errores función de

Poisson para 2D-ARMA

El objetivo de este capítulo es presentar una propuesta de modelaje diferente

a los modelos 2D-ARMA introducidos por Zielinski et al. [8] en 2010. Nuestra pro-

puesta surge de la misma naturaleza dada por el problema inicial del modelado

en imágenes de radiografías y mamografías, pero a diferencia de los modelos 2D-

ARMA considerados por [8], nosotros consideramos la distribución de los errores

como una centralización de la transformación de estabilización de varianza de la

distribución Poisson. En la Sección 3.1 abordaremos el motivo que origina nues-

tro cambio de modelaje en los errores y el nuevo modelo propuesto. La Sección

3.2 contiene las modi�caciones a tomar en los equivalentes deterministas libres,

así como la prueba límite de considerar errores la transformada de Anscombe

centrada. La Sección 3.3 efectúa las adecuaciones para el caso 2D-ARMA, y la

aplicación de los equivalentes deterministas libres bajo nuestra modi�cación. Fi-

nalmente, la Sección 3.4 expone un estudio de simulación con la �nalidad de

analizar la velocidad de convergencia de las cantidades pivotales halladas con

nuestra propuesta de modelaje y compararlas con las del Capítulo 2.

23
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3.1. 2D-ARMA con errores función de Poisson

Los modelos 2D-ARMA en [8] fueron introducidos para abordar la problemá-

tica natural de trabajar en un contexto de imágenes de rayos X, llegando a ser

objeto de estudio en una amplia variedad de campos. Uno de los primeros usos

de los rayos X fue en el campo médico para obtener información sobre el interior

del cuerpo sin disección. Además de la técnica básica de imágenes de rayos X

de cortes �jos, se han desarrollado varios sistemas de imágenes, como lo son los

ultrasonidos y las imágenes por resonancia magnética. Un haz de rayos X es par-

cialmente absorbido por estructuras internas del cuerpo en un proceso conocido

como atenuación, y el detector en el otro lado del cuerpo absorbe estos rayos X

atenuados para producir una imagen de rayos X. Muchos de los algoritmos exis-

tentes en la literatura clásica de procesamiento de imágenes y señales considera

que el ruido de una imagen de rayos X se distribuye Poisson (Cesarelli M. et al.

[14]) con media representando la desviación media de fotones a través de la ima-

gen obtenida por rayos X (con media generalmente mayores a 10). Sin embargo,

tal desviación media de fotones varía de imagen a imagen en términos reales y,

por ende, la varianza del ruido de las imágenes no es necesariamente igual. De-

bido a que el parámetro de la distribución Poisson depende de la imagen, se han

introducido transformaciones de estabilización de varianza para generar tal in-

dependencia y así, tener una distribución de error independiente de la imagen. La

transformada de Anscombe dirigida al ruido de Poisson fue propuesta por Ans-

combe [16] en 1948, y se extendió a la transformada de Anscombe generalizada.

Utilizando esta transformación de estabilización de varianza y posteriormente

efectuar una centralización, el ruido función Poisson se convierte en un ruido

con distribución límite normal estándar.

En términos formales, supongamos que tenemos N imágenes tomadas por
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rayos X, Im1, ..., ImN cuyas variables aleatorias reales de los errores originados

por la desviación media de fotones a través de la i-ésima imagen están dados por

{εin,m|n,m ∈ Z}. Es razonable suponer que la familia de los errores es indepen-

diente, es decir, {εin,m|i = {1, ..., N}, n,m ∈ Z} es una familia de variables alea-

torias reales independientes. Cesarelli M. et al. [14] postulan que la distribución

de los errores es Poisson, es decir, existen λ1, ..., λN positivas, no necesariamente

iguales, tales que εin,m ∼ Poisson(λi).

Dado que V ar(Poisson(λi)) = λi y las varianzas no son necesariamente iguales,

nos vemos en la necesidad de introducir una transformación de estabilización de

varianza para los errores, debido a que es poco realista suponer que la desviación

media de fotones siempre es la misma y no varia de imagen a imagen. De este

modo, la distribución de los errores será independiente de la imagen especí�ca,

por lo tanto, tendremos una distribución de errores que podemos usar para toda

imagen obtenida por rayos X.

Observemos que tal transformación debe ser de una distribución Poisson, así con-

sideramos la transformada de Anscombe dirigida al ruido de Poisson, es decir,

consideramos la distribución de los errores como la transformada de Anscombe

de variables aleatorias independientes Poisson. Dado que nuestro interés es en

la distribución de errores, deseamos que su media sea nula, y por ello tomamos

como tal distribución la centralización de la transformada de Anscombe, y por lo

tanto, consideramos que εin,m ∼ 2
√
Poisson(λ) + 3

8
− E(2

√
Poisson(λ) + 3

8
)

para algún λ positivo, el parámetro λ puede ser interpretado en función de la

varianza de la distribución de los errores subyacentes, es decir, la variabilidad

de cada imagen pixel a pixel. Es de notar que al tomar la centralización de la

transformada de Anscombe, forzamos a que la varianza sea aproximadamente

unitaria, si estamos interesados en varianzas distintas a uno, consideramos múl-

tiplos de la centralización de la transformada de Anscombe.
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De esta forma, estaremos interesados en suponer errores tratados mediante la

centralización de la transformada de Anscombe o múltiplos de ella, con inten-

ción de la obtención de cantidades pivotales asintóticas, para posteriormente po-

der efectuar estudios de simulación para comprobar orden de convergencia de

modo empírico.

De�namos la transformación de Anscombe a trabajar en el resto del documento,

la cual de�nimos por medio de una variable aleatoria X ∼ Poisson(λ) como la

variable aleatoria Y = 2
√
X + 3

8
. Una observación importante de tal transfor-

mada es que ella es la "mejor"transformación de la clase de funciones de la forma
√
X + c que estabiliza la varianza, y en la práctica la transformada de Anscombe

estabiliza la varianza para λ ≥ 5 por las siguientes propiedades de [16].

Lema 10. La transformada de Anscombe de Y = 2
√
X + 3

8
de una variable

aleatoria X ∼ Poisson(λ) tiene las siguientes propiedades:

1. E(Y ) ∼ 2
√
λ+ 3

8
− 1

4λ1/2
+ 1

32λ3/5
.

2. V ar(Y ) ∼ 1 + 1
16λ2

.

A través de estas dos propiedades, observemos que la transformada de Ans-

combe cuando λ ≥ 5 se distribuye aproximadamente como una variable aleatoria

normal por el siguiente lema.

Lema 11. Sea X una variable aleatoria tal que X ∼ Poisson(λ), entonces

2
√
X − 2

√
λ

d−→ N (0, 1) cuando λ→∞.

Demostración. Consideremos n variables aleatorias i.i.d. {Xi}i=1,...,n tales que

Xi ∼ Poisson(λ
n
),∀i = 1, ..., n. Sea g la función de�nida sobre [0,∞) tal que:

g(x) = 2
√
x. Notemos que g es diferenciable en (0,∞) con derivada g′(x) =
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1√
x
> 0.

Por otro lado, por el teorema central del límite, tenemos que:∑n
i=1Xi

n
∼ AN (

λ

n
,

1

n

λ

n
).

Como g es diferenciable en λ > 0, las hipótesis del método delta se satisfacen de

donde:

g(

∑n
i=1 Xi

n
) ∼ AN (g(

λ

n
),
λ

n2
[g′(λ/n)]2),

2

√∑n
i=1 Xi

n
∼ AN (2

√
λ

n
,

1

n
),

√
n(2

√∑n
i=1 Xi

n
− 2

√
λ

n
)
d−→ N (0, 1).

Finalmente, dado que
∑n

i=1Xi ∼ Poisson(λ) y que la suma de variables aleato-

rias independientes Poisson es Poisson del parámetro de la suma de los paráme-

tros, entonces
∑n

i=1Xi ∼ X .

Así, obtenemos que:

2
√
X − 2

√
λ

d−→ N (0, 1)

cuando λ→∞.

Notemos que 2
√
X + 3

8
∼ 2
√
X y por ende, 2

√
X + 3

8
se distribuye aproxi-

madamente normal. Es de comentar, que la prueba del lema anterior di�ere de la

dada en [16] mediante el uso del método delta y del teorema central del limite y

no de aproximaciones en series de modo explícito.

Así, nuestras modi�caciones de interés son considerar modelos 2D-ARMA expli-

cados en De�nición 1, y con distribución de los errores {εn,m|n,m ∈ Z} una fa-

milia de v.a.i.i.d. con distribuciónσ(2
√
Poisson(λ) + 3

8
−E(2

√
Poisson(λ) + 3

8
)),

es decir, múltiplos de la centralización de la transformada de Anscombe (a tales

modelos les llamaremos 2D-ARMA de Anscombe, pese a que nosotros los propo-

nemos).
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En la siguiente sección efecturemos modi�caciones a las matrices de Wishart

compuestas considerando tal distribución de errores, probamos el caso asintótico

de nuestra modi�cación al Z-Score equivalente determinista libre y efectuamos

un estudio de simulación para observar velocidad de convergencia.

3.2. EDL con errores función de Poisson

En esta sección efectuamos adaptaciones a la teoría de equivalentes determi-

nistas libres para nuestro caso de errores dados por la transformada de Anscombe

centrada, probamos el caso asintótico del Z-Score equivalente determinista libre

adaptado a nuestra distribución de errores y efectuamos en las secciones subse-

cuentes un estudio de simulación para observar empíricamente la velocidad de

convergencia. Este estudio de simulación tiene una fuerte motivación, debido a

que el Z-Score equivalente determinista libre considera matrices con entradas

v.a.i.i.d. normales centradas de varianza 1/
√
n, y nosotros estamos interesados

en modi�caciones de tal matriz entrada por entrada, así como su velocidad de

convergencia al caso del Z-Score equivalente determinista libre con errores nor-

males. Debido a que esta última modela la distribución de los errores en los mo-

delos 2D-ARMA,

La modi�cación a efectuar en las matrices de Wishart compuestas es la de consi-

derar matrices de la forma P(d/n,D) = P tDP con la matriz P teniendo entradas

obtenidas por medio en la centralización de la transformación de Anscombe de

variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas como Poisson de

un mismo parámetro.

De�nición 13. De�nimos una matriz de Anscombe compuesta de parámetro
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λ > 0 como una familia de matrices aleatorias que satisface

Pλ,(d/n,D) = P t
λDPλ, (d/n,D) ∈ Θ ⊂ ΘCW = ∪n∈NΘn

CW

donde Θn
CW = ∪d∈N,d≥n{(d/n,D) ∈ Q × H+

d (R)} y Pλ una matriz de di-

mensión d × n con entradas independientes idénticamente distribuidas como
2

n1/4 (
√
Poisson(λ) + 3

8
− E(

√
Poisson(λ) + 3

8
)).

Notemos que no es necesario efectuar modi�caciones a las de�niciones de

ΘCW , así como la versión ampli�cada de un parámatro ν ∈ ΘCW , pues son in-

dependientes de la matriz Z . De�namos ahora nuestra adaptación del Z-Score

equivalente determinista libre.

De�nición 14. El Z-Score Equivalente Determinista Libre de Anscombe de

parámetro λ > 0 y orden l ∈ N de una pareja ν, ν0 ∈ ΘCW y ν0 un parámetro

conocido como la variable aleatoria dada por:

ZA
λ,l(ν0|ν) =

Tr(P l
λ,ν0

)− µλ,l(ν)√
V arλ,l(ν)

donde µλ,l(ν) = limk→∞E(Tr(P l
λ,νk

))/k, V arλ,l(ν) = limk→∞V ar(Tr(P
l
λ,νk

)) .

Es de observar que el Z-Score Equivalente Determinista Libre de Anscombe

nosotros lo proponemos y estudiamos por primera vez (lo llamamos de Anscom-

be debido al uso de tal transformación).

La importancia del teorema siguiente y subsecuentes lemas tienen como �nali-

dad efectuar una conexión entre nuestro modelo propuesto y los resultados de

[1]. Resaltamos que en nuestro caso, hemos introducido el parámetro λ, el cual

surge del origen de los modelos 2D-ARMA y cuya interpretación es asociada a la

variabilidad de cada imagen obtenida por rayos-X pixel a pixel, de tal modo, que
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si nuestro parámetro es grande nuestros errores función Poisson convergerán en

distribución a una normal estándar, sin embargo, si tal parámetro es pequeño no

tendremos una convergencia rápida como la mencionada.

Teorema 3. Si νn = (dn/n,Dn) ∈ Θn
CW es una sucesión de parámetros y

para algún l ∈ N se tiene que:

ĺım
n→∞

||Dn||√
tr(D2

n)
= o(n1/3l),

entonces ZA
λ,l(νn|νn) converge en distribución a N (0, 1) cuando λ, n→∞.

Para probar este teorema, requerimos los siguientes lemas.

Lema 12. Sea ν = (d/n,D) ∈ ΘCW , entonces Tr(P l
λ,ν) converge en ditribu-

ción a Tr(W l
ν) cuando λ→∞.

Demostración. Consideremos la disposición en vector de la matriz Pλ,

((Pλ)1,1, ..., (Pλ)1,n, ...., ((Pλ)d,1, ..., (Pλ)d,n),

observemos que la familia de variables aleatorias {(Pλ)i,j} es independiente por

construccion, entonces:

((Pλ)1,1, ..., (Pλ)1,n, ...., ((Pλ)d,1, ..., (Pλ)d,n),

converge en distribución a:

(W1,1, ...,W1,n, ....,Wd,1, ...,Wd,n),

cuando λ→∞.

Consideremos la función g : Rdn → R, de�nida por:

g(x1,1, ..., x1,n, ..., xd,1, ..., xd,n) =
n∑

i,j3,...,j3l−3=1

(
d∑

j1,...,j3l−1=1

ωi,j1,...,j3l−1
),
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donde

ωi,j1,...,j3l−1
= xj1,iDj1,j2xj2,j3 ...xj3l−2,j3l−3

Dj3l−2,j3l−1
xj3l−1,i.

Por construcción g es una función continua, pues es suma de funciones continuas.

Por ende, por el teorema de continuidad, tenemos que:

g((Pλ)1,1, ..., (Pλ)1,n, ...., ((Pλ)d,1, ..., (Pλ)d,n),

converge en distribución a:

g(W1,1, ...,W1,n, ....,Wd,1, ...,Wd,n),

cuando λ→∞.

Finalmente, observemos que:

Tr(P l
λ,ν) =

n∑
i,j3,...,j3l−3=1

(
d∑

j1,...,j3l−1=1

ω∗i,j1,...,j3l−1
),

donde

ω∗i,j1,...,j3l−1
= (P t

λ)i,j1Dj1,j2(Pλ)j2,j3 ...(P
t
λ)j3l−3,j3l−2

Dj3l−2,j3l−1
(Pλ)j3l−1,i

así,

Tr(P l
λ,ν) = g((Pλ)1,1, ..., (Pλ)1,n, ...., ((Pλ)d,1, ..., (Pλ)d,n),

converge en distribución a:

Tr(W l
ν) = g(W1,1, ...,W1,n, ....,Wd,1, ...,Wd,n),

cuando λ→∞.

Es inmediato de este lema que tenemos que:

limλ→∞µλ,l(ν) = limk,λ→∞E(Tr(P l
λ,νk))/k = µl(ν),
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limλ→∞V arλ,l(ν) = limλ,k→∞V ar(Tr(P
l
λ,νk)) = V arl(ν).

Por tanto, cuando λ → ∞, podemos calcular µλ,l(ν) y V arλ,l(ν) como µl(ν) y

V arl(ν) respectivamente, y estos últimos fueron calculados en la Sección 2.2.

Teorema 3. Si νn = (dn/n,Dn) ∈ Θn
CW es una sucesión de parámetros y

para algún l ∈ N se tiene que:

ĺım
n→∞

||Dn||√
tr(D2

n)
= o(n1/3l),

entonces ZA
λ,l(νn|νn) converge en distribución a N (0, 1) cuando λ, n→∞.

Demostración. Notemos que es su�ciente probar que limn,λ→∞Kr(ZA
λ,l(νn|νn)) =

o(1) si r 6= 2 y limn,λ→∞K2(ZA
λ,l(νn|νn)) = 1 + o(1). Ya que la única distribu-

ción con cumulantes clásicos de orden mayor a dos igual a cero es la normal, con

media el primer cumulante, en este caso cero y varianza en este caso unitaria, y

concluiríamos que la distribución asintótica de ZA
λ,l(νn|νn) converge a una dis-

tribución normal estándar cuando λ, n→∞.

Por el Lema 12, tenemos que para todo νn ∈ ΘCW , Tr(P l
λ,νn

) converge en ditribu-

ción a Tr(W l
νn) cuando λ→∞, y de donde tenemos convergencia en momentos

(pues todos los momentos y cumulantes de Tr(W l
νn) son �nitos), cumulantes y

función generadora de momentos.

Por tanto:

limλ→∞Kr(Tr(P l
λ,νn)) = Kr(Tr(W l

νn)),

de donde:

limλ,n→∞Kr(Tr(P l
λ,νn)) = limn→∞Kr(Tr(W l

νn)).

Finalmente, como:

limλ,n→∞Kr(Tr(P l
λ,νn)) = limn→∞Kr(Tr(W l

νn)),
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entonces:

limn,λ→∞Kr(ZA
λ,l(νn|νn)) = limn→∞Kr(Zl(νn|νn)),

y así, tenemos lo deseado.

La Subsección 3.4.1. es dedicada a un estudio de simulación para analizar la

velocidad de convergencia al introducir el parámetro λ de nuestra cantidad pi-

votal ZA
λ,l(νn|νn), así como compararla con la cantidad pivotal de la Sección 2.1.

3.3. Aplicación a 2D-ARMA con errores función

de Poisson

En esta sección se efectúa la relación entre modelos 2D-ARMA [8] y los equi-

valentes deterministas libres con errores función de Poisson y varianza no ho-

mogénea de la Sección 3.2, con el �n de obtener un resultado asintótico para

modelos 2D-ARMA similar al Teorema 2 de la Sección 2.2, pero a diferencia de la

Sección 2.2 consideramos errores función de Poisson y varianza no homogénea

para los modelos 2D-ARMA. En la Sección 3.2 introducimos un parámetro λ, de-

rivado del origen de los modelos 2D-ARMA descritos en [8], cuyo objetivo inicial

es introducir modelos para el problema de clasi�cación y predicción de imáge-

nes obtenidas de rayos X de cáncer de seno con tasas de correcta clasi�cación

cercanas al 80 % y, posteriormente, mejorada tal tasa al orden del 98 % mediante

calibración de los estimadores de mínimos cuadrados mediante análisis secuen-

cial.

En nuestro caso, nosotros consideramos la introducción del parámetro λ (como

mencionamos en la Sección 3.1) con la �nalidad del modelado de los errores, me-

diante la transformación de distribuciones Poisson postuladas en Elbakri et al.
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[15] y Sangyoon et al. [17].

Finalmente, en la siguiente sección efectuaremos un estudio de simulación pa-

ra analizar el orden de convergencia de un resultado de naturaleza semejante

al del Teorema 2 de la Sección 2.2 donde modi�caremos el modelo 2D-ARMA a

trabajar, mediante el cambio distribucional de los errores. Para ello de�namos

primeramente nuestro modelo 2D-ARMA a trabajar con nuestro cambio en la

distribución de errores postulado en la Sección 3.1.

De�nición 14. Un modelo 2D-ARMA(p1, p2, q1, q2) de Anscombe de pará-

metro λ > 0 (p1, p2, q1, q2 ∈ N) de�nido para un latís de dimensiones H ×W ∈

N × N es una familia de variables aleatorias reales {yn,m|(n,m) ∈ {1, ..., H} ×

{1, ....,W}} que satisface para toda pareja (n,m) ∈ {1, ..., H} × {1, ....,W}:

p1∑
i=1

p2∑
j=1

φi,jyn−i+1,m−j+1 =

q1∑
i=1

q2∑
j=1

θi,jεn−i+1,m−j+1

donde φ = (φi,j) ∈ Mp1×p2(R), θ = (θi,j) ∈ Mq1×q2(R) son matrices de pará-

metros con φ1,1 = 1, θ1,1 6= 0 y {εn,m|n,m ∈ Z} es una familia de v.a.i.i.d. con

distribución 2(
√
Poisson(λ) + 3

8
− E(

√
Poisson(λ) + 3

8
)).

Es de observar que los modelos 2D-ARMA de Anscombe nosotros los propo-

nemos y estudiamos por primera vez (lo llamamos de Anscombe debido al uso

de tal transformación).

Similarmente como en la Sección 1.1, es posible hallar estimadores de mínimos

cuadrados de los parámetros del modelo anterior. Estos son obtenidos debido,

a que la ecuación anterior puede ser escrita de modo matricial semejante a la

Sección 1.1. De igual modo que en el Capítulo 1, es posible de�nir cuando un

modelo 2D-ARMA de Anscombe es reversible y tendremos la observación asin-

tóticamente, es decir, cuando λ → ∞, tendremos que es posible convertir todo
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modelo 2D-ARMA de Anscombe a un modelo 2D-MA de Anscombe de modo

nuevamente asintótico. De esta forma, como en la Sección 2.2 nuestro problema

se reduce a considerar modelos 2D-MA de Anscombe.

Por otro lado, debido a que los modelos 2D-ARMA de Anscombe provie-

nen de imágenes obtenidas por rayos X, es razonable considerar muestras de

rayos X independientes e idénticamente distribuidas, es decir, consideremos N

muestras independientes e idénticamente distribuidas yh,w(n) con distribución

2D-MA(q1, q2) de Anscombe de parámetro λ donde (h,w, n) ∈ {1, ..., H} ×

{1, ....,W} × {1, ...., N}, y recordemos que la interpretación de H y W repre-

sentan las dimensiones del modelo 2D-MA de Anscombe (o bien el tamaño de las

imágenes de rayos X).

Formalizando lo anterior consideramos:

yh,w(n) =

q1∑
i=1

q2∑
j=1

θi,jεh−i+1,w−j+1(n)

donde θ = (θi,j) ∈ Mq1×q2(R) son matrices de parámetros con θ1,1 6= 0 y

{εn,m|n,m ∈ Z} es una familia de v.a.i.i.d. con distribución 2(
√
Poisson(λ) + 3

8
−

E(
√
Poisson(λ) + 3

8
)).

Notemos que podemos considerar similarmente la matriz Yλ ∈ MHH×N(R)

de�nida como Yh(W−1)+w,n = yh,w(n)/
√
N . A su vez, observemos que del mismo

modo podemos de�nir una matriz de Wishart compuesta del modelo 2D-MA de

Anscombe subyacente, para ello usemos la matriz de coe�cientes θ y H,W para

su construcción, de�niendo primeramente a He = H− 1 + q1,We = W + 1− q2

y procediendo a de�nir B ∈MHW×HeWe(R) como:

B(h−1)W+w,(h+i−2)We+j+w−1 = θi,j
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donde 1 ≤ h ≤ H, 1 ≤ w ≤ W, 1 ≤ i ≤ q1, 1 ≤ j ≤ q2 y las otras entradas cero.

Es de observar que tal matriz construida es independiente de λ como en la sec-

ción anterior, así podemos efectuar la modi�cación sobre ZA
λ,l(νn|νn) y enunciar

el siguiente teorema cuya interpretación es similar a la enunciada en el Teorema

2, es decir, en el cual encontramos que el Z-Score equivalente determinista libre

de Anscombe de cualquier orden converge (con la adición λ → ∞) en distri-

bución a una normal estándar. La interpretación de este hecho en imágenes de

rayos X se encuentra en que cuando la postulación de nuestros errores sigue una

distribución que corresponde más razonablemente por [15, 17] a la motivación

del problema original de [8]. Así, la muestra y la calidad de las imágenes obteni-

das tiendan al in�nito con la muestra creciendo a un ritmo menor o igual al de la

calidad de las imágenes, adicionado con que la tasa de nuestro modelo 2D-ARMA

de Anscombe tienda a in�nito, entonces el Z-Score equivalente determinista li-

bre de Anscombe de cualquier orden es una cantidad pivotal.

Teorema 4. Para un modelo 2D-MA(q1, q2) de Anscombe de parámetroλ > 0

�jo con matriz de parámetros θ ∈ Mq1,q2(R), sea νN = (HeWe/N,B
tB) cons-

truido como anteriormente. Entonces para todo l ∈ N la distribución del Z-

Score equivalente determinista libre de Anscombe con parámetro λ y de or-

den l, ZA
λ,l(νN |νN) converge distribución a N (0, 1) cuando N,HW, λ→∞ con

HW ≥ N .

Demostración. Por la demostración del Teorema 3, tenemos queZA
λ,l(νN |νN) con-

verge en distribución aZl(νN |νN) cuandoλ→∞, �nalmente dado queZl(νN |νN)

converge en distribución a N (0, 1) cuando λ → ∞, tenemos que por la transi-

tividad de la convergencia distribucional, ZA
λ,l(νN |νN) converge distribución a

N (0, 1) cuando N,HW, λ→∞ con HW ≥ N .
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Así tenemos lo deseado.

La Subsección 3.4.2. es dedicada a un estudio de simulación para analizar la

velocidad de convergencia al introducir el parámetro λ de la cantidad pivotal

ZA
λ,l(νN |νN), obtenida por medio de modelos 2D-ARMA de Anscombe de pará-

metro λ. Así mismo, compararla con la cantidad pivotal de la Sección 2.2.

3.4. Estudio de simulación

Esta sección es dedicada a efectuar estudios de simulación para el análisis

de la velocidad de convergencia con la introducción del parámetro λ, del cual

derivan las cantidades pivotales halladas en la Secciones 3.2 y 3.3. A su vez, otro

de nuestros intereses radica en comparar tales pivotales a los obtenidas en las

Secciones 2.1 y 2.2 respectivamente.

3.4.1. Aplicado a EDL y EDL de Anscombe

Esta subsección es dedicada a un estudio de simulación para analizar la velo-

cidad de convergencia de nuestra cantidad pivotal ZA
λ,l(νn|νn).

Efectuemos un estudio de simulación considerando a la matriz Dn como la

matriz identidad de n× n, ciertamente se satisface las hipótesis del Teorema 1 y

el Teorema 3, esto debido a que:

ĺım
n→∞

||Dn||√
tr(D2

n)
= o(n1/3l).

Por tanto, para realizar el estudio de simulación, se efectuó un estudio de Mon-

tecarlo con la siguiente mecánica:
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1. Se toma un entero n lo su�cientemente grande que representa la dimensión

de la matriz cuadrada Dn, un entero d, un número M representando el

número de matrices a generar con nuestro estudio de Montecarlo y se �jan

enteros λ representando la tasa del Z-Score equivalente determinista libre

de Anscombe a estudiar.

2. Se generanM matrices aleatoriaZ de dimensiones d×n con entradas inde-

pendientes y distribución deseadaN (0, 1/
√
n) ó 2

n1/4 (
√
Poisson(λ) + 3

8
−√

λ+ 3
8
)).

3. Se �ja un entero l, representando el orden del Z-Score equivalente deter-

minista libre ó Z-Score equivalente determinista libre de Anscombe y se

calcula µl(ν),
√
V arl(ν) y, para simpli�car el cómputo suponemos que

µλ,l(ν) ≈ µl(ν),
√
V arλ,l(ν) ≈

√
V arl(ν).

4. Se calcula y almacena en un vector de longitud M para cada una de las

matrices generadas:
Tr(W l

ν0
)− µl(ν)√

V arl(ν)

ó
Tr(P l

λ,ν0
)− µλ,l(ν)√

V arλ,l(ν)
.

5. Dado que nos interesa comprobar normalidad, se efectúa la Q-Q plot del

vector de longitud M y se discute.

Primeramente �jemos algunos elementos que serán comunes en las grá�cas

Q-Q a efectuar entre ellos que n = 1000, d = 100, l = 1 por simplicidad, sin

embargo, podemos calcularlos para l = 2 y estimarlo mediante un límite para

l > 2, λ ∈ {1
2
, 5, 50, 1000} y el número de simulaciones M las tomaremos de

1000 ó 2000 para observar de modo empírica la velocidad de convergencia.
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De este modo, veamos las grá�cas Q-Q obtenidas al efectuar el estudio de simu-

lación mediante el Z-Score equivalente determinista libre, con los parámetros ya

mencionados.

Para el caso de que el número de simulaciones es 1000, tenemos las grá�cas

Q-Q con las franjas de color azul bandas de con�anza al 95 %:



40 CAPÍTULO 3. EDL CON ERRORES FUNCIÓN DE POISSON PARA 2D-ARMA

De aquí podemos notar diversas anotaciones, entre ellas, como es un resul-

tado asintótico, percibimos que para n = 1000 y para M = 1000, tenemos que

los cuantiles empíricos del el Z-Score equivalente determinista libre calculados y

los teóricos de una distribución normal se ajustan razonablemente bien a la recta

identidad, incluso veamos que tanto mejora el resultado si efecutamos el estudio

de Montecarlo al aumentar la cantidad de matrices generadas M a 2000.
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Notamos que el ajuste a la recta identidad se mejora razonablemente (es posi-

ble verlo en el eje x para valores cercanos a -2), sin embargo, se incrementa el

costo computacional temporal y de memoria debido al incremento en el número

de simulaciones. En este caso, se duplica el tiempo de cómputo y de memoria

requerida, pero sigue siendo relativamente rápido en un computador de 2Gb de

procesador y 4Gb de memoria RAM.

Procedamos al análisis del Z-Score equivalente determinista libre de Ans-

combe para los casos de λ ∈ {1
2
, 5, 50, 1000}. Empecemos con λ decrementando

desde 1000 hasta 1
2

en nuestro conjunto objetivo, el cual genera las siguientes

grá�cas Q-Q con 2000 simulaciones efectuadas:
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Observemos que para λ = 1000, las grá�cas Q-Q son muy parecidas a las ante-

riormente presentadas, esto es razonable, debido por el Teorema 3 cuando λ, n→

∞ tendremos las mismas grá�cas Q-Q generadas. Es importante destacar que no

hay incremento signi�cativo en el costo computacional de memoria y de tiempo.
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Esto sucede en general, independientemente del valor de λ.

En las grá�cas es esperado que el comportamiento de los puntos se empiecen a

aislar de la recta identidad, y esto es, debido al decremento del parámetro λ y la

consecuencia de la mala aproximación a la normal estándar de nuestros errores

función Poisson, observémoslo de modo empírico a continuación:
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Notamos, que el ajuste a la recta identidad empeora signi�cativamente para

el caso de λ = 1
2
, sin embargo, en los casos de 5, 50 tenemos un buen compor-

tamiento, recordemos que en nuestro caso hemos introducido el parámetro λ,

debido a que el ruido de una imagen de rayos X se distribuye Poisson con me-
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dia representando la desviación media de fotones a través de la imagen obtenida

por rayos X (con media generalmente mayores a 10). Sin embargo, tal desviación

media de fotones varía de imagen a imagen en términos reales y por ende, la

varianza del ruido de las imágenes no es necesariamente igual. Debido a que el

parámetro de la distribución Poisson depende de la imagen, se han introducido

transformaciones de estabilización de varianza para generar tal independencia y

así, tener una distribución de error independiente de la imagen. De este modo,

surge el origen de los modelos 2D-ARMA y en la aplicación se ha visto que el pa-

rámetro λ de nuestros errores función Poisson tiende a estar en valores λ < 32.

En conclusión, respecto a nuestro estudio de simulación vemos que coinciden los

resultados empíricos encontrados y teóricos del Teorema 1 y el Teorema 3.

3.4.2. Aplicado a 2D-ARMA y 2D-ARMA de Anscombe

Esta subsección es dedicada a un estudio de simulación para analizar veloci-

dad de convergencia de nuestra cantidad pivotal ZA
λ,l(νn|νn). Ponemos especial

énfasis sobre el parámetro λ y haciéndolo variar para el caso de la aplicación de

los modelos 2D-ARMA de Anscombe, los cuales fueron introducidos en la sec-

ción anterior. Además compararlos con la aplicación a los modelos 2D-ARMA

dada en la Sección 2.2.

Para realizar el estudio de simulación, se efectuaron simulaciones vía el mé-

todo de Montecarlo con la siguiente mecánica:

1. Se �ja un modelo 2D-ARMA(p1, p2, q1, q2) o un 2D-ARMA(p1, p2, q1, q2) de

Anscombe de parámetro λ. Es decir, se �jan, p1, p2, q1, q2, H,W y el pará-

metro λ (si es el caso), así como las matrices de parámetros, considerando

para el primer caso errores normales estándar y el segundo funciones Pois-

son.
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2. Consideramos un naturalM �jo que representa el número de simulaciones

a efectuar del mismo modelo �jado en el paso 1.

3. TomamosN muestras {y(i) ∈ RHW}i=1,2,...,N i.i.d. del modelo 2D-ARMA o

2D-ARMA de Anscombe �jada en el paso 1. De modo posterior, obtenemos

la matriz X ∈ MHW,N(R) de expresar las N muestras en forma matricial,

es decir, Xhw,n = y(n)h,w.

4. Fijamos un natural l, que representa el orden del Z-Score equivalente de-

terminista libre o del Z-Score equivalente determinista libre de Anscombe.

En nuestro caso nos restringimos al caso l = 1, 2, debido a que podemos

calcularlos de modo explícito por el Lema 5 y el Lema 6. De hecho, podemos

calcularlos para l > 2, sin embargo, se requiere más recursos computacio-

nales en tiempo y memoria.

5. Procedemos a calcular µ∗l = Tr[(X tX/N)l].

6. Se calcula la matriz B, los naturales He,We del paso 1 mediante la Sección

2.2. o la Sección 3.3. Además, computamos el parámetro ν = (HeWe/N,B
tB).

7. .Se Procede a usar el Lema 5 y el Lema 6 mediante tr(BtB) para hallar

µl(ν) y V arl(ν), ó bien, estimar (burdamente por restricciones de recursos

computacionales de memoria) a µλ,l(ν) y V arλ,l(ν).

8. Se almacena zl =
µ∗l−µl(ν)√
V arl(ν)

o zl =
µ∗l−µλ,l(ν)√
V arλ,l(ν)

en un vector de longitud M .

9. Se repite M − 1 veces del paso 3 al paso 8, almacenando los elementos zl

dejados en cada ciclo.

10. Dado que nos interesa comprobar normalidad, se efectúa la Q-Q plot del

vector de longitud M y se discute.
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Primeramente, �jemos algunos elementos que serán comunes en las grá�-

cas Q-Q a efectuar entre ellos que M = N = 200, l = 2 y consideraremos un

2D-MA(3, 3). Es decir, nuestro estudio de Montecarlo será sobre 200 realizacio-

nes del Z-Score equivalente determinista libre o de Anscombe de segundo orden,

donde cada 2D-MA(3, 3) es simulado 200 veces. Como mencionamos, para el ca-

so l > 2 podemos estimarlo mediante límites, sin embargo, es pesado compu-

tacionalmente en memoria. También tomamos nuevamente λ ∈ {1
2
, 5, 50, 1000}.

Además, para el modelo 2D-MA(3, 3) consideraremos que cada coe�ciente de la

matriz de media móvil del modelo sigue una distribución uniforme en el inter-

valo [−1, 1], y para nuestro modelo �jamos H = W = 32. Con estos elementos

�jados, podremos observar de modo empírico la velocidad de convergencia al

variar el parámetro λ.

De este modo, veamos las grá�cas Q-Q y de color azul las bandas de con�an-

za al 95 % obtenidas al efectuar el estudio de simulación con los parámetros ya

mencionados y para el caso de 2D-MA(3, 3).
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De aquí podemos notar diversas observaciones, entre ellas, como es un re-

sultado asintótico, percibimos que para 1024 = HW > N = 200, y M = 200

simulaciones tenemos que los cuantiles empíricos del modelo 2D-MA calculados

y los teóricos de una distribución normal se ajustan razonablemente bien a la

recta identidad para un tamaño de muestra de 200 elementos por modelo 2D-

MA. Además recordemos que HW representa la de�nición de la imagen y N , el

número de imágenes que tenemos con cada uno de los modelos.

Procedamos al análisis del modelo 2D-MA(3, 3) de Anscombe para los casos

de λ ∈ {1
2
, 5, 50, 1000}. Empecemos con λ decrementando desde 1000 hasta 1

2

en nuestro conjunto objetivo, el cual genera las siguientes grá�cas Q-Q con 200

simulaciones efectuadas:
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Observemos que para λ = 1000, las grá�cas Q-Q son muy parecidas a las

anteriormente presentadas, esto es razonable, debido por el Teorema 3 cuando

λ, n → ∞ tendremos grá�cas Q-Q generadas muy similares a las ya presen-

tadas. Es importante destacar que no hay incremento signi�cativo en el costo
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computacional de memoria y de tiempo. Esto sucede en general, independiente-

mente del valor de λ.

En las grá�cas es esperado que el comportamiento de los puntos se empiecen a

aislar de la recta identidad, y esto es debido al decremento del parámetro λ y la

consecuencia de la mala aproximación a la normal estándar de nuestros errores

función Poisson, observémoslo de modo empírico a continuación:
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Observemos que el ajuste a la recta identidad empeora signi�cativamente para

los casos λ = 1
2

y 5. Más aún, podemos ver que hay una cantidad considerable de

puntos que se salen de las bandas al 95 %. Sin embargo, en los casos de 50, 1000

tenemos una alineación más notable y los puntos caen en las bandas para 200

realizaciones de 200 modelos 2D-MA establecidos en la mecánica anterior. Es-

to es razonable, ya que cuando λ → ∞ esperamos ver grá�cas Q-Q parecidas

a las del caso del modelo 2D-MA presentadas al inicio de esta subsección, in-

cluso estamos estimando para λ pequeños a µλ,l(ν) y V arλ,l(ν) como µl(ν) y

V arl(ν) respectivamente. Es decir, introducimos más margen error mediante la

forma de calcularlo, debido a que es computacionalmente costoso para cada M

de 1 a 200 estimar µλ,l(ν) y V arλ,l(ν). Es de notar, que estos procesos son signi�-

cativamente más exigentes computacionalmente en recursos que los de la pasada

subsección.

Como mencionamos en la Subsección 3.4.1. el parámetro λ tiene intrínse-
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ca relación al ruido de una imagen de rayos X y, por ello, se introducen trans-

formaciones de estabilización de varianza. Así, surge el origen de los modelos

2D-ARMA y en la aplicación se ha visto que el parámetro λ de nuestros errores

función Poisson tiende a estar en valores λ < 32.

En conclusión, respecto a nuestro estudio de simulación vemos que coinciden los

resultados empíricos encontrados y teóricos del Teorema 2 y el Teorema 4. Sin

embargo, con lenta convergencia ceteris paribus en función del parámetro λ.



Capítulo 4

Discusión y Conclusiones

En esta tesis presentamos una propuesta de modelaje para el tratamiento de

imágenes de rayos X, que surge de modo natural mediante los modelos 2D-ARMA

introducidos por [8]. Con la principal diferencia en la distribución de errores sub-

yacentes y mediante la introducción de un parámetro (asociado a la tasa media de

fotones desviados que di�ere de equipo a equipo de rayos X), es a través de esta

necesidad que surge el uso natural de la transformada de Anscombe centralizada.

Similarmente a como lo hace [1], es decir, con el punto clave que le permite apro-

ximar e�cientemente las desviaciones del modelos de Wishart compuesto (por

lo que no es necesario determinar el límite del valor propio de los parámetros

de tales matrices). Podemos de�nir el Z-Score equivalente determinista libre de

Anscombe, el cual probamos que es una cantidad pivotal.

Mediante este resultado obtenemos una cantidad pivotal que es aplicada a mo-

delos 2D-ARMA de Anscombe con interpretación de este hecho en imágenes de

rayos X, que se encuentra cuando la postulación de nuestros errores sigue una

distribución más razonablemente a [15, 17], resulta de la motivación del problema

original de [8]. Además de que la muestra y la calidad de las imágenes obtenidas

tiendan al in�nito con la muestra creciendo a un ritmo menor o igual al de la cali-
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dad de las imágenes, adicionado con que la tasa de nuestro modelo 2D-ARMA de

Anscombe tienda al in�nito, entonces el Z-Score equivalente determinista libre

de Anscombe de cualquier orden es una cantidad pivotal con distribución normal

estándar.

Mostramos mediante estudios de simulación que nuestras cantidades pivotales

se aproximan a normales para λ > 5. Incluso resultó que no requerimos que los

modelos sean de un tamaño muy grande, y funciona relativamente razonable pa-

ra los modelos 2D-ARMA de 32× 32.

Es posible extender este trabajo en varias líneas. Una de ellas, es dado que no-

sotros estimamos a µλ,l(ν) y V arλ,l(ν) como µl(ν) y V arl(ν) respectivamente,

entonces para λ pequeños (menores o iguales a 5) tenemos que nuestra estima-

ción es muy burda, y por tanto una línea es estimarlos de mejor modo (pues el

costo computacional en tiempo y memoria es alto) o hallarlos de modo explícito

para que el error observado de modo empírico de la Sección 3.4.2 sea de menor

medida ocasionado por el método de estimación para casos de λ pequeños. Otra

línea, es usar estos modelos 2D-ARMA de Anscombe para emplearlos con bases

de datos reales de radiografías y compararlos con los resultados de [8] para el ca-

so de clasi�cación y predicción de cáncer de seno. Dado que estamos usando en

principio una distribución de error más realista, es esperado que la tasa de clasi-

�cación sea mejor que las obtenidas del trabajo de [8]. Sin embargo, no pudimos

efectuar este estudio debido a que son bases de datos privadas las usadas en [8].

Finalmente, una dirección futura es usar métodos de [5] para encontrar cantida-

des pivotales que di�eren de las aquí presentadas, conjeturamos que esta línea

puede ser muy interesante por la aplicación de tales cantidades pivotales a ha-

miltonianos en un contexto de física atómica.
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