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Introduccion

La Teoria de Probabilidad Libre, introducida en la década de los 80 por Dan-
Virgil Voiculescu, ha adquirido gran importancia en el estudio asintético de
familias de matrices aleatorias. En particular, los espacios de probabilidad
no conmutativa son utilizados para modelar el comportamientos limite de
algebras de matrices aleatorias cuando la dimension de estas tiende a infinito,
siendo la independencia libre, en muchos de los casos, el concepto clave para
describir la relacion entre familias de matrices aleatorias generadas de man-
era independiente. Esta teoria moderna, a pesar de haberse desarrollado
en analogia con la Teoria de Probabilidad Clésica, muestra fenémenos es-
cencialmente distintos, lo que podria sugerir que la probabilidad libre y la
probabilidad clasica deben de ser estudiadas de manera paralela.

A pesar de haber proveido herramientas importantes, la probabilidad
libre esta todavia lejos de jugar un papel concluyente en el mundo de las
matrices aleatorias grandes. Por ejemplo, desde la probabilidad libre se
pueden estudiar satisfactoriamente familias de matrices aleatorias que son
invariantes en ley cuando se conjugan por matrices unitarias deterministicas,
pero si esta condicién se relaja, en general las respuestas que provee la prob-
abilidad libre no son igual de satisfactorias. En el 2011, Camille Male intro-
dujo la Teoria de Traficos en su tesis doctoral y la dio a conocer en su articulo
[19]. Esta nueva teoria fue concebida como una extensién de la probabilidad
libre y se desarroll6 con el fin de estudiar el comportamiento asintético de
familias de matrices aleatorias invariantes en ley bajo conjugacién por ma-
trices deterministicas de permutacién. Sin embargo, la Teoria de Traficos es
potencialmente mucho més que una herramienta para el estudio de ciertas
familias de matrices aleatorias.

Male usé el trabajo hecho por James Mingo y Roland Speicher en [20],
para asociar a cada grafica dirigida una operacion entre matrices y poste-
riormente utilizar las operaciones construidas de esta manera para obtener
estadisticas sobre las matrices aleatorias en cuestiéon. En este sentido, estu-
diar lo que Male nombré como la distribucion en trdficos, puede ser pensado

iii



iv INTRODUCCION

como una generalizaciéon del método de los momentos. La distribucién en
traficos interpola la nocién usual de distribucién que se usa en probabilidad
no conmutativa, y con esto da lugar una nueva nocién de independencia, in-
dependencia libre en trdficos, que parece ser la clave para unificar la Teoria
de Probabilidad Clésica con la Teoria de Probabilidad Libre.

La Teorfa de Tréficos es una teoria en desarrollo. En el 2016, en [6],
Guillaume Cébron, Antoine Dahlqvist y Male dieron estructura a los funda-
mentos, demostrando entre otras cosas, que cualquier espacio de probabili-
dad no conmutativo tiene una extensién candnica a un espacio de traficos.
Ademads, dieron una nueva caracterizacién de la nocién de independencia en
traficos con la cual encontraron la relacién de esta con algunas de las no-
ciones usuales de independencia en probabilidad no conmutativa. Por otro
lado, en [2] Benson Au dio un ejemplo de un modelo de matrices aleatorias,
que interpola dos modelos que habfan sido estudiados de forma paralela, y
en donde la independencia libre falla en describir la relaciéon limite entre
familias de matrices aleatorias independientes, pero la independencia libre
en tréaficos lo hace de manera adecuada.

Esta tesis, por un lado busca contextualizar la Teoria de Traficos y por
el otro presentar sus resultados mas interesantes. De parte del lector, se
asume un conocimiento de los temas bésicos de Algebra, Probabilidad y
Combinatoria, asi como dominio de los temas estandar de Andlisis Funcional.
Cualquier concepto fuera de las categorias mencionadas anteriormente se
desarrolla dentro de esta tesis.

El primer capitulo es introductorio. En él se exponen los conceptos de
probabilidad, probabilidad libre y matrices aleatorias que seran utilizados
en el resto de la tesis, en un lenguaje coherente con la Teoria de Traficos.
Ademsds, se le da al lector la bibliografia suficiente para profundizar en
cualquiera de los temas que en este capitulo se tratan.

El Capitulo 2 se presenta el trabajo desarrollado en [20] como precursor
a la Teoria de Traficos. Este es el preambulo técnico para el resto de la tesis.

El Capitulo 3 es un sumario de [6] y busca establecer las bases de la
Teoria de Traficos de la forma mads directa, evitando las tecnicalidades.

En el cuarto capitulo se presenta la relacion entre la Teoria de Traficos
y las matrices aleatorias. Ademds del andlisis asintdtico del espectro de
matrices aleatorias hecho por Male en [19], se derivan férmulas explicitas
para los momentos de la distribucién espectral empirica promedio de algunos
modelos.

Finalmente, en el 1iltimo capitulo presentamos los dos principales resul-
tados de la tesis doctoral de Male. Estos, en cierta manera unifican teoremas
de probabilidad clasica con teoremas de probabilidad libre.



Capitulo 1

Fundamentos de
probabilidad libre y matrices
aleatorias

Este es un capitulo introductorio. Tiene como propédsito principal presentar
todos los conceptos necesarios para la compresién profunda del resto de
la tesis y es prescindible para un lector familiarizado con el mundo de la
probabilidad libre y las matrices aleatorias.

En la seccion de probabilidad clésica se trata con particular atencién el
método de momentos por su relevancia conceptual en la teoria de traficos.
Ademids de que la presentacion de esta area se hace en el contexto del andlisis
funcional para motivar de una mejor manera los fundamentos de la proba-
bilidad libre.

En la seccién de probabilidad libre se busca hacer una exposiciéon com-
pacta de las nociones de probabilidad libre que seran generalizadas en los
capitulos subsecuentes, la cual ha sido escrita escogiendo un lenguaje que
busca establecer una conexién evidente entre la teoria de traficos y la teoria
de probabilidad libre.

La primera parte de la seccién de matrices aleatorias se centra en el
estudio de propiedadess globales asintéticas del espectro de algunos de los
modelos mas comunes en la teoria de matrices aleatorias. La mayoria de
los resultados expuestos en esta seccién seran demostrados posteriormente
utilizando los métodos de la teoria de tréaficos, y algunos de ellos seran
generalizados. En la dltima parte de esta seccién establecemos la manera
en que la nocién de independencia libre aparece de forma natural cuando se
trabaja con matrices aleatorias grandes. La nociéon de independencia libre
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y su relacién con matrices aleatorias serd extendida posteriormente en el
contexto de la teoria de traficos.

1.1 Probabilidad clasica

Esta seccién tiene como propésito desarrollar las nociones basicas de pro-
babilidad en el contexto del anélisis funcional, motivando el contenido de
la siguiente seccion, en dénde se introduciran las bases de la probabilidad
libre. Asumiremos un dominio de los temas béasicos de probabilidad clasica,
una exposicién completa de estos se da en el capitulo introductorio del li-
bro Temas selectos en Matrices Aleatorias, de Terrence Tao [31]. También
asumiremos un dominio de los temas basicos de analisis funcional, estos
pueden ser consultados en el libro Métodos de la fisica matemdtica mod-
erna, de Michael Reed y Barry Simon [25], y en el libro Andlisis Funcional
de Walter Rudin [27].

Tipicamente denotaremos a un espacio de probabilidad como una terna
(Q, B, P) en donde 2 es un conjunto, B es una o-algebra de subconjuntos de
Q y P es una medida de probabilidad sobre B. Llamaremos a ) el espacio
muestral, y a los elementos de B conjuntos medibles o eventos.

Cuando consideremos un espacio topolégico S, denotaremos por B(5) a
la familia de conjuntos borelianos de S, es decir, a la o-algebra generada por
el conjunto de abiertos de S. En este capitulo R denotard a R o a C y sera
utilizado cuando algin concepto o resultado sea vélido tanto para variables
aleatorias complejas como para reales.

1.1.1 Distribuciones y funcionales

Definicién 1.1.1 (Variable aleatoria). Sea (2,8, P) un espacio de proba-
bilidad. Si la funcion X : (Q,B,P) — R es medible diremos que es una
variable aleatoria. Si R = R diremos que X es una variable aleatoria real,
st R = C diremos que es compleja.

En la defincién anterior, la hipétesis de medibilidad sobre X establece
una relacion entre los conjuntos medibles del espacio de probabilidad y los
conjuntos medibles de R. Dicha relacion se expresa en la nocién de dis-
tribucién.

Definicién 1.1.2 (Distribucién). Preservando la notacion de la Definicion
1.1.1, definimos la distribucion de X como la medida px sobre R definida
por ux(E) = P(XY[E)]) para todo E, conjunto Borel medible en R. En
otras palabras, ux es el pushforward de P al espacio R inducido por X.
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En la practica, la distribuciéon carga con todas las propiedades proba-
bilisticas de interés en una variable aleatoria, permitiendo tranferir el estudio
de variables aleatorias al estudio de medidas sobre R. Con esto, es posible
enunciar teoremas generales sobre variables aleatorias que no dependen de
su dominio. Posteriormente definiremos el concepto de distribucién para
espacios de probabilidad libre y espacios de traficos. En ambos casos es im-
portante entender que cualquier definicién de distribucién debe de depender
Unicamente de un objeto que sea comun a todas las variables aleatorias de
interés, ain cuando estas estén definidas sobre espacios muestrales distintos.

Sea (€2, B, i) un espacio medible y £(2) el espacio de todas las funciones
Lebesgue integrables de  a R, donde R = R,C. Notemos que M(Q) es
un espacio vectorial sobre R y £, : f — [ fdp es un funcional lineal sobre
dicho espacio. Con frecuencia, los funcionales lineales se pueden manejar
con mayor facilidad que las medidas, es entonces natural buscar caracterizar
aquellos funcionales lineales que son inducidos por una medida. Agregando
hipétesis topoldgicas en el espacio de medida y métricas sobre el espacio de
funciones se puede establecer una relacion directa entre las medidas y los
funcionales. El lector puede consultar una exposiciéon més detallada de esto
en el Capitulo 4 de [25].

Dado un espacio topolégico S, denotaremos por C(.S) al espacio de fun-
ciones continuas que van de S a R. Si S es compacto, C(S) puede ser
equipado con la norma uniforme, convirtiéndolo en un espacio de Banach.

Definicién 1.1.3 (Espacio dual). Sea W un espacio de Banach sobre R.
El espacio dual de W, denotado por W*, es el espacio de los funcionales
lineales continuas de W a R.

Para todo espacio de Banach, los funcionales continuos coinciden con los
funcionales acotados con respecto a la norma operador. En el caso particular
de C(S), tenemos de forma explicita que

C*(S) :={A:C(S) = R : X eslineal y |[\]| = sup A e
rects) Iflls

< oo}

Si ademas S es un espacio de medida con medida finita p, el funcional sobre
C(S), dado por £,(f) := [ fdp, cumple que

10,(F)] < / | Fldp < 1 Flop(S)

y por lo tanto £, € C*(S). Més atin, para toda f € C(S) con f > 0 se tiene
que £,(f) > 0.
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Los funcionales lineales A : C(S) — R, que cumplen que A(f) > 0 cuando
f =0, son llamados funcionales positivos. Entonces, si p es una medida, £,
es un funcional continuo y positivo. De hecho, en general, es cierto que si un
funcional lineal es positivo, entonces es continuo. Resulta ser que, asumiendo
una hipétesis topoldgica técnica, la positividad caracteriza a los funcionales
provenientes de una medida. La hipdtesis topoldgica necesaria es la de que
la medida sea una medida regular, concepto en el cual no profundizaremos
y que puede ser consultado en [25].

Proposicion 1.1.1. Sea S un espacio Hausdorff compacto. Para cualquier
funcional lineal positivo ¢ en C(S) existe una unica medida reqular p sobre
S con

) = / fdu  VfeC(s).

De hecho, la condicién de que S sea un espacio compacto se puede re-
lajar a que el espacio sea localmente compacto. En este caso, no todas
las funciones en C(S) serdn acotadas por lo que este espacio no puede ser
dotado de la norma uniforme. En vez, consideraremos Cy(.5), el espacio de
las funciones continuas que se desvanecen en el infinito. Este es un espacio
de Banach con la norma uniforme, al igual que C% (S) con la norma de
operador.

Teorema 1.1.1 (Teorema de representacion de Riesz-Markov). Sea S un
espacio topoldgico, Haussdorf y localmente compacto. Entonces, para cada
funcional continuo y positivo £, sobre Cs(S), existe una unica medida re-
gular py sobre S que cumple que

Uf) = /fdue, Vf € Col(9).

1.1.2 Relacion entre los momentos y la distribucion

Definicién 1.1.4 (Esperanza). Sea X : Q@ — R una wvariable aleatoria
integrable, definimos el valor esperado de X como

E[X] ::/QX(w)dP(w) :/de,ux(z).

Si fijamos a €2, el conjunto de variables aleatorias de 2 a R forman un
algebra sobre R. Como para cualesquiera variables aleatorias X,Y y a € R
se cumple que E[X + aY] = E[X] 4+ aE[Y], y E[X] > 0 cuando X > 0, E es
un funcional lineal positivo sobre el dlgebra de variables aleatorias.
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Dada una funciéon medible f : R — R y una variable aleatoria X, es til
poder relacionar las distribuciones de X y f(X). En particular nos interesa
la siguiente ecuacién

E[f(X)] = /R 2y (2) = /Q f o X(w)dP(w) = /R f(@)dux (). (L1)

El valor esperado de una variable aleatoria X, no es mas que el valor
promedio de la funcién X. En muchos casos la distribucién px se concentre
alrededor de E[X], este fendmeno se interpreta en términos probabilisticos
como el hecho de que la probabilidad de que la realizacién de una variable
aleatoria esté lejos de la media es pequena.

Por simplicidad, a partir de este momento tomaremos R = R a menos
que se indique lo contrario, es decir, consideraremos tinicamente variables
aleatorias reales. Resultados andlogos pueden ser obtenidos para variables
aleatorias complejas.

Teorema 1.1.2 (Desigualdad de Markov). Sea X wuna variable aleatoria.
Para todo A\ € R se satisface la siguiente desigualdad

P(X| > %) < SE[X].

Notemos que esta cota solo es 1til cuando A es considerablemente grande
respecto a E[|X|], es decir, para desviaciones muy grandes. Para obtener
resultados con mayor presicién es necesario involucrar conceptos adicionales
al de valor esperado.

Definicién 1.1.5 (Varianza). Dada una variable aleatoria escalar X que
cumple que E[X?] < oo, definimos su varianza como

Var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] - E[X]*.

Una vez involucrada la varianza en la descripcién de una variable aleato-
ria, se puede fortalecer la desigualdad de Markov.

Teorema 1.1.3 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleatoria,
entonces para todo real positivo \ tenemos la siguiente desigualdad
Var(X)
P(X -EX]| 2 ) < —5—
Este resultado da una cota cuadratica sobre la desviacion de la variable
aleatoria en términos de E[X?] y E[X]. Con la informacién adicional propor-
cionada por el valor esperado de X? pudimos describir con mayor presicién
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la distribucién de la variable aleatoria alrededor de su media, de hecho, en-
tre mas valores de la forma E[X"] se conozcan se pueden obtener cotas més
fuertes sobre la probabilidad de tener una cierta desviacién.

Definicién 1.1.6. Sea X una variable aleatoria. Si E[XF*] es finito, lla-
maremos a dicho valor el k-ésimo momento de X. Notemos que la ecuacion
(1.1) nos permite expresar al k-ésimo momento como

E[X*] = / Fdux.
R

Los momentos cuantifican propiedeades sobre la distribucién de la vari-
able aleatoria de forma concisa. Por ejemplo, el hecho de que los momentos
de orden alto estén acotados indicara un decaimiento rapido de las colas de la
distribucién. En el caso en el que los momentos de una variable aleatoria X
son finitos y decaen suficientemente rapido, utilizando la expansién de Taylor
podemos trabajar con la funcién generadora de momentos Mx (s) = E[es¥].
Esto resulta ser de suma utilidad cuando se quiere acotar desviaciones de
sumas de variables aleatorias independientes, obteniendo resultados como el
de la desigualdad de Chernoff, la cual puede ser consultada en el Capitulo
2.1. de [31].

Ha quedado claro que la informacién que brindan los momentos es 1itil
en la descripcién de la distribucién de una variable aleatoria. En algu-
nas ocasiones toda la informacién de la distribucion esta codificada en sus
momentos, es decir, la distribucion queda determinada por sus momentos.
Veremos que este es el caso cuando el soporte de la distribucién es compacto.

Teorema 1.1.4. Sean X,Y wariables aleatorias de soporte compacto. Si
para todo entero positivo k se cumple que E[X*] = E[Y*], entonces X y Y

. . . . ., . Ley
tienen la misma distribucion, es decir X =Y.

Demostracion. Sea K un compacto que contiene a los soprtes de X
y Y. Sean lx,ly € C*(K) definidos por f — [ fdux y f — [ fduy
respectivamente. La hipdtesis de que las variables aleatorias tienen los mis-
mos momentos se traduce en £x(z¥) = fy(2*) para todo entero positivo
k. Como los polinomios son combinaciones lineales finitas de los monomios
x¥. tenemos que para todo polinomio p(x) definido sobre K se tiene que
lx(p(x)) = Ly (p(x)). Como K es compacto, el teorema de Stone-Weierstrass
nos garantiza que el conjunto de polinomios es denso en C*(K), y dado que
los funcionales £x y fy son continuas y coinciden en un conjunto denso
podemos concluir que £x = fy. Por el teorema de representacion de Riesz-
Markov sabemos que hay una relacion univoca entre funcionales y medidas,
por lo tanto pux = uy. O
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Al problema de determinar la distribuciéon de una variable aleatoria a
partir de sus momentos se le conoce como el problema cldsico de los mo-
mentos. En el Capitulo 30 de [5], se hace un anélisis de este problema y
se formula el siguiente criterio sobre la determinacién de una distribucion a
partir de sus momentos. Para ahondar en el tema el lector podra consultar

[1].

Teorema 1.1.5. Sea u una distribucion con soporte en los reales y momen-
tos de todos los ordenes, i.e. my 1= ffooo zFdu < oo para todo entero positivo

[e.e]

k. Sila serie Y ™— tiene un radio positivo de convergencia, entonces
k=1

es la unica medida de probabilidad con momentos my, ma,. ..

Consideremos una variable aleatoria Gaussiana X con media A y varianza
o2. Usando integracién por sustitucién es facil ver que su funcién generadora
de momentos esta dada por

Mx(t) = E[etX] — M2t

Entonces, en el caso X ~ N (0, 0) tenemos que Mx (t) = e%("t)2, por lo tanto
may, = E[X?F] = CE)! sk v mog—1 = 0. Utilizando el criterio del cociente,

2k k!
dado que limg_, o m = 0, el radio de convergencia de la serie

o0 o0 k
mg . 0" ok

ZFT _ngkvr ’

k=0 k=0 )

es infinito, entonces, del criterio presentado en el Teorema 1.1.5 concluimos
que cualquier distribucién normal centrada estd determinada por sus mo-
mentos. Es intuitivo y facil de formalizar, que lo anterior implica que para
todo A, o, la distribucién A(), 02) también estd determinada por momentos.

Por otro lado, no todas las distribuciones estan determinadas por sus
momentos. En [26] se muestra que todas las distribuciones cuya densidad
estd dada por

1 _.3 .1
= 54° (1 —asin(z1)) (g o0 (),

Pa(T)
con « corriendo en el intervalo (0, 1), tienen los mismos momentos. Por lo
tanto, hay una sucesiéon de momentos que estd asociada a una infinidad de
distribuciones.
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1.1.3 La independencia clasica es la independencia tensorial

En ocasiones, en vez de estudiar una variable aleatoria de manera aislada, es
necesario estudiar una familia de variables aleatorias que interactian entre
si. Una manera en que se relacionan entre ellas se describe a través de la
nocién de dependencia.

En este contexto estableceremos la independencia de variables aleatorias
en términos de sus medidas, pero en lo que sigue serd 1til comenzar a pensar
la independencia como una propiedad algebraica.

Dado un conjunto de o-dlgebras podemos hablar de su producto, esto
permite definir un espacio de probabilidad que englobe a todos los espacios a
considerar cuando las variables aleatorias en juego se encuentren en distintos
espacios muestrales.

Definicién 1.1.7 (Producto de o-édlgebras). Sea J un conjunto de indices,
para cada j € J consideremos el espacio de medida (€25,B;). Entonces, de-
notaremos al producto cartesiano de dichos espacios como @) §2;, en donde

Jje€J
el conjunto de puntos serd el producto cartesiano [ Q; y la o-dlgebra serd
Jje€J
la generada por los conjuntos de la forma Bx [] €, donde B € Bj, y el
i#]

producto anterior denota el producto cartesiano en donde en la posicion j
se toma el conjunto B, mientras que en las otras el respectivo €);.

En el caso en que todos los espacios (§2;, ;) sean iguales denotaremos
el producto como ©7. En el caso en el que se trate dnicamente con dos
espacios S y 1" denotaremos a dicho producto como S®T'. Silos espacios son
espacios topoldgicos y para cada j € J, B; es la o-dlgebra de los conjuntos
borelianos de €2;, se tendra que la o-algebra obtenida como el producto de
o-algebras da como resultado la o-algebra de los borelianos en el espacio
topoldgico Hje 7 8. En particular, los borelianos en C’ son precisamente
los obtenidos en el producto de los borelianos en C, y los Lebesgue-medibles
en C” son los obtenidos en el producto de la o-algebra de Lebesgue-medibles
en C.

Definicién 1.1.8 (Distribucién conjunta). Dada una familia de variables
aleatorias (X; : Q; — R)jes, la distribucion conjunta de la familia es la
medida de probabilidad en R’ que para cada evento E C R indica la pro-
babilidad de que el vector aleatorio (X;)jcy esté en E.

Notemos que en la definicién anterior la distribucién conjunta no esta
dada en términos de las distribuciones de cada variable aleatoria. De hecho,
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la relacién entre distribucién conjunta y la distribuciéon de cada variable
aleatoria indicara la manera en que las variables interactian entre si. Para
cada variable aleatoria en la familia, definimos su distribucién marginal como
la distribucién de la variable aleatoria considerada por separado cuando se
fija el valor del resto de las variables aleatorias. Entonces, la dependencia
de variables aleatorias estd dada en términos de la relaciéon entre las dis-
tribuciones marginales y la distribuciéon conjunta. La distribucién conjunta
es un ensamble de las distribuciones marginales. Dentro de las formas de
ensamblar medidas hay una que es de particular importancia y se presenta
de forma general en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.6 (Lebesgue-Fubini-Tonelli). Dados dos espacios de medida
o-finitos (S,S,u) y (T, T,v), existe una unica medida p Qv sobre SQT que
cumple que

puRv(BxC)=puB)r0), para todo B € §,C € T.

Mds aun, para cualquier funcion medible no negativa f : S xT — R, que
cumple que [ |fldp ® v < oo se tiene que

/ fdpwv— / du(s) / F(s,0)dv(t) = / du(t) / F(s.0du(s). (1.2)

Una demostracion compacta de este resultado puede ser consultada en
el primer capitulo de [16], mientras que una més detallada en el séptimo
capitulo de [15]. Como la notacién lo indica, el producto apenas definido es
en efecto un producto tensorial. A la medida p ® v la llamaremos producto
tensorial, o cartesiano, de las medidas p y v. Veremos la relacion que
hay entre este producto tensorial y el producto tensorial entre espacios de
Hilbert, basdndonos en la manera en que este concepto es tratado en [25].

Dados H1 y Ho, dos espacios de Hilbert, para cada ¢1 € Hy y ¢2 € Ha,
definiremos ¢1 ® ¢9 como la forma bilineal sobre H1 ® Hs definida por

H1 @ P2 (Y1,v2) = (Y1, d1)w, (Y2, D2)Hs -

Sea & el conjunto de combinaciones lineales finitas de dichas formas bilin-
eales, definamos el produco interior (-,-) sobre & como

(P @Y, n @ p) = (DM, (¥, W3-

Es sencillo demostrar que (-,-) estd bien definido y que es positivamente
definido. De esta manera, definimos el producto tensorial entre Hq ® Ho
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como la completacién de £ con respecto a (-,-), el cual es nuevamente un
espacio de Hilbert.

Esta manera de construir el producto tensorial difiere de la manera alge-
braica, en donde el tensor se define como un cociente del producto cartesiano
de los espacios en cuestién. Para el lector familiarizado con la definicién al-
gebraica, hacemos notar que la equivalencia con la definicién presentada aqui
estriva en dos hechos, uno de ellos es el teorema de representacién de Riesz,
y el otro es la identificacién del espacio (H1 ® Hz)* con Hj ® HF, en donde a
cada u; ®ug le corresponde el funcional dado por (¢ ® ¢g > ui(P1)ua(d2)).

Consideremos el caso en el que Hy = L?(S,u) y Ho = L?>(T,v). Si H1 y
Ho son separables se cumple que

L*(S,dp) @ LA(T,dv) = L*(S x T, dp @ dv). (1.3)

Donde el producto tensorial del lado izquierdo es el definido para espacios
de Hilbert y el del lado derecho es el definido para espacios de medidas. El
isomorfismo estd dado explicitamente por la funcién f ® g — fg.

El producto tensorial de espacios de medidas puede ser definido de la
misma manera para mas de dos espacios y de esta manera se define la nocién
de independencia clasica entre variables aleatorias desde el punto de vista
de teoria de la medida. Por esta razdn, esta nocién de independencia es
también conocida como independencia tensorial.

Definicién 1.1.9 (Independencia clésica). Una familia (X;);je; de variables
aleatorias se dice que es conjuntamente independiente si su distribucion con-
junta es el producto tensorial de las distribuciones de cada variable!.

Sea Ag := L?(S,dpu) el espacio de variables aleatorias con segundo mo-
mento finito y dominio S y Ar := L?(T,dv) el respectivo espacio para 7.
Como se menciond anteriormente, la esperanza puede ser pensada como un
funcional positivo sobre un espacio de variables aleatorias, sean Eg, E7 los
respectivos funcionales. Si los espacios S y T son separables, por la equiva-
lencia (1.3), la esperanza [ sobre el espacio L?(S ® T, u ® v) es el producto
tensorial de las esperanzas, es decir E = Eg ® Ep. La identificacion antes
mencionada, del producto tensorial de dos espacios duales con el dual del es-
pacio tensorial nos dice que el producto tensorial de dos funcionales se puede

1Con lo desarrollado hasta el momento solo es posible definir el producto tensorial de
una cantidad finita de medidas, es decir, la definicién anterior solo tiene sentido cuando
J es finito. Sin embargo es posible también definir la medida producto para una cantidad
infinita de medidas, esto puede ser consultado en la Seccién 2.4 de [30].
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ver como el producto de los funcionales. Por lo tanto, para cualesquiera dos
variables aleatorias X € As y Y € Ap tenemos

E[XY] = Eg[X]|Er[Y].

De hecho, en el caso en el que las distribuciones de X y Y sean absolu-
tamente continuas con respecto a u y v respectivamente, por el teorema
de Radon-Nikodym, estas tendréan densidades asociadas, digamos px(z) y
py (z). Como el isomorfismo de la equivalencia (1.3) estd dado por f® g —
fg, la densidad del vector aleatorio (X,Y) estard dada por px(z)py (2), es
decir, la densidad también se factoriza.

El hecho de que la esperanza y la densidad se factoriza cuando se toman
dos variables aleatorias es también cierto cuando estas no tienen segundo
momento finito. Esto puede ser demostrado directamente recurriendo al
Teorema 1.1.6. Sin embargo, es importante, como motivacién del concepto
de independencia libre que serd introducido en el siguiente capitulo, que el
lector sea consiente de que la esperanza de un vector aleatorio con entradas
independientes puede ser entendida como el funcional positivo resultante del
producto tensorial de los funcionales positivos en cada algebra.

1.1.4 Momentos mixtos y distribucion conjunta

De la misma manera en que los momentos pueden ser utilizados para estudiar
la distribuciéon de una variable aleatoria, los momentos mixtos pueden ser
utilizados para estudiar la distribucién conjunta de una familia de variables
aleatorias.

Definicién 1.1.10 (Momentos mixtos). Sea Xi,..., X, una familia finita
de variables aleatorias. Si estas son reales, los momentos miztos de la fa-
milia son los valores de la forma

E[XF .. XF),

donde ki, ...k, son enteros no negativos. Si son variables aleatorias com-
plejas, los momentos miztos son los valores de la forma

E[X]' X - X3,
donde ki, k... kn, k], son enteros no negativos.

Consideremos el vector aleatorio X = (X1,...,X,). Notemos que

supp(X) = | supp(X;),
=1
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por lo que si todas las variables aleatorias de la familia tienen soporte com-
pacto, el soporte de X serd compacto. Notemos que la distribucién de X es
precisamente la distribucién conjunta de las variables aleatorias X1i,..., X,.
Con un argumento andlogo al dado en la demostraciéon del Teorema 1.1.4,
se puede demostrar que la distribucion de X queda determinada por los
momentos mixtos de la familia, y por lo tanto la distribucién conjunta esta
determinada por sus momentos mixtos.

Si se relaja la condicién del soporte compacto a que las variables aleato-
rias de la familia estén determinadas por momentos, se puede obtener que un
resultado mas débil. La independencia tensorial de las variables es equiv-
alente al hecho de que para cada kq,...,k, > 0, los momentos mixtos se
factorizen de la siguiente manera

E[XF .. Xk = E[XT].--E[XF).

La relacién entre la distribucién y los momentos mixtos es evidente y de
suma utilidad a nivel téorico. De hecho, en varias ocasiones, una manera
alternativa de describir la distribucién de una familia de variables aleatorias

(v .m . . .
X = (X])jzl, es a través del siguiente conjunto

DX = {(i1,...,im) = E[Xs, - X, ] 1 <iq,...,0m < 0} (1.4)

Este conjunto sera llamado la familia de aplicaciones de momentos de orden
n.

1.1.5 Distribuciones asintéticas en el caso clasico

En esta tesis estudiaremos el comportamiento asintético de sucesiones de ma-
trices aleatorias. Cuando se piensan a las matrices como variables aleatorias,
el dlgebra definida por estas no es conmutativa, marcando una diferencia im-
portante al caso en el que el dlgebra de variables aleatorias si conmuta. En
particular, en esta seccién veremos que para ciertas sucesiones de variables
aleatorias es posible definir la nocién de una “variable aleatoria limite”. En
el caso de matrices aleatorias, dado que consideraremos sucesiones de matri-
ces crecientes en dimension, no serd posible hablar de “una matriz aleatoria
limite”. Esta es una motivacién importante para estudiar espacios de vari-
ables aleatorias no conmutativas de forma abstracta, las cuales sirven como
espacios limites de sucesiones de espacios de matrices aleatorias.

Una sucesién de variables aleatorias (X)) ; define una sucesién de dis-
tribuciones en R, digamos (u,)22,, que como se comenté en la primera
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seccién, definen una sucesién de funcionales (£,)0% ; en C% (R). Dado que
este 1ltimo es un espacio de Banach, la nociéon de convergencia tiene sen-
tido, sin embargo, tipicamente es mas importante estudiar la convergencia

de funcionales en una topologia que no es la inducida por la métrica.

Definicién 1.1.11 (Topologia débil). Sea W un espacio de Banach y W*
su espacio dual. La topologia débil en W es la topologia mds débil para la
cual todos los funcionales en W* son continuos.

Si W es un espacio de Banach, W* también lo es, por lo que podemos
hablar de W** := (W*)*. Entonces, W** induce la topologia débil sobre W*.
En este caso hay una inclusion continua y densa W — W** dada por z — T,
donde 7 es el funcional sobre W* definido por la aplicacién evaluacion en z,
es decir T(\) = A(x), para todo A € W*. Denotemos por W a la inclusién
de W en W**, entonces W induce una topologia aiin mas débil en W*,

Definicién 1.1.12 (Topologia débil-*). Sea W* el dual de un espacio de
Banach. La topologia débil-* es la topologia mds débil sobre W* para la cual
las aplicaciones A — \(x), con x € W fija, son continuos.

De la definicién anterior, es claro que una sucesién de funcionales (A,)52
en W* converge a un A € W* si y solo si para todo x € W se tiene que
lim;, 00 An(z) = A(z). En el caso particular en el que W = C(R) y tomamos
los funcionales (¢,,)72; en C% (R) definidos anteriormente, tenemos que estos
convergen a un funcional £, si y solo si lim,, o £n(f) = £, (f). Si este es el
caso, es facil ver que /,, es positivo, por el Teorema 1.1.1, hay una medida
p tal que para toda funcién f € C% (R) se tiene que

Tim. / Fdp, = / fdp.

Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.1.13 (Convergencia en distribucién). Sea (X,,)5%; una sucesion
de variables aleatorias tomando valores en R. Diremos que esta sucesion
converge en distribucion a una variable aleatoria R, si para cualquier funcion
continua y acotada, f: R — R , se tiene que lim,_, E[f(X,)] = E[f(X)].

Dado un entero positivo k, de la definicién anterior, en el caso particular
en donde el soporte de las variables aleatorias es compacto, tomando f(z) =
z*, notemos que lim,,_,o, E[X*] = E[X*]. Entonces, en el caso en que las
variables aleatorias son reales, los momentos de las variables en la sucesién
convergen a los momentos de la variable limite. Tomando la funcién f(z) =
2FZ!, se obtiene el mismo resultado para el caso en el que las variables

aleatorias son complejas.
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Definicién 1.1.14 (Convergencia en momentos). La sucesion de variables
aleatorias (X,,)02, converge en momentos a la variable aleatoria X si

e Cuando R = R: Para todo entero positivo k se tiene que lim,,_ o E[X,’j]
E[XF].

e Cuando R = C: Para cualesquiera enteros positivos k,l, se tiene
limy oo E[XF X" ] = E[X*X'].

En el caso en el que las variables de la sucesién, asi como la variable
limite, tienen soporte compacto, la convergencia en distribucién implica
convergencia en momentos. Como las variables aleatorias con soporte com-
pacto estan determinadas por sus momentos, la convergencia en momentos
también implica convergencia en distribucién. Mas atin, se puede demostrar
que en el caso en el que la variable limite tiene una distribucién determinada
por momentos, la convergencia en momentos implica la convergencia en dis-
tribucién. En estos casos, para demostrar convergencia en distribucién basta
demostrar convergencia en momentos, a esta euristica de demostracion se le
conoce como el método de los momentos.

La virtud de las nociones de convergencia en distribucién y en momentos,
es que no requiere que las variables aleatorias tengan el mismo dominio.
Cuando las variables aleatorias coinciden en el dominio es posible definir
nociones més fuertes de convergencia.

Definicién 1.1.15 (Convergencia en probabilidad). La sucesion de vari-
ables aleatorias (X,)52, converge en probabilidad a la variable aleatoria X,
st para cada € > 0 se cumple que

nh_)ngo P{w e Q: | X(w) — X, (w)| > €}) =0.

La convergencia en probabilidad implica convergencia en distribucién.
El lector puede consultar distintas nociones de convergencia, y la relaciéon
entre ellas, en el primer capitulo de [31].

A continuacién presentaremos dos teoremas fundamentales sobre dis-
tribuciones asintéticas. A pesar de ser estandar, han sido incluidos, por
un lado para contrastarlos con sus andalogos libres, y por otro porque las
demostraciones incluidas ilustran de forma clara el método de momentos.

Teorema 1.1.7 (Ley de los grandes nimeros). Sea (X,,)02; una sucesion
de variables aleatorias escalares independientes e identicamente distribuidas,
denotamos por

X1t Xy

i —

Y, :
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e}

Entonces, la sucesion de variables aleatorias (Y,)22

dad a p. Donde p = E[X,].

converge en probabili-

Demostracion. Si X, Y son variables aleatorias independientes, entonces
Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y), méas ain, si A € R entonces Var(AX) =
MVar(X). Utilizando que las variables (X;) son i.i.d. obtenemos que
Var(Y,) = HVar(X;) = w, de donde Var(Y,) — 0. Ahora, uti-
lizando la desigualdad de Chebyshev, tenemos que para cada € > 0 y para

todo n,
Var(Yy,)
< 77

P(Yn —pulze) <

)

o2
de donde concluimos que P(|Y,, — u| > €) — 0. Por definicién, lo anterior
demuestra que Y,, converge en probabilidad a pu. O

En el siguiente capitulo presentaremos la versién libre del teorema del
limite central, en donde daremos una prueba de este en el marco de la
Probabilidad no Conmutativa que también proveera una demostracion para
la siguiente versién débil del teorema del limite central clasico.

Teorema 1.1.8 (Teorema del limite central clasico). Sea (X,)5%; una
sucesion de variables aleatorias independientes, identicamente distribuidas,
centradas y con todos sus momentos finitos. Denotamos

g Xt X,
n-— " = .
NG

Entonces la sucesion (Z,)52, converge en distribucion a una variable aleato-
ria con distribucién Gaussiana y pardmetros =0 y 0% = Var(Xy).

1.2 Probabilidad libre

La probabilidad libre fue introducida por Dan-Virgil Voiculescu en la década
de los 80 en los trabajos [32, 33, 36]. Esta teorfa nacié con el objetivo de
resolver problemas clasicos en la teoria de algebras de Von Neumann, siendo
el problema del isomorfismo uno de sus principales objetivos.
Posteriormente la teoria de probabilidad libre tomé distintas vertientes
y actualmente es un area de investigaciéon por si misma. Esta teoria per-
mite entender a profundidad la naturaleza asintética de familias de matri-
ces aleatorias de relevancia en diversas areas, y por ende ha sido utilizada
en numerosas ocasiones al resolver problemas de teorfa de la informacion,
mecanica cudntica y gréaficas aleatorias. En [34], el lector puede consultar un
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articulo panoramico sobre los contextos en los cuéles la teoria de probabili-
dad libre ha proliferado, asi como los conceptos clave desarrollados, mientras
que en [14] se pueden consultar los temas en desarrollo més prometedores de
la actualidad en esta area, dentro de los cuales figura la Teoria de Traficos.

Ademads de ser un punto central del cual emanan resultados de impor-
tancia en distintas areas de las matematicas, la probabilidad libre ha sido
desarrollada haciendo uso también de diversas areas de las matematicas,
siendo el analisis funcional, anélisis complejo y la combinatoria enumerativa
las principales dreas utilizadas.

En esta tesis nos interesan las aplicaciones a la teoria de matrices aleato-
rias, por lo que la presentacion que se desarrolla a continuacién se hara con
esta orientacion. Cualquier consulta general en el drea se puede hacer en
[29].

Para estudiar espacios de variables aleatorias de manera abstracta pen-
saremos a estas de manera puntual. En vez de ser objetos con una estructura
subyacente, solo seran elementos de un algebra.

Definicién 1.2.1 (Espacio de probabilidad no conmutativo). Un espacio de
probabilidad no conmutativo (A, ¢) consiste de una dlgebra unitaria A sobre
C y un funcional lineal

¢: A C; d(14) = 1.

La nocién de espacio de probabilidad no conmutativo generaliza a la
nocién clasica en donde las variables aleatorias si conmutan.

Ejemplo 1.2.1. Sea (2, B, P) un espacio de probabilidad y sea A = L=~ (X2, P)
el dlgebra de variables aleatorias complejas que tienen todos sus momentos,
es decir

L®7(Q,P) =[] LP(Q,P).
p=1
Tomamos ¢ : A — C, dado por ¢(X) = E[X] para todo X € A.

Como se observé en la seccion anterior, ¢ = E es un funcional lineal,
ademads, en L™~ (Q, P) la identidad es 14 = Lg, es decir, la funcién con-
stante 1, como

6(14) = Blta] = [ 1dP(w) = P = 1.

el espacio definido en el ejemplo anterior es en efecto un espacio de proba-
bilidad no conmutativo.
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Ejemplo 1.2.2. Sea A = M,,(C) el espacio de matrices aleatorias complejas
de n x n. Tomemos ¢ : A — C como la traza normalizada, es decir, para
todo A € M, (C), con A = (a;j) definamos

P(A) :=tr(A) = % > ai
=1

La traza normalizada es un funcional lineal, y cumple que tr(I) = 1
cuando I es la matriz identidad. Nuevamente, el espacio definido en el
ejemplo anterior es un espacio de probabilidad no conmutativo, esta vez con
elementos que no conmutan.

En general, dado un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢),
podemos considerar el espacio M,,(C) ® A, de matrices con entradas en A,
este con el funcional tr Q¢ = ¢otr es nuevamente un espacio de probabilidad
no conmutativo. Asi podemos combinar los Ejemplos 1.2.1 y 1.2.2 para
obtener el siguiente.

Ejemplo 1.2.3. Sea A = M,(C)® L>°~(Q, P) el dlgebra de matrices cuyas
entradas son variables aleatorias complejas sobre (2, B, P), dada A € A
definimos

$(A) = Eftr(A)] = % S Elasi.
i=1

La identidad en el algebra anterior es la matriz determinista I, nueva-
mente tenemos ¢(I) = 1, obteniendo un espacio de probabilidad no con-
mutativo. En el ejemplo anterior, al igual que en la mayoria de los casos
dentro de la teoria clasica de matrices aleatorias, se considera a las matrices
como ensambles de matrices aleatorias. Una de las razones por las cuales la
probabilidad no conmutativa tiene aplicaciones importantes al estudio de las
matrices aleatorias es que permite tratar a estas como una variable aleatoria
por si misma.

Dado un espacio de probabilidad no conmutativo fijo, se pueden conside-
rar distintos funcionales sobre él, lo cual dotaréd de distribuciones distintas
a las variables aleatorias del algebra, como veremos posteriormente. Por
ejemplo, sea A como en el Ejemplo 1.2.3, el funcional 7 : A — C definido
por

T(A) = E[au], VA€ A, (1.5)

también cumple que (A, 7) es un espacio de probabilidad no conmutativo.

Ejemplo 1.2.4. Sea G un grupo y CG el dlgebra de grupo de G, es decir
el espacio vectorial sobre los complejos obtenido al tomar los elementos de
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G como base, en donde la multiplicacion se define de la manera que sea
distributiva con la suma. Definamos el funcional 7¢ : CG — C como

G Z /\g.g = A,

geG

donde e es la identidad de G. Entonces (CG,7q) es un espacio de probabi-
lidad no conmutativo.

Para hacer un anadlisis sobre la distribucién de variables aleatorias no
conmutativas es necesario trabajar con espacios de probabilidad no conmu-
tativos equipados con una involucién .

Definicién 1.2.2 (Espacio de probabilidad-*x no conmutativo). Diremos
que (A, $) es un espacio de probabidad-*, si es un espacio de probabilidad
no conmutativo equipado con una involucién *, que cumple que para todo
a,be Ay\eC:

e La involucion es antilineal: (a + \b)* = a* + \b*.
o (ab)* =b*a*.
e FEl funcional ¢ es positivo: ¢(aa*) > 0.

Si A tiene las primeras dos propiedades, ain cuando no tenga un funcional
¢ satisfaciendo el tercer punto, diremos que A es un dlgebra-x.

En el Ejemplo 1.2.1 la involucién corresponde a la conjugacién compleja,
en 1.2.2 y 1.2.3 a la adjuncién matricial, y en 1.2.4 la definimos como la
extensién antilineal de g* = g~! para todo g € G. En todos estos casos, los
funcionales mencionados resultan ser positivos.

Veremos que la positividad del funcional puede ser explotada amplia-
mente cuando el espacio estd dotado de una métrica “consistente” con las
operaciones del dlgebra. Atn cuando este no es el caso, se pueden inferir
resultados importantes a partir de la positividad. La demostracién del sigu-
iente teorema puede ser consultada en el primer capitulo de [29].

Teorema 1.2.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea (A, ¢) un espacio
de probabilidad-x. Para cualquier pareja de elementos a,b € A se tiene la
stguiente desigualdad

(" a)|* < a*a)p(b*D).
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Asi mismo, ciertas propiedades algebraicas de las variables con respecto
a la involucién permitirdn obtener resultados sobre su distribucion. Es por
esto que se le da un nombre a ciertos tipos de variables aleatorias no con-
mutativas.

Definicién 1.2.3. Sea A una dlgebra-« y a € A.
e Si se cumple que a = a* diremos que a es autoadjunto.
e Sia*a = aa* =1 diremos que a es unitario.

e Siaa* = a*a diremos que a es normal.

1.2.1 Distribuciones-*

En la seccién de probabilidad clasica se definié la distribucién de una vari-
able aleatoria como el pushforward de la medida del dominio de la variable
aleatoria al rango R. Notemos que esta definicién explota la estructura
subyacente de las variables aleatorias consideradas. En el marco de proba-
bilidad no conmutativa, las variables aleatorias no son m&s que elementos
de un algebra por lo que a primera vista no es claro como asociarles una
medida de probabilidad sobre R. En la seccién de probabilidad clasica
también se discutié la relaciéon entre momentos y distribucién, mencionando
casos en los que los momentos codificaban por completo la informacién de
la distribucién. En general, dada una variable aleatoria no conmutativa,
no siempre serd posible asociarle una medida, por lo que la informacién
proveida por la familia de aplicaciones de momentos (andlogo a (1.4)) sera
el objeto que més se asemeje a su distribucién.

Para hablar formalmente de las familia de aplicaciones de momentos en
este contexto, recurriremos al algebra C(x, z*), la cual se define como sigue.

Dado un simbolo z, sea C(z,z*) el conjunto de combinaciones lineales
formales con coeficientes complejos de palabras de la forma pfWge@) ... gelk)
donde €(i) € {1,*}. A este tipo de palabras les llamaremos monomios-* de
indeterminadas y cuando sea claro dentro del contexto simplemente las lla-
maremos monomios-x.

Dicho de otra forma, C(x,z*) es el espacio vectorial sobre los complejos
generado al tomar como conjunto de vectores base a los elementos del grupo
libre generado por x y x*.

El producto de monomios-* en C(x, z*) se define como la concatenacién
de las respectivas palabras, i.e.

(@1 g1 B (g=20) L o)) — ge (1) L ge (k).
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en donde ¢(j) = e1(j) si j < ky e(j) = e2(j) si j > k. Extendiendo
este producto linealmente a C(x,z*) obtenemos una algebra sobre C. Esta
algebra puede ser pensada como el espacio de polinomios no conmutativos
en las variables x y z*.

La distribucién de una variable aleatoria a € A podria ser definida como
la familia de aplicaciones de momentos mixtos, la version no conmutativa
de la familia definida en la ecuacién (1.4). Sin embargo, la familia de apli-
caciones de momentos involucra a la variable aleatoria en si, y como se
menciond anteriormente la distribucion es un concepto que debe de estar
definido sobre un espacio genérico y comun a todas las variables aleatorias,
independientemente del espacio en donde viven.

Introduciremos este concepto con minuciosa formalidad con el fin de
motivar apropiadamente el concepto de distribuciéon cuando se trabaje con
la nocién extendida de momento en los espacios de traficos.

Definicién 1.2.4 (Distribucién-*). Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad-
x ya € A. La distribucion™ de a se define como el funcional lineal u :
C(z,z*) — C dado por:

p( Mt Ry = (et L 2R
Para todo k > 0 y todo €(1),--- ,e(k) € {1,*}.

Sea P € C(z,z*) y a € A, podemos pensar a P como un polinomio,
dando sentido a P(a) € A, es decir, a la evaluacién de P en a.

Definicién 1.2.5 (La aplicacién evaluacién). Sea A una dlgebra-x. Dada
x = (xj)jes una familia de indeterminadas y a = (a;)jecs una familia de
variables aleatorias no conmutativas de A. Definimos la aplicacion evalg,
como la funcion lineal

evalg : Clx, ") — A,

que cumple que para cada P € C(x, ), eval(P) := P(a), donde P(a) es el
elemento en A obtenido al sustituir las indeterminadas que aparecen en P
por los respectivos elementos en a que tienen el mismo indice.

De manera andloga, definimos la distribucién-* conjunta de variables
aleatorias no conmutativas como la familia de aplicaciones de momentos
mixtos. Formalmente, dada una familia de indices J consideraremos la
familia de indeterminadas x = (z;) y tomaremos a C(x, x*) como el algebra

libre sobre C generada por los simbolos en x U x*, donde x* = (z})iec.
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Es decir, al dlgebra que consiste de las combinaciones lineales finitas de
monomios de la forma

(1) e(k)

ICORRFION

donde j(i) € J y e(i) € {1,x} para todo ¢ € [k]. Dando la siguiente
definicion.

X

Definicién 1.2.6 (Distribucién-* conjunta). Sea (A, ¢) un espacio de pro-
babilidad-+ y a C A una familia de variables aleatorias indexada por la
familia de indices J, es decir, a = (a;)icy. La distribucion conjunta de la
familia a estd dada por la aplicacion lineal g : Clx, *) — C, dada por

W
Pa(T50) 50

para todo € : (k] — J y j:[k] = J.

1.2.2 Distribuciones analiticas asociadas

Como se mencioné anteriormente, nociones métricas en el dgebra-* nos per-
mitirdan asociar medidas a algunas de las variables aleatorias.

Observacion 1.2.1. Sea H un espacio de Hilbert y B(H) el espacio de o-
peradores acotados sobre H. Si en B(H) tomamos a la involucién * como
la adjuncion de operadores, este espacio se vuelve una dlgebra-x. Mds ain,
cualquier subdlgebra de B(H), cerrada bajo adjuncion, es también una dlgebra-
*.

Por otro lado, es posible caracterizar a las algebras-* que se pueden
encajar en un espacio de operadores acotados sobre un espacio de Hilbert.
Un desarrollo detallado de esto se lleva a cabo en [22].

Definicién 1.2.7 (Algebra de Banach). Sea A una dlgebra compleja. La
pareja (A, ||-]]) es un dlgebra de Banach si se cumple que ||-|| es una norma
cuando A es visto como espacio vectorial, dicha norma es completa y cumple
la siguiente condicion de continuidad respecto a la multiplicacion

[labl| < lal[[[b]]-

Para las algebra de Banach que son algebra-* se puede pedir una condicién
de continuidad para la involucién que la dota de una topologia suficiente-
mente fuerte para enunciar teoremas espectrales.
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Definicién 1.2.8 (Algebra C*). Decimos que (A, ||-||) es una dlgebra C* si
es un dlgebra-+, una dlgebra de Banach y el operador x cumple la siguiente
condicion respecto a la norma

la*all = lal|*.

Gelfand y Naimark demostraron que cualquier algebra-* tiene una repre-
sentacién isométrica [11], conocida como la representaciéon GNS, obteniendo
el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2 (Representacion Gelfand-Naimark-Segal). Dada A una dlgebra
C*, existe un espacio de Hilbert H y una isometria-+ m: A — B(H).

Notemos que combinando el resultado anterior con el teorema de re-
presentacion de Riesz, ademas de que podemos representar muchas de las
algebras de espacios de probabilidad-* no conmutativos, también podemos
representar sus funcionales a través del producto interior en el espacio de
Hilbert asociado.

Los teoremas de representacién de Gelfand-Naimark hacen un fuerte uso
del analisis espectral de operadores.

Definicién 1.2.9 (Espectro). Sea H un espacio de Hilbert y T € B(H).
Diremos que A € C estd en el espectro de T si T — A no es invertible, donde
I es el operador identidad. De esta manera, para cada T, el espectro de T
es un subconjunto de C que denotaremos por o(T).

~Y

En el caso en el que H tiene dimension finita n, tenemos que B(H) =
M, (C). Dada A € M,(C) es claro que o(A) es el conjunto de eigenvalores de
A. En el caso de matrices, los eigenvalores de una matriz dan un descripcion
tangible de esta, de la misma manera en que propiedades de la matriz se
ven reflejadas en su conjunto de eigenvalores. Por ejemplo, es conocido que
si una matriz es hermitiana, es decir A* = A, entonces es diagonalizable y
todos sus eigenvalores son reales.

Andlogamente, siT € B(H) es un operador autoadjunto, es decir 7% = T,
entonces o(T) C R. Si T es un operador unitario, es decir 7T = I, entonces
o(T) C T, donde T es el grupo de complejos unitarios, una prueba de
esto ultimo puede ser consultada en el primer capitulo de [22]. Si T" es un
operador positivo, o equivalentemente si existe S tal que T = SS* entonces
o(T) C RT.

En general, independientemente de las propiedades del operador T, se
cumple que o(7T) es un subconjunto compacto y no vacio de C. A contin-
uacién presentamos un resultado que se desprende del teorema espectral.
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Teorema 1.2.3 (Célculo funcional). Sea T un operador autoadjunto aco-
tado de un espacio de Hilbert H. Entonces hay un unico homomorfismo-
* isométrico y continuo, ® : C(o(T)) — B(H). A ® se le conoce como
el calculo funcional de T y satisface que si f(z) € C(o(T)) es la funcion
f(2) = z, entonces ®(f) =T.

Regresando al problema de asociar medidas a variables aleatorias no
conmutativas, sea (A, @) un espacio de probabilidad-* no conmutativo tal
que A es una &lgebra C* sea a € A autoadjunta. Sabemos que hay un
encaje ™ de A en una algebra de operadores B(H). Como a es autoadjunta,
T := w(a) también es autoadjunto, por lo que podemos tomar el calculo
funcional ® : C(o(T")) — B(H).

Sea A’ el dlgebra C* unitaria generada por a, i.e. A" := cl((a,14)). Si
¢’ = ¢ |, entonces (A, ¢') es un espacio de probabilidad-* no conmutativo.
Notemos que la cadena

A AS BH) 2 Co(T)),

induce una biyeccién entre A’ y C(o(T)) 2, lo cual permite pensar al fun-
cional ¢’ a un funcional ¢ sobre C(c(T')). La positividad de ¢ induce pos-
itividad en ¢ y esta se traduce en la positividad de £. Por el teorema de
Riesz-Markov (Teorema 1.1.1), existe una medida p que cumple que

aﬂ:/mﬂmwm,

para toda f € C(o(T)). Notemos que a a € A’ le corresponde la funcién
x+— xen C(o(T)) y aly le corresponde la funcién constante 1 sobre o(T),
por lo que a a™ le corresponde la funcién x™ para todo entero no negativo
n, por la construccién de £ obtenemos

¢<a">::e<x">::j/6r)x"du<x>

Es decir, los momentos de a y los de p coinciden. M&s aun, como ¢ es un
funcional unitario, ¢'(14) = ¢(14) = 1 y por lo tanto

1:dumz/gnguw@»

2Es importante mencionar que en el diagrama anterior estamos cometiendo un abuso
de notacién, ya que ® ' no estd definido en todo B(H), sin embargo si estd en la imagen
de la inclusién que estamos considerando.
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con lo cual se concluye que p es una medida de probabilidad. Finalmente,
como T es autoadjunto, o(T") C R. Estos resultados se resumen en el si-
guiente teorema.

Teorema 1.2.4 (Definicién de distribucién analitica). Sea (A, ¢) un espa-
cio de probabilidad-x no conmutativo tal que A tiene estructura de dlgebra
C*. Sea a € A una variable aleatoria autoadjunta. FExiste una medida de
probabilidad con soporte compacto u sobre R que cumple que

oa) = [ adu(z).

A la medida p se le conoce como la distribucion analitica de a.

Existe una versién mas general del calculo funcional para el caso en el
que a es normal [25], un argumento andlogo al anterior da como resultado
el siguiente teorema.

Teorema 1.2.5. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad-+x no conmutativo.
Sea a € A una variable aleatoria normal. Entonces a tiene distribucion
analitica de soporte compacto p sobre C, tal que para cualesquiera k,l enteros
no negativos se tiene

o @)) = [ 2 dutz),
C

Como la medida se construye sobre el espectro, en el caso en el que se
toma una variable aleatoria unitaria u, dado que u es también normal tiene
una distribucién sobre C, como es unitaria su espectro esta contenido en T
al igual que el soporte de su medida.

Mas en general, dada una familia finita de n variables aleatorias nor-
males que conmutan entre si, es posible asociarles una distribucién analitica
conjunta sobre C" que tenga los mismos momentos mixtos. Actualmente, no
hay un método general para analizar casos en donde no haya conmutativi-
dad, dejando clara la necesidad de una extensi’on de la teoria de probabilidad

libre.

1.2.3 Independencia Libre

La nocién de independencia libre fue introducida por Voiculescu. Aunque
originalmente el concepto surgié en el marco de algebras de Von Neumann,
posteriormente, este descubrimiento resulté ser relevante en varias areas de
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las matematicas. Hay varias formas de hablar de este concepto, la exposicién
que damos a continuacion principalmente se basa en los Capitulos 5y 6 de

[29].

Definicién 1.2.10 (Independencia Libre de Algebras). Sea (A, ¢) un espa-
cio de probabilidad no conmutativo e I un conjunto de indices. Para cada
i €1 sea A; una subdlgebra unitaria de A.

Diremos que las subdlgebras (A;)icr son independientes en el sentido libre si
para toda k-tupla ay,aq,...,a; con a; € A;;, se tiene que bajo la hipdtesis
de que ¢(a;) =0 para todo j = 1,---k yiy # iy # - -+ # iy, se puede concluir
que

(ﬁ(CLl c 'ak) = 0.

Diremos que un conjunto de variables aleatorias son independientes si
las dlgebras unitarias generadas por ellas lo son. La definiciéon anterior, para
variables aleatorias, se traduce en la siguiente.

Definicién 1.2.11. [Independencia libre para v.a.n.c.] Sea (A, ¢) un espa-
cio de probabilidad no conmutativo e I un conjunto de indices. Las variables
aleatorias no conmutativas (a;);er son libres si para cualesquiera polinomios
Py,...,P, € Clz) y cualesquiera a;,,...,a;, con iy # iy # --- # i} se
cumple que

P(Pi(as,) - Prlag,)) =0,

siempre que se cumpla que qﬁ(Pj(aij)) =0 para todo 7 =1,...,k.

Cuando el espacio sea un espacio de probabilidad-*, la independencia
libre-* entre variables aleatorias requiere que las dlgebras-* unitarias gener-
adas sean libremente independientes, por lo que la definicién anterior cambia
a, en vez de solo considerar polinomios en C(z), también se deben considerar
los polinomios en C(z, z*).

El nombre libre viene precisamente del hecho de que el producto univer-
sal * corresponde al producto libre de algebras. Para motivar tomemos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.5. Del ejemplo 1.2.4 recordemos que, dado un grupo G, (CG, 1¢g)
es un espacio de probalidad-*. Sea I un conjunto de indices y (G;)icr es
una familia de subgrupos. Es fdcil ver que los siguientes dos enunciados son
equivalentes.

e Los grupos (Gj)ier son libres.

e Las dlgebras (CG;)icr son independientes en el sentido libre en el es-
pacio de probabilidad no conmutativo (CG,1¢q).
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Miés generalmente, dado un conjunto de espacios de probabilidad no conmu-
tativos, se pueden obtener realizaciones independientes en el sentido libre
de estos espacios, encajandolos en su producto libre.

Definicién 1.2.12 (Producto libre de dlgebras unitarias). Sea (A;)ier una
familia de dlgebras unitarias. El producto libre de (A;, ¢;)icr con iden-
tificacion de unidades es una dlgebra unitaria A junto con una familia
de homeomorfismos unitarios (V; : A; — A)ier, cumpliendo la siguiente
propiedad universal. Siempre que B sea una dlgebra unitaria sobre C y
(W; + A; — B)icr una familia de homeomorfismos, entonces existe un inico
homeomorfismo ® : A — B cumpliendo que ® o V; = W; para toda i € I.

Se puede demostrar a partir de la propiedad universal que el dlgebra A
es Unica salvo isomorfismos y que los morfismos V; son encajes, por lo que
podemos pensar a las algebras en la familia como subalgebras del producto
libre, en donde la unidad de A es la unidad de todas. Esta tltima forma de
pensar el producto libre es la canénica y la denotaremos por

* A,
el

Notemos que en el producto A := >|<I A; las algebras A; solo coinciden en el

1€
algebra generada por la unidad, es decir en C1 4. Para cada ¢ € I sea Ag un

espacio subespacio de A; de codimensién 1 complemento del espacio C1 4.
De lo mencionado anteriormentetenemos tenemos que las subalgebras AY
son ajenas, por lo que aunque la misma algebra aparezca mas de una vez en
el producto (por ejemplo B * B * 3), sus respectivos encajes solo coincidiran
en Cly. Con esto en mente, podemos dar una descripcién tangible del
producto libre.

iékIAi =Cle @ @ Wit,wvin | - (1.6)

n=1 41,..,in€l

11 F£loFEFin
FEn donde para cada n-tupla de indices que cumple i1 # i9 F£ -+ F# iy,
definimos a W, .. ;, como el dlgebra generada por los elementos de la forma
ai ...ap que cumplen que a; € A;; para j =1,...,n.

Con esta ultima descripciéon en mano podemos definir el producto libre
de espacios de probabilidad no conmutativos.

Definicién 1.2.13 (Producto libre de espacios de probabilidad). Sea (A;, ¢;)icr
una familia de espacios de probabilidad no conmutativos. Para cada i € 1
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sea AY := Ker(¢;). Definimos el producto libre de estos espacios como el es-
pacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢), donde A := A Aiyp: A—C
1€

es el un morfismo unitario que cumple que

Ker(¢) = EB EB Wi, in

n=1 iq,..in€l
i1 77 Fin
Donde los W, ....i,, estdn definidos como antes tomando las subdlgebras AZQ =
Ker(¢;) para cada i € I.

En la definicién anterior, los encajes de las algebras (A;);c; son inde-
pendientes en el sentido libre, ya que para cada ¢ € I, el conjunto Ag es el
conjunto de los elementos centrados de la respectiva algebra y los elementos
en los conjuntos de la forma W;, . ;, son precisamente los productos que se
deben de anular para que se satisfaga la condicién pedida en la Definicion
1.2.10.

Dada una familia de algebras, cualquier dlgebra que las contenga se puede
obtener como el cociente del producto libre de estas, en donde el cociente
estd inducido por las relaciones algebraicas entre los elementos de distintas
algebras. Entonces, si un conjunto de variables aleatorias es independiente
en el sentido libre, estas tienen muy pocas relaciones algebraicas entre si.
Como la conmutatividad es un tipo de relaciéon algebraica, es de esperarse
que la teoria de probabilidad libre sea una teoria altamente no-conmutativa.

Para concluir esta seccion expondremos la manera estandar de calcular
momentos mixtos de variables libres.

Ejemplo 1.2.6. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo. Sean
ay,az,b € A variables que cumplen que {a1,as} es libre de b.

Para calcular ¢(a1bag), notemos que como las variables no estin cen-
tradas no es posible aplicar directamente la Definicion 1.2.11. Para resolver
esto basta observar que a1 — ¢(a1)l g, as — P(az)lg y b— ¢(b)1 4 son libres y
centradas, por lo que

P((a1 — #(a1)1a)(b — ¢(b)1a)(az — ¢(az)la)) = 0.

Después de desarrollar el producto dentro de ¢, utilizar la linearidad de este
y cancelar términos correspondientes, se obtiene

(b(albag) = ¢(a1a2)¢(b). (17)
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En el caso particular en que ag = 1 4 tenemos que

P(a1b) = ¢(a1)p(b). (1.8)

Las ecuaciones (1.7) y (1.8) brindan reglas importantes para factorizar
momentos mixtos. Por ejemplo, si ahora A = {aj,as,a3}, B = {b1,b2} y
C = {c1,c2,c3} son libres, para calcular ¢(ajciazcobibacsas), notemos que
por la asociatividad y conmutatividad de la nocién de independencia libre, la
familia AUC es libre de B, por lo que utilizando la ecuacién (1.7) obtenemos
d(ajazcieabibacsas) = é(ajagcicacsaz)d(bibe). Luego, como A y C son
libres tenemos que ¢(ajascicacsas) = ¢(ayazas)p(cieacs). Concluyendo que

d(arazcicabibaczaz) = (ajazaz)d(biba)o(cicacs).

En cambio, la misma técnica no puede ser aplicada para calcular
¢(a16102a2b103a3).

Es natural preguntarse cuando un momento mixto es igual al producto de
los momentos en cada algebra. Este se puede hacer analizando la combina-
toria del producto dentro del funcional. Dado un producto wyws - - - w,, de
variables aleatorias no conmutativas, pertenecientes a algunas algebras que
se sabe que son libres, podemos asociarle una particién del conjunto [n] en
donde cada bloque estara conformado por el conjunto de indices que cumplen
que las respectivas variables estan en una misma algebra. Por ejemplo, la
particién del conjunto {1,2,...,8} asociada al producto ajascicabibacsas, es
{{1,2,8},{5,6},{3,4,7}} y la particién asociada al producto a;jcicaasbicsas
es {{1,4,7},{5},{2,3,6}}. Las cuales se pueden representar en diagramas
de la siguiente forma

Notemos que el primero corresponde a una particidn que no se cruza
mientras que el segundo a una que si se cruza. Se puede ver que los productos
que se pueden factorizar bajo el funcional son precisamente aquellos cuya
particién asociada es una particién que no se cruza.

Al igual que en el ejemplo anterior, la reticula de particiones que no
se cruzan surge de forma natural cuando se estudia la combinatoria de la
probabilidad libre.

1.2.4 Distribuciones asintéticas en probabilidad no conmu-
tativa

Dado que la nocién de distribucién analitica solo se tiene para algunas varia-
bles aleatorias no conmutativas, en la teoria de probabilidad no conmutativa,
la convergencia en distribucién se define como la convergencia en momentos.
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Figura 1: En cada diagrama muestra las envolventes convexas de los puntos
que corresponden a elementos en un mismo bloque en la respectiva particion.

Definicién 1.2.14 (Convergencia en distribucién). Sea (a, )52 ; una sucesion
de variables aleatorias no conmutativas, con a, en el espacio de probabilidad-
x (Ap, ¢n). Diremos que la sucesion converge en distribucion a a € A,
donde (A, @) es un espacio de probabilidad-x, si las familias de aplicaciones
de momentos miztos de cada a, convergen a la familia de aplicaciones de
momentos de a. En otras palabras, si para cada cada k entero positivo y
cualesquiera €1, . .. ,e, € {x,1}, se cumple que

lim ¢p(as! - -ak) = ¢(a® - - aF).
n—o0

De manera més general, se define la convergencia en distribucién con-
junta, como la convergencia en momentos mixtos.

Definicién 1.2.15 (Convergencia en distribucién conjunta). Sea I un con-
Junto de indices y ((ain)icr)oey una familia de sucesiones de variables aleato-
rias no conmutativas, cada una en un espacio de probabilildad-* (A, ¢y,).
Diremos que la sucesion converge a la familia de variables aleatorias no con-
mutativas (a;)icr en el espacio de probabilidad-+ (A, @), si se cumple que para

todo k, para cualesquiera iy, ... i, € I y cualesquiera €1, ..., € {*,1}, se
cumple que
. €1 €2 €k _ €1 €k
nh_{I;O ¢(ai1,nai2,n T aik,n) = ¢(ai1 TGy )-

Por el Teorema 1.2.5, si las variables consideradas son normales, cada
una de ellas tendra una distribucién analitica con soporte compacto. Las
variable limite también serd normal con distribucién analitica con soporte
compacto. En este caso, las distribuciones asociadas a las variables de la
sucesion convergeran a la distribucién asociada a la variable aleatoria limite.
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Sea (a,)$° ; una sucesién de variables aleatorias autoadjuntas, indepen-
dientes, ya sea en el sentido tensorial o en el libre, e identicamente dis-
tribuidas en el espacio de probabilidad-* (A, ¢). Sean

ar+--+an a+ - +an

yn— n ) Zn— \/ﬁ

Estudiaremos la distribucién de y,, y 2, por el método de momentos. Sean
m y n enteros positivos fijos, entonces, dado que ¢ es lineal

gb((al +oeeet an Z ¢ Qr(1 ’ ar(m))' (1'9)

ri[m]=[n]

Ahora, tal y como se mostré en la seccién anterior, la independencia de
ai,...,a, nos da una regla para expresar sus momentos mixtos en términos
de sus momentos individuales. La manera en que ¢ se descomponga en las
distribuciones marginales dependeré de la funcién r que se esté considerando.
Especificamente, si 7 y s son funciones de [m] a [n], dado que las variables
ai,...,an son independientes e idénticamente distribuidas, tendremos que

d(ar)y  Army) = dasr) * As(m));

si para todo i,j € [m] se cumple que , (i) = r(j) si y solo si s(i) = s(j).
Esto motiva el concepto de kernel.

Definicién 1.2.16 (Kernel de una funcién). Sea X cualquier conjunto y
r : [m] — X. Definimos el kernel de r, denotado por ker(r), como la
particion en P(m), cuyos bloques estan dados por las imdgenes inversas de
los elementos en Im(r). Es decir, cualesquiera i,j € [m] estdn en un mismo
bloque de ker(r), si y solo sir(i) =r(j).

Con esto, la observacién anterior se puede reformular como el hecho de
que para toda m € P(m), el valor del funcional evaluado en los productos
asociados a las funciones cuyo kernel es m, tienen un valor comin que de-
notaremos por f(m). Ahora notemos que para cada m € P(m), si || es la
cantidad de bloques de 7, entonces el nimero de funciones r : [m] — [n] con
ker(r) =m, esn(n—1)--- (n—|r|+1), pues a cada bloque le corresponde un
valor distinto en [n]. Si denotamos por (n)|, al valor n(n—1)--- (n—|[r|+1),
podemos rescribir la ecuacién (1.9) como

o((ag + -+ +ap)™ Z f(r w (1.10)

TEP(m)
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Entonces, si queremos estudiar el limite de ¢(y;*) cuando n tiende a infinito,
basta dividir la suma anterior por n'™ y calcular el limite. Dado que (n)w
es asintético a nl™l, todos los términos asociados a una particién 7 con
|| < m serdn asintéticamente 0, por lo que en el limite los tinicos términos
representativos son aquellos asociados a particiones con m bloques. Por otro
lado, la tinica particién con m bloques es 1,,. Ademaés, por lo demostrado
en la seccién anterior, si @ y b son variables aleatorias no conmutativas,
entonces ¢(ab) = ¢(a)p(b), si a y b son independientes ya sea en el sentido
libre o tensorial. De aqui que f(1,,) = ¢(a1)™ y por lo tanto

Tim G(y) = élan)™.

Si llamamos p = ¢(a1), por el método de momentos, concluimos que la
distribucién limite de y,, es d,,. Lo cual nos da una demostracién de la ley
de los grandes nimeros, tanto para el caso clasico como para el libre. Es
importante notar, que aunque en este caso las distribuciones limites son
iguales tanto en el caso libre como en el clasico, no siempre pasa esto. De
hecho, veremos a continuacién, que la distribucién “gaussiana” libre, no es
igual a la distribucién gaussiana clésica.

Ahora, supongamos que las variables aleatorias no conmutativas de la
sucesién (a,)%; son centradas y de varianza o2, es decir ¢(a;) = 0y
¢(a?) = o2, Para analizar el limite de ¢(2™) tenemos que dividir la suma en
la ecuacién (1.10), por n’%. Notemos que los términos asociados a particiones
con menos de % bloques son asintéticamente 0. Por otro lado, supongamos
que ™ € P(m) tiene un singulete, es decir, un bloque de tamano uno. Si
las variables aleatorias son independientes en el sentido cldsico, podemos
directamente factorizar el elemento asociado al singulete, y dado que las
variables consideradas son centradas, el producto asociado a 7 serd cero. Si
las variables son independientes en el sentido libre, recordemos de la seccién
anterior, que si {a1,as} es libre de {b}, entonces ¢(aibaz) = ¢(ajaz)d(b)
y é(arb) = é(a1)p(b) = ¢(bay). Entonces, independientemente de cuédl
sea el singulete en la particiéon, podremos factorizar en ¢ el elemento aso-
ciado a este y nuevamente el producto serd cero. Por lo tanto, para que
f(m) # 0, todos los bloques de 7 tendrédn que tener mas de un bloque,
luego, dado que solo nos interesan las particiones con |r| > %, concluimos
que las unicas particiones cuyo valor asociado es asintéticamente represen-
tativo son los emparejamientos. Por lo tanto, los momentos impares de z,
son asintéticamente cero. Para analizar los momentos pares analizemos por
separado el caso libre y el clésico.

e Caso cldsico: Sea Pa(m) el conjunto de emparejamientos de m. Note-
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mos que si m € Pa(m), utilizando que las variables son independientes
en el sentido tensorial, tenemos que f(7) = ¢(a?)2 = o™, independi-
entemente de m. Con esto, basta contar la cantidad de emparejamien-

tos. Sea m = 2k, entonces

[Pa(m)| = %(22k> <2k N 2> (;) _ (2212!!‘

De aqui que

2k k! . . (1.11)
0 si m es impar.

Jim o(z7) = D f(n) =

{ (%)!azk sim = 2k.
TEP2(m)

Estos son preciasamente los momentos de una distribucién gaussiana
centrada con varianza o2, la cual, como demostramos en la seccién
anterior, estd determinada por sus momentos. Con esto, obtenemos
una demostracion del teorma del limite central clasico.

Caso libre: Tomemos r : [m] — [n] tal que ker(r) € P2(m). Recorde-
mos que una de las caracterizaciones de independencia libre es que un
producto de elementos centrados, donde cualesquiera dos consecutivos
son libres, es también centrado. Por lo tanto, si no hay un j € [m] tal
que 7(j) = r(j + 1), entonces el producto se anulard. Por otro lado, si
r(j) = r(j + 1) para algin j entonces

$ary - arimy) = d(aryargen)e | [ e
i 41

Y ahora podemos repetir lo mismo con el producto restante, pensando
a la restriccién de r sobre [m]\ j,j + 1 como una funcién sobre [m — 2].
Iterando este proceso, notemos que si en cada paso de la reduccién
encontramos dos elementos consecutivos iguales al final tendremos

l3

Gary - Apmy) = Plai)z = o™,

De lo contrario, el producto se anulard bajo ¢. Es facil ver que la
condicion de encontrar siempre dos concecutivos es equivalente a la
condicién de que m € NCq(m), donde NCy(m) es el conjunto de em-
parejamientos que no se cruzan. Es un resultado clasico, el cual puede
ser consultado en [29], que la cantidad de emparejamientos de [2k]
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que no se cruzan es igual al k-ésimo numero de Catalan, dado por

1 (2K
Ck =37 ( k) Por lo que en este caso obtenemos

a2k sim = 2k.
lim o) = S flm) = {C’“ 2 (1.12)
)

n—00 0 si m es impar.
wEP2(m p

Para concluir la demostracién del caso libre, resta encontrar una distribucion
que tenga los momentos indicados. Esta resulta ser la distribucién semicir-
cular.

Definicién 1.2.17 (Distribucién semicircular). Dado o un real positivo.
Definimos la distribucion semicircular con varianza o como la medida de
probailidad sobre los reales inducida por la funcion de densidad

1 12

p(t) = Gy Ve 1 _o52<i<o02-

Como la distribucién semicircular es simétrica, es claro que los momentos
impares una variable aleatoria semicircular serdan 0. Integrando por partes
se puede demostrar que los momentos pares de la distribucién semicircular
coinciden con los respectivos nimeros de Cataldan multiplicado por la res-
pectiva potencia de . Dado que la distribucién semicircular tiene soporte
compacto, estd determinada por sus momentos. Con esto se concluye el
siguiente teorema.

Teorema 1.2.6 (Teorema del limite central libre). Sea (A, ¢) un espacio
de probabilidad-+ y (a,)52, una sucesion de variables aleatorias libres, au-
toadjuntas, centradas e idénticamente distribuidas. Entonces la sucesion

Lot ta
n--— " = >
NG

converge en distribucion a una variable aleatoria con distribucion semicir-

cular de pardmetro o, donde 0 = ¢(a?).

Esto establece una analogia entre la distribucién del semicirculo y la
distribuciéon Gaussiana cldsica. Esta analogia se puede extender a medidas
infinitamente divisibles [3].

1.3 Matrices Aleatorias

La teoria moderna de matrices aleatorias se originé en el marco de la fisica
nuclear y hasta la fecha ambas areas se mantienen entrelazadas. Sin em-
bargo, en décadas recientes se han encontrado numerosas aplicaciones de la
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teoria de matrices aleatorias a distintas areas de las matematicas. Entre
estas figuran la teoria de nimeros, la teoria de graficas y el estudio de sis-
temas de comunicacién inaldmbrica. A su vez, los problemas relacionados
con matrices aleatorias han sido resueltos en marcos diversos. Sin duda, en
la actualidad, el andlisis armoénico y la combinatoria son dos herramientas
fundamentales para el estudio de esta teoria. En esta tesis presentaremos
un estudio combinatorio de las matrices aleatorias originado en el marco de
la probabilidad libre.

Para el estudio de matrices aleatorias en general, referimos al lector a [9]
para un estudio profundo del tema en el contexto de fisica cudntica, a [13] y
[31] como referencias que abarcan desde un nivel introductorio hasta temas
especializados, y a [21] como referencia para entender las conexiones entre
matrices aleatorias y probabilidad libre.

El espectro de una matriz aleatoria, es decir el conjunto de sus eigen-
valores, es un objeto relevante en muchas de las aplicaciones de la teoria de
matrices aleatorias.

Recordemos que dos matrices A, B € My(C) se dicen unitariamente
equivalentes si existe una matriz unitaria U con A = UBU*. El teorema
espectral en dimensién finita nos da una importante condicién de diagona-
lizacién.

Teorema 1.3.1 (Teorema espectral para matrices). Una matriz cuadrada
es normal si y solo si es unitariamente equivalente a una matriz diagonal.
Mds atn, si la matriz es autoadjunta entonces su espectro estd contenido en
los reales.

Geométricamente, en el caso de matrices reales, el teorema anterior
puede ser entendido como que la condicién de normalidad de una matriz
es equivalente a la condicién de que una matriz sea isométricamente equiva-
lente a una expansién.

De la definicién de matriz normal es claro que si una matriz es au-
toadjunta o unitaria, entonces es normal. A continuacidon presentaremos
resultados clasicos que seran retomados posteriormente sobre las matrices
aleatorias autoadjuntas (matrices de Wigner), sobre las matrices aleatorias
uniformes unitarias (matrices unitarias de Haar), y sobre matrices aleatorias
de permutacién, las cuales son un subconjunto de las unitarias.

1.3.1 Matrices de Wigner

Una matriz aleatoria hermitiana, o autoadjunta, es una matriz que es tomada
de forma aleatoria dentro del conjunto de matrices hermitianas. Esto puede
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hacerse de varias maneras, nosotros nos enfocaremos en el estudio del modelo
introducido por el fisico Eugene Wigner para el estudio de nicleos pesados.

Definicién 1.3.1 (Matriz de Wigner). Una matriz aleatoria Wy = (w;;)
de N x N es una matriz de Wigner si las variables aleatorias w;j son con-
Juntamente independientes para todo 1 < i < j < N y w;; = Wy; para todo
1 <4,j < N. Mds atin, pediremos que las variables aleatorias w;; sean
centradas con Var(w;;) = + para todo i # j, y Var(w;) = & para todo
1 <i < N, y que w;; sean identicamente distribuidas para todo © < j, asi
como las w;; para todo i.

Como las matrices de Wigner son matrices autoadjuntas , los eigenvalores
de cualquier realizacién de una matriz de Wigner seran reales. Entonces,
los eigenvalores de una matriz de Wigner son variables aleatorias reales, y
su espectro puede ser pensado como un vector aleatorio real de tamano N.
Dentro de las matrices de Wigner los ensambles gaussianos son de particular
interés.

Definicién 1.3.2 (GOE y GUE). Un ensamble gaussiano de dimemsion
N, digamos By, es una matriz de Wigner de N X N en donde sus entradas
son variables aleatorias gaussianas. Si las entradas fuera de la diagonal son
reales diremos que By es el ensamble gaussiano ortogonal (GOE) y cuando
son complejas lo llamaremos el ensamble unitario gaussiano (GUE).

Los ensambles GOE y GUE son de relevancia dentro de la fisica cudntica,
ya que se usan como un modelo en el estudio de espectros altamente excita-
dos de algunos sistemas cudnticos [9]. Por otro lado, dado que son matrices
aleatorias cuya distribucién es invariante bajo conjugacién unitaria y en
donde los momentos mixtos de sus entradas pueden ser manejados con rel-
ativa facilidad, por ejemplo con la férmula de Wick (Capitulo 1 de [21]),
estos ensambles han sido estudiados ampliamente. Por ejemplo, se conoce
la férmula explicita para su distribucién conjunta de eigenvalores.

Teorema 1.3.2 (Densidad conjunta de eigenvalores). Sea By un ensable
gaussiano con eigenvalores \1, ..., Ay, entonces la densidad de la distribucion
conjunta de estos estd dada por la formula

P = e (<5 X)) TT e-afe

e
BN 1<j<k<N

donde [ es el indice de Dyson, este vale 1 cuando el ensamble es el GOE y
2 cuando se considera el GUE. Gg n es la respectiva constante de normal-
1zacion.
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Notemos que dentro de la expresién (1.13) aparece como factor el de-
terminante de Vandermonde asociado al conjunto de eigenvalores. Esto nos
dice que la densidad se vuelve pequena cuando dos eigenvalores son cer-
canos. En otras palabras, hay un fenémeno de repulsion entre los eigenval-
ores, ejemplificando con esto el alto nivel de dependencia que hay entre ellos.
Esta dependencia hace que el comportamiento del espectro de una matriz
de Wigner sea ordenado para matrices que no son pequenas. El compor-
tamiento limite del espectro de una matriz de Wigner estd dado por la ley
del semicirculo, la cual sera discutida posteriormente.

1.3.2 Matrices aleatorias de permutacion

Sea N un entero positivo fijo. Sea vy la permutacién de [N] con tunico ciclo
(1,2,...,N) y Ay, la matriz de permutacién asociada. Es fécil calcular su
polinomio caracterfstico de forma explicita, fa, (z) = ()N 4 (—1)N+L

N=1 para w una rafz N-ésima primitiva de la

el cual tiene raices 1,w,...,w
unidad.

De aqui es facil calcular el espectro de una matriz de permutaciéon en
general. Si 0 € Sy es una permutacién, con ciclos ¢y,...,cp, v Ay es la

matriz de permutacion asociada, entonces
k X k
Fao(2) =[] Fau, (2) = (=)0 etk T (1) — 1),
i=1 e

donde /(¢;) denota la longitud del ciclo ¢;. Por lo tanto, el espectro de A,
estd contenido en la circunferencia unitaria y es una unién del conjunto de
raices £(c;j)-ésimas de la unidad, con j corriendo de 1 a k.

El conjunto de matrices de permutacién es un grupo finito que refleja
las propiedades de Sy. Desde el punto de vista de matrices aleatorias es de
interés entender el espectro de matrices de permutacién con medida uniforme
en Sy.

Definicién 1.3.3 (Matrices aleatorias de permutacién). Una matriz aleato-
ria de permutacion Uy es una matriz tomada con distribucion uniforme en
el conjunto de matrices de permutacion de N x N.

Para hacer un anélisis asintético del espectro de estas matrices es nece-
sario conocer algunas estadisticas de las permutaciones aleatorias unformes.
Sea, N un entero positivo fijo. Una manera de generar una permutacién
aleatoria con distribucion uniforme en Sy es a través del siguiente proceso.
Primero se toma un entero j; € [N] arbitrario. Luego, se toma otro entero
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del mismo conjunto con distribuciéon uniforme, si este es nuevamente j;
entonces este entero serd un ciclo de la permutacion de longitud 1, de lo
contrario se considera el entero jo # ji escogido. Entonces, el siguiente
entero se escoge dentro del conjunto [N] — {j2}, si este es nuevamente j, el
ciclo se cierra y (j1j2) serd un ciclo de la permutacién aleatoria. Si js # j;
el proceso continta sobre el conjunto [N] — {jo, j3}, hasta que j; vuelva a
aparecer. En el momento en el que un ciclo se forma, todos sus elementos
se retiran del espacio muestral y el proceso se reinicia, pero ahora sobre el
nuevo conjunto de enteros. Esta forma de generar permutaciones aleatorias
nos permite obtener resultados sobre las permutaciones aleatorias de forma
sencilla.

Lema 1.3.1. Sea N y k enteros positivos con k < N y sea j € [N] arbitrario.
Sea o € Sy una permutacion aleatoria uniforme. Entonces, la probabilidad

de que j pertenezca a un ciclo de tamano k en o es %

Demostracion. Tomando o de acuerdo al proceso descrito anteriormente
con j = ji, vemos que para que el ciclo al que j pertenece sea de longitud k&
se requiere que j1 # jo # -+ # jr = j1. Esto tltimo ocurre con probabilidad

N-1 N-2 N-k+1 11
N N-1 N-k+2 N-—k+1 N’

Del resultado anterior podemos obtener el siguiente corolario.

Corolario 1.3.1. Sean j € [N] y o como antes. El valor esperado de la

' : : N+1
longitud del ciclo al cual pertenece j en o es =5=.

Demostracion. Sea £ la longitud aleatoria del ciclo de j, entonces

i N+1

Bl=2 =5
O
Dado que un ciclo de longitud [ aporta al espectro el conjunto de raices
[-ésimas de la unidad, el hecho de que el valor esperado de las longitudes de
los ciclos sea grande nos dice que el espectro de una matriz de permutaciéon

estd bien distribuido en el circulo unitario en C. Esta discusiéon se retomara
posteriormente.
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1.3.3 Matrices unitarias de Haar

Dado que las matrices de Wigner son un ensamble de variables aleatorias
se puede hacer un analisis de las entradas de la matriz de forma directa,
mas ain, como veremos en capitulos subsecuentes, el hecho de tener control
sobre cada entrada de la matriz permite obtener estadisticas precisas del
espectro. En el caso de matrices aleatorias de permutacion, aunque estas no
pueden ser vistas como un ensamble, es facil dar un modelo de ellas dado
que la cantidad de matrices de permutacién con una dimensién fija es finita.
En el caso de las matrices unitarias, no es sencillo dar un modelo no trivial
cuyas realizaciones estén en este conjunto.

Si G un grupo topoldgico localmente compacto, entonces existe una me-
dida de probabilidad invariante bajo la accién del grupo en si mismo, esta
medida es conocida como la medida de Haar. Para una exposicién directa y
autocontenida del tema el lector puede consultar [12]. En particular necesi-
tamos el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3 (Existencia y unicidad de la medida de Haar). Sea G un
grupo topologico localmente compacto. Entonces existe una medida de Borel
reqular pu que cumple que para cualquier subconjunto Borel medible S C G y
todo g € G, se tiene que pu(gS) = u(S). Mds ain, si ' es otra medida que
cumple las mismas condiciones, entonces p = ay’ para algin real positivo a.
Mds atun, si G es compacto entonces las medidas que cumplen lo anterior
son finitas.

Recordemos que el conjunto de matrices complejas unitarias de N x N
forma un grupo, el cual se conoce como el grupo unitario y se denota por
U(N). Pensando a las matrices como puntos en RY 2, U(N) es un grupo
topoldgico compacto. Por el teorema anterior, hay una tunica medida de
probabilidad sobre U(NN) que es invariante bajo la accién del grupo en si
mismo.

Definicién 1.3.4 (Matriz unitaria de Haar). Sea p la medida de Haar sobre
U(N) con p(U(N)) = 1. Una matriz unitaria de Haar de N X N es una
matriz aleatoria tomada en U(N) con distribucion p.

En el desarrollo de esta tesis, explotaremos el hecho de que en el caso
de las matrices de Wigner es posible calcular el valor esperado de productos
de sus entradas de forma explicita, mas ain el hecho de que las entradas
en una matriz de Wigner, o son independientes, o son totalmente dependi-
entes. Dado que las matrices unitarias de Haar no se pueden ver como un
ensamble de variables aleatorias, y en particular, dado que sus entradas no
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son independientes, no es posible, a primera vista, calcular los valores esper-
ados de productos de sus entradas. Para hacer esto es necesario el calculo
de Weingarten, un método introducido por Benoit Collins en [7]. Para los
propositos de este texo seran suficientes los siguientes resultados.

Teorema 1.3.4. Sea Uy = (uij)fyjzl una matriz unitaria de Haar y k < N.
Sean r y r’ enteros positivos, i,j : [r] = [N] e, j" : [r'] = [N] entonces

Eluiqyjy - wier)ion) T @)z 1)« T (o) (o))

vale cero cuando v # ', y cuando r = 1’ vale

> Gieyr) S i it Wele o N).
o,7ES}E
(1.14)
Donde 6;; es la delta de Kronecker y Wg(a, N) es la funcion de Weingarten
dada por
Wg(a,N) = Eluy; - - UppUa(1) * " ° Ura(r)]'

El célculo de Weingarten originalmente fue desarrollado por Collins con
métodos avanzados, aunque actualmente hay un tratamiento elemental que
puede encontrarse en [24]. Para efectos de esta tesis basta entender el com-
portamiento asintético de la funcién Wg. En [8] se presenta la siguiente
aproximacion de la funcién de Weingarten que utilizaremos en el Capitulo
4.

Lema 1.3.2. Sean o,7 € Sy y r como antes, entonces
Wy(oor !, N) = (o o7 )N+ (1 1 O(N?)),

con Y(cor7l) = Hle(—l)ki_lei_l, donde Cj denota al k-ésimo nimero

de Cataldn y ki, ..., kr, son las longitudes de los ciclos de oo 771,

1.3.4 Método de los momentos en matrices aleatorias

Ha quedado claro que muchas propiedades estadisticas del espectro de una
matriz aleatoria pueden ser descritas de manera satisfactoria. Consideremos
el experimento de tomar una matriz al azar y de esta matriz tomar uno de
sus eigenvalores al azar con probabilidad uniforme.

Primero, si A es una matriz normal deterministica de N XN y A1, Ag, ..., AN
son sus eigenvalores, y A es la variable aleatoria que describe el proceso de
tomar un eigenvalor al azar, entonces la distribucion de A es

1 N
20
j=1
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En cambio, si Wy es una matriz de Wigner, con eigenvalores Aq,..., Ay,
entonces p(Wy) = + Zﬁvzl dy; es una medida aleatoria. El tratamiento
formal de las medidas aleatorias es técnico pero intuitivo pues estas se com-
portan de manera muy similar a las variables aleatorias, por esta razén no
ahondaremos en el tema, pero referimos al lector a [17] para una exposicién
formal.

Dada una medida aleatoria, es posible integrar sobre ella funciones deter-
ministicas, lo cual da como resultado una variable aleatoria. En particular,
los momentos de una medida aleatoria son variables aleatorias. También,
dada una medida aleatoria es posible hablar de su valor esperado, el cual es
una medida deterministica.

En este caso, a p(Wy) la llamaremos la medida espectral de Wy, y a su
valor esperado, denotado por E[pu(Wy)], la llamaremos la medida espectral
promedio. Resulta ser que la medida espectral promedio es una medida de
probabilidad deterministica y es precisamente la distribucién de la variable
aleatoria real dada por el proceso de tomar una realizacién de Wy y posteri-
ormente tomar un eigenvalor al azar. Tipicamente, la distribucién espectral
promedio se estudia con el método de los momentos. Para estudiar los mo-
mentos de la medida espectral promedio, es de suma utilidad saber que para
toda funcién continua y acotada f: R — R se tiene que

E [ / f<x>du<WN>} = [ @dpuvy))

En particular, los valores esperados de los momentos de pu(Wpy) son los
momentos de E[Wy]. Por otro lado, el k-ésimo momento de la distribucién
espectral esta dado por

1
/R (W) = 5 DN = <Tr(Wh) = tr(Wh),
j=1

donde ¢r(-) denota la traza normalizada. Por lo tanto, el k-ésimo momento
de la distribucién espectral promedio estard dado por E[tr(W&)].

En general, si A es una matriz aleatoria, llamaremos al conjunto de valo-
res de la forma E[tr(A*)], los momentos de A, y estos nos dardn informacién
sobre su distribucion espectral. En ocasiones, estos momentos se pueden dar
de manera explicita. Un ejemplo es el caso del GUE, en donde la férmula
para sus momentos es un polinomio en la dimension del ensamble, esta
esclarece una propiedad topolégica sobre las particiones que tienen asociadas
sumandos que no se anulan asintéticamente. Para una descripcién mas
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amplia del tema el lector puede consultar la Seccién 1.7 de [21], en donde se
desarrolla el siguiente resultado.

Teorema 1.3.5 (Expansion por género). Sea Xy un GUE de dimension N
y k un entero positivo. Sea 7o la permutacion de [2k] que tiene un unico
ciclo (1,2,...,2k), entonces

Blr(x3) = Y NHOwmobL
TEP2(2k)

donde para cada emparejamiento m € Pa(2k), #(vyaxm) denota el nimero
de ciclos de la permutacion yopm cuando w se piensa como la respectiva
involucion.

1.3.5 Distribuciones espectrales asintéticas

Como se mencion6 anteriormente, en la mayoria de los modelos de matrices
aleatorias, los eigenvalores de estas son altamente dependientes entre si.
Esto tiene como consecuencia que, atin en dimensiones no muy grandes, los
eigenvalores de las realizaciones muestren ya un cierto orden, como se puede
observar en la Figura 2.

Como es de esperarse, después de ver los resulatados de las simulaciones,
la distribucion espectral de las matrices aleatorias de permutacién, asi como
la de la familia de matrices Haar unitarias, converge a la medida de proba-
bilidad uniforme en la circunferencia unitaria. Por otro lado, las matrices de
Wigner convergen a la distribucién del semicirculo con soporte en los reales.

Teorema 1.3.6. Sea (Un)F_; una familia de matrices aleatorias de per-
mutacion o una familia de matrices unitarias de Haar. Para cada N, sea
un la distribucion espectral promedio de Un. Entonces, la sucesion un con-
verge en distribucion a la medida v. Donde v es la medida de Lebesgue
normalizada sobre la circunferencia unitaria T.

La discusién previa sobre matrices de permutacién nos brinda algo de
intuicién sobre el Teorema 1.3.6. Por ejemplo, ya vimos que si una per-
mutacién o tiene un ciclo de tamano k, entonces este aporta al espectro de
la matriz asociada el conjunto de raices k-ésimas de la unidad. Por otro lado,
si o es una permutacién aleatoria uniforme en Sy, entonces para cualquier
elemento fijo j € [N], el valor esperado de la longitud del ciclo al que j
pertenece en o es % Esto nos dice que las realizaciones de permutaciones
aleatorias tipicamente tienen ciclos grandes, los cuales a su vez contribuyen

a que el espectro de la matriz esté distribuido uniformemente en el circulo.
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Figura 2: En la figura de la izquierda se muestran los eigenvalores de una
realizacién de una matriz aleatoria de permutacién de dimensién 100. En
la figura del centro se muestra el histograma de los eigenvalores de una
realizacién de un GOE de dimensién 1000. Hasta la derecha se muestran los
eigenvalores de una realizacién de una matriz de Haar de dimensién 100.

Teorema 1.3.7 (Teorema de Wigner). Sea (Wn)_; una familia de matri-
ces de Wigner y para cada N, sea pn la distribucion espectral promedio de
Whx. Entonces, la sucesion uy, converge en distribucion a la distribucion
semicircular con pardmetro 1 descrita en la Definicion 1.2.17.

El teorema de Wigner se puede demostrar utilizando el método de los
momentos. Aqui presentaremos un esbozo de la demostracion utilizando la
expansién por género para el caso en que las matrices de Wigner son GUE,
es decir, cuando las entradas son variables aleatorias gaussianas complejas.
Como se mencion6 al final de la Seccién 2, los momentos impares de la
distribucién semicircular son cero y para todo k, el momento 2k es el niimero
de Catalan Cj. No es dificil ver que los momentos impares de las matrices
de Wigner se anulan. Para los momentos pares basta demostrar que para
todo k se cumple que

Z N#O2em)—k=1 Cy.
TEP2(2k)

Notemos que si #(vyo,m) — k — 1 < 0 entonces el respectivo sumando,
N#O2m)—k=1 " og agintGticamente cero. En el primer capitulo de [21] se
hace un anadlisis sobre la relaciéon de las propiedades de w con el valor de
#(vorm) —k — 1, en particular se usa el resultado de Philippe Biane que es-
tablece que para todo k y todo m € Pa(2k), se tiene que #(yorm) —k—1 <0,
con igualdad si y solo si 1 € NC3(2k). El resultado se sigue del hecho de
que la cantidad de emparejamientos que no se cruzan en [2k| es precisamente
(. Cabe destacar que hay un resultado aiin mas general, en donde a cada
permutacion se le asocia una grafica. Luego, con esta asociacién se cumple
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que para cualquier entero positivo n y para cualesquiera dos particiones
o,m € [n] que cumplan que el grupo generado por ellas actiia transitiva-
mente en [n], se satisface que #(m) + #(n o) + #(0) = n+2(1—g), donde
g es el minimo entero tal la grafica de m relativa a o se puede encajar en
una superficie de género g sin autointersectarse, de ahi el nombre que se le
da a la formula. Para este caso, tomando n = 2k y 0 = 79, tenemos que
la grafica asociada a 7o, es un ciclo de 2k vértices, y dado que m es una
involucién, su grafica asociada es la unién de segmentos cuyos extremos son
elementos que estan en un mismo bloque. Por otro lado, estamos buscando
caracterizar las m que cumplen que #(v9,m) = k + 1, entonces

2k+2 = k-t (k+1)+1 = #(m)+#(r L o) +#(0) = n+2(1—g) = 2k+2(1—g),

por lo tanto ¢ = 0. Entonces buscamos encajar la grafica descrita en una
esfera. De aqui que las particiones que buscamos son precisamente N Cy(2k).

1.3.6 Asintoticidad libre

Recordemos de la seccién anterior, que dado un espacio de probabilidad-x
(A, ¢), un elemento s € A es semicircular si es autoadjunto y su distribucién
analitica es semicircular. Equivalentemente, s es semicircular si es autoad-
junta y para todo m > 0

() sim =2k
g(s™) = { B | (1.15)
0 si m es impar.

En el contexto de probabilidad libre, dado que podemos ver al conjunto
de matrices aleatorias de dimension fija como un espacio de probabilidad-x,
lo obtenido con el método de los momentos implica que una sucesiéon de
matrices de Wigner converge a un elemento semicircular. Esto, no es mas
que parafracear la convergencia en distribuciéon presentada anteriormente.
La verdadera ventaja de hablar de convergencia a elementos de un algebra
en el contexto de probabilidad libre, es que esto permite también hablar de
la relacién entre limites de sucesiones independientes. En [35], Voiculescu
encontro la siguiente generalizacién del teorema de Wigner.

Teorema 1.3.8. Sean {WJ(VI)}}’Vo:l, {W](Vz)}j’\?:l, e {Wj(f)}j’\‘,’:l, familias de
matrices de Wigner independientes entre si. Entonces

(1) (p) dist.
Wx's oo s Wy — 81,...,8p,
donde s1,...,s, son elementos semicirculares libres y la convergencia es en

distribucion conjunta.
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Este teorema fue un parteaguas, pues abrié una linea de investigacién
que fusiono la probabilidad libre con la teoria de matrices aleatorias. Maés
aun, dio un ejemplo en donde la independencia libre surge de manera natural
a partir de la independencia tensorial. De este momento en adelante, la in-
dependencia libre asintética en modelos de matrices aleatorias fue estudiada
ampliamente.

Sea v la distribucion espectral limite de las matrices unitarias de Haar,
es decir, v es la medida de probabilidad uniforme con soporte en la circun-
ferencia unitaria T. Es facil ver que

1 ik=1.
/zkzldu - { stk =1 (1.16)
T 0 en otro caso.

Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.3.5 (Elemento unitario de Haar). Sea (A, ¢) espacio de probabilidad-
x yu € A. Diremos que u es un elemento unitario de Haar, si u es unitario
y sus momentos mixtos estan dados por

0 en otro caso.

Sk () = {1 sik =1l (1.17)

El hecho de que la distribucion espectral limite de las matrices unitarias
de Haar sea la medida de Lebesgue con soporte en T es equivalente a que la
sucesion de matrices unitarias de Haar converge a un elemento unitario de
Haar. Nuevamente, Voiculescu demostré que en este caso, familias indepen-
dientes de matrices unitarias de Haar convergen a elementos unitarios de
Haar libres. De hecho dio un resultado aiin més general, en donde estudié
su relacién con matrices deterministicas.

Teorema 1.3.9. Sean {U](\})}}’Vozl, {U](\?)}j’\?zl, cee {U](\f)}}’vozl sucesiones in-
dependientes de matrices unitarias de Haar y sean {D](\})}ﬁzl, {D](\?)}ﬁzl,

...,{D](\?)}]OVO:1 sucesiones de matrices deterministicas que cumplen que

DY,..., D\ L ay . d,
Entonces se cumple que
* * dist. * *
UY, (UG U (U8, DY, DY 2w,y day e dy,

donde los u; son elementos unitarios de Haar, la convergencia es en dis-
tribucion conjunta y los conjuntos {uy,ui}, ..., {up, uy},{ds,... ,dq} son li-
bres.
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Este teorema tiene diversos corolarios. Por ejemplo, dadas dos sucesiones
de matrices deterministicas {D](\})} y {D](\?)} que convergen en distribucién
a di,ds, y {Un} una sucesién de matrices unitarias de Haar, se cumple que
la sucesién {U. NDJ(\z,)U]’i,} converge a un elemento con la misma distribucién
que do, pero libre de d;.

Posteriormente, Alexandru Nica demostrd que sucesiones independientes
de matrices aleatorias de permutacién también convergen a un conjunto de
elementos unitarios de Haar libres [23].
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Capitulo 2

Graficas asociadas a
productos de matrices

En el 2012, Roland Speicher y James Mingo, en [20], encontraron una manera
de asociar graficas a algunos tipos de sumas de productos de entradas de
matrices, que aparecen con frecuencia en la Teoria de Matrices Aleatorias.
Estas gréaficas a su vez, pueden ser entendidas como una operacién entre
transformaciones lineales, lo cudl permite acotar la suma considerada en
términos de las normas de las matrices involucradas, dando una cota que
puede ser expresada en términos de la estructura combinatoria de la grafica
asociada. Aunque el resultado principal de este articulo estd presentado
en términos elementales, el trabajo desarrollado es profundo. Este capitulo
tiene dos propdsitos, elucidar lo presentado en [20], as{ como evidenciar la
conexiéon de este con el trabajo realizado posteriormente, del 2012 al 2016,
por Camille Male y otros en [6, 19].

Por lo apenas mencionado, los objetos que consideraremos en este capitulo,
pueden ser pensados de varias maneras: como la codificacién de una suma de
productos de entradas de matrices, como una “composicién ramificada” de
operadores, y de manera abstracta como operaciones entre variables aleato-
rias no conmutativas. Originalmente, los autores llamaron a estos objetos
graficas de matrices, nombre que utilizaremos cuando trabajemos con sumas
de productos de entradas de matrices. Sin embargo, cuando estos objetos
se piensan como composiciones ramificadas de operadores, los llamaremos
carcajes de entrada-salida, por razones que seran aparentes a continuacién.
Finalmente, cuando estos objetos son pensados de manera abstracta en el
contexto de espacios de traficos, nos referiremos a ellos como K-operaciones
de gréfica.

47
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2.1 Motivacion

Al estudiar las propiedades asintdticas del espectro de familias de matri-
ces aleatorias, con frecuencia es necesario calcular el orden de sumas de la
siguiente forma

1 (2 (m)
Z aj1j2aj3j4 e aj:'rlnflj%n’ (21)

j:[2m]—[N]
Tal que P(j)

en donde para todo 7, ag-;)iil jp; € la entrada de alguna matriz A4; y P(y)
denota una propiedad que debe de cumplir la funcién j para ser considerada
dentro de la suma, varios ejemplos de esto pueden ser encontrados en [21]
y [29]. Por ejemplo, dadas matrices de N x N, digamos Aj,..., A con

A; = (a&?), es facil ver que

T D DX R Y
J:m]—=[N]

Para reescribir esta suma en la forma de la expresién (2.1), la condicién P(j)
requerida es jo = j3,54 = J5,- -, Jom—2 = Jom—1,Jom = j1. En general, nos
enfocaremos en estudiar sumas en donde P(j) puede ser expresada como
una conjuncién de igualdades entre indices, en este caso podemos asociar a
P(j) una particién de [2m] en donde los bloques estardn compuestos por los
indices que deben de ser iguales.

Recordemos de la Definicién 1.2.16, que dada una funcién j : [2m] — [N],
el kernel de j, dontado por ker(j), es la particién de 2m en donde dos e-
lementos en [2m], digamos r y s, estdn en un mismo bloque de ker(j) si
y solo si j(r) = j(s). Dado que a P = P(j) le podemos asociar una par-
ticién 7p, la suma que consideraremos correrd sobre todas las funciones
j : [2m] — [N] que cumplan que 7p es un refinamiento de ker(j). Por
ejemplo, en la expresién (2.2), la condicion P(j) = (jo = Jj3) A (ju =
Js) Ao A (Jam—2 = Jom—1) A (Jom = J1), tiene asociada la particién mp :=
{(1,2m),(2,3),...,(2m — 2,2m — 1)} y por lo tanto

_ 1 (2 (m)
Tr(AiAz--An) = D ajjag ag (2:3)
J:[2m]—[N]
Ker(j)2m

A continuacién desarrollaremos las herramientas necesarias para estable-
cer las conecciones entre este tipo de sumas y graficas dirigidas.
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2.2 Carcajes de entrada-salida

Definicién 2.2.1 (Carcaj). Un carcaj G = (V, E) es una grdfica dirigida
finita en donde se permiten lazos, asi como varias aristas entre una misma
pareja de vértices. Para cada arista e € E, denotaremos por s(e) al vértice
del cual esta sale y por t(e) al vértice al cual entra *.

Definicién 2.2.2 (Representacién de un carcaj). Una representacion ¢ de
G = (V,E) estd dada por asociar a cada vértice v € V' un espacio vectorial
Hy, y a cada arista e € E, una transformacion lineal T, @ Hyey = Hy(e)-
Esto lo denotaremos por 4 = (G = (V,E), (Hy)vev, (Te)ecE)-

En esta seccién estaremos interesados en una familia particular de car-
cajes, a los cuales llamaremos carcajes de entrada-salida, veremos que estos
se pueden entender de manera natural como una composicién “ramificada”
de operadores.

Definicién 2.2.3 (Carcaj de entrada-salida). Sea G un carcaj. Diremos
que G es un carcaj de entrada-salida si tiene dos subconjuntos no vacios de
vértices, denotados por Vi, (vértices de entrada) y Vo (vértices de salida)
que cumplen las siguientes condiciones:

e (G no tiene ningun ciclo dirigido.

o Cualquier vértice de G pertenece a una trayectoria dirigida que va de
un vértice en Vi, a un vértice en Vyy.

o Cualquier vértice de entrada solo tiene aristas que van hacia afuera,
mientras que cualquier vértice de salida solo tiene aristas que entran
a él.

Sea G = (V,E) un carcaj de entrada-salida, sean Vi, sus vértices de
entrada y Vou los de salida. Para cada representacién de G, digamos ¢4 =
(G, (Ho)vev, (Te)ecE), asociaremos una transformacion lineal resultante

Ty: Q) Ho = X) Mo

vEVin wEVout
Esto se puede hacer de forma natural para ciertas representaciones. Por
ejemplo, es natural asociar a ¢, la representacién en la Figura 3, la trans-
formacion Ty, : H,, — Hoy,, dada por Ty, =Ty oTh 0 ---0T,. Para %, la

'Las definiciones de carcaj y gréfica son las mismas. Se utiliza la palabra carcaj, en
vez de grafica, para indicar que el objeto se estd pensando en el contexto de teoria de
representaciones y que en algin momento se equipard con una estructura adicional
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transformacion Ty, : Hy, @ Hyy, — Hy, © Hy, estard dada por Ty, = ST
Sin embargo, cuando haya vértices en los cuales entren y salgan varias aris-
tas, como en %3, no seran suficientes las nociones de tensor y composicion.

T
T b T, —e
— >0 30 " e— e viog v
V0 U1 V2 Un—1 Un — >e
4, V2 ug
€2 9

Figura 3: Ejemplos de representaciones de carcajes.

Sea & un carcaj de entrada-salida. Si un vértice v de ¥ tiene varias
aristas entrando y varias saliendo, v puede ser pensado como una compuerta
l6gica que recibe informacién, si la informacién es “consistente”, canalizard
la informacion a sus vecinos, de lo contrario la anulard. De hecho, el carcaj
completo puede ser pensado como una maquina, en donde los vértices de
entrada reciben informacion, es decir cada vértice v € Vi, recibe un vector en
‘H.,, o0 equivalentemente el carcaj recibe un vector en ®v€Vin H, v los vértices
en Vyut emiten el producto final. Cuando la informacion fluye dentro de ¥,
cada vértice recibe vectores de los operadores asociadas a las aristas que
entran a él y emite otros a través de los operadores asociados a las aristas que
salen de él. Entonces, si a v llegan varias aristas, quiere decir que en algin
momento recibird informacién de varios operadores, para poder canalizar
esta informacion a los operadores asociados a las aristas que salen de v, esta
debera de ser coherente. Formalmente, si H, es el espacio vectorial asociado
a v, con base (&;)icr, 6 (v) es la cantidad de aristas que entran a v y 6+ (v)
las que salen de él, v serd pensado como el operador L, : HY 0, HY 5+(U),
definido por
§®5+ (v)

i Slip =i ="+ =1l5=(v)

Lv(éh Q& @+ ® gia,(v)) = (2'4)

0 en otro caso

Sea H1 el subespacio de HY ") generado por los vectores de la forma
®6~ (v) @6+t (v) ®61 (v)

& y Ha el de Hy generado por los de la forma ¢ . Como L,
es trivial en el complemento ortogonal de H; y L, [#,: H1 — H2 es una
isometria, L, es una isometria parcial. De la definicién no es dificil calcular
de forma explicita a L., para hacer esto basta saber cémo evaluarla en los
tensores puros. Sean wi, ..., Ws- () vectores en H, dados por w; = >N,
entonces
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Ly(wy @ wy @ -+ © Ws— ()
=D Maden A )iy Lol6n ® - @& )

0~ (v)
_ N | €207
> jl;[l j

Habiendo entendido céomo tratar localmente este nuevo tipo de “com-
posicién” de operadores cuando el vértice tiene varias aristas entrando y
varias saliendo, resta entender el “orden” en que debemos componer los op-
eradores. Para aplicar los operadores que salen de un vértice primero se
debieron haber aplicado todos los operadores que entran a €l, los cuales a su
vez necesitan la informacién de todos los operadores que llegan a sus respec-
tivas entradas. Entonces, los vértices de la gréafica, al igual que las aristas,
deben de ser jerarquizados, siendo los vértices de entrada los del primer
estrato y los de salida los del ultimo. Esto motiva la siguiente definicion.

(2.5)

Definicién 2.2.4. Dado G = (V, E) un carcaj de entrada-salida. Para cada
v € V definimos el rango de v, denotado por r(v), como la longitud del
mayor camino dirigido que hay de algun vértice de entrada a v.

La funcién r estratifica a V en los conjuntos Vi, = {v € V|r(v) = k},
donde V) = Vi,. En principio esto es suficiente para definir Ty para cualquier
representacién ¢4 de G. Sin embargo, para disminuir el nivel de tecnicismo
requerido, comenzaremos por defnir Ty para una familia particular de car-
cajes de entrada-salida.

Definicién 2.2.5. Decimos que un carcaj G = (V,E) de entrada-salida
estd bien estratificado si para cualesquier e € E se cumple que r(t(e)) =
r(s(e)) + 1 y para cualesquiera dos vértices de salida, u y v se cumple que
r=r(u)=r).

Tomemos G un carcaj de entrada salida bien estratificado y ¢ una rep-
resentacién de G. Sea Ej = {e € E|r(t(e)) = k}, como G esta bien estrat-
ificado, E}, es el conjunto de aristas que conectan a un vértice en V;_; con
un vértice en Vj. Entonces, sea

Ty ® Hoe) = ® Hyey dadopor T := ® T,,

e€FEy e€Ey ecky

y sea,
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Ly = ® L, en donde L, es como antes.
veVy

Notemos que en la definicién de T}, el producto tensorial corre sobre todas
las aristas de un estrato, en vez de sobre todos los vértices. Entonces, en el
dominio de T}, cada espacio H,, con v € V}, aparece 1 (v) veces, mientras
que en el rango de T}, cada espacio H,, con v € Vj41, aparece ~ (v) veces,
por lo tanto tienen sentido las composiciones Ly o Ty y T41 0 Ly.

Definicién 2.2.6. Definimos Ty : @Q,cv,, Ho = Quevy,,, Huw, como Ty =
TroLr—loTr—lo"'oTl-

Para extender la definicién de T a los carcajes de entrada-salida que no
estan bien estratificados encontraremos una férmula explicita para Ty. Para
motivar la férmula, recordemos que si Hi y Ho son espacios de Hilbert con
bases (&;)icr v (€;)je respectivamente, y A : H1 — Ha es un operador lineal,
entonces A(&) = 5 (&k, A(&))Ek- Por lo tanto (&, A(&)) es el coeficiente de
&k, cuando expresamos a A(§;) en la base (§;);jes. Entonces, es suficiente con
conocer a los valores de la forma (&, A(§;)) para determinar a A, més aun,
en el caso en el que H; y Ho sean de dimensién finita, el valor (£, A(&))
corresponderd a la entrada kl de la matriz asociada a A con respecto a las
bases que consideramos. M4és en general, si A : ®i\;1 Hi, — ®£/[:1 Hj,
en donde (éfk))igk es una base para H;, y (£§k))j€Jk es una base para H;,,

nos bastard con conocer los valores de la forma <®7{V: 1 ](f),A(@é\il &),
para todo j : [N] — UN_ J, ei: [M] — UM, I donde j,. € J, para todo
r € [N] e is € I para todo s € [M]. Dicho valor indicard el coeficiente de
A(®i‘i1 &;.) cuando se expresa en la respectiva base de ®]kV:1 Hj, -
Teorema 2.2.1. Sea 9 = (G, (Hy)vev, (It)ecr) un carcaj de entrada-salida
bien estratificado y sea Ty = Q. ey, Ho = Quev,,, Hw €l operador definido
anteriormente. Entonces, para cualesquiera funciones i y j con respectivos
dominios y rangos adecuados, se tiene que

(Q) &uTo(@Q &)= D Tk Telér,)): (2.6)

WEVout vEViy, k:V—=NeckE

en donde la suma de la derecha corre sobre todas las funciones k que cumplen
que k v, =i,k [v,,= 7 ¥ que x(se)) Y Sk(i(e)) son elementos de las bases de
Hse) Y Hie), para toda e € E.



2.2. CARCAJES DE ENTRADA-SALIDA 53

Demostracion. Primero calcularemos x1 := Tl(®vevm &i,)- Recordemos
que para todo e € Ej se cumple que

dim Ht(e)

Tol6i) = D (6" el N,

r=1

donde los fﬁt(e)) son los elementos de la base de Ht(e). Luego, como x; =
Qcer, Te(&iy., ), tenemos que

dim Hy(e)
xi=Q | D (€D, T, )
6€E1 r=1
_ t(e)
= > ITES) ) & &%)
k1:t(E1)—Neek; eck

Entonces al aplicar L1 (1) notemos que todos los términos asociados a los
t(e
k(l (t(e))
algunas aristas e y f se cumple que k1 (t(e)) # k1(¢(f)) y t(e) = t(f) cuando
se piensan como vértices. De aqui que k7 pueda reducirse a una funcién
sobre V1, digamos k.

Iterando este proceso, tantas veces como el rango del carcaj de entrada-

salida se obtiene la férmula (2.6), donde la k de la suma de esta es k =
Urank( )k‘/ H
=1 I

tensores puros de la forma @ cp, & se haran cero bajo L; si para

Utilizaremos la férmula anterior para extender la definicién de Ty para el
caso en el que GG es un carcaj de entrada-salida que no estd bien estratificado.

Definicién 2.2.7. Sea ¥4 = (G, (Hy)vev, (Te)ecr) un carcaj de entrada-
salida, entonces definimos Ty : @,cv:,. Ho = Qopev,,, COMO

() &G To(Q &)= > Tk Telr,)), (2.7)

weEVout vEV, k:V—>NeeFk

para todo i,j funciones con dominios y rangos adecuados, y en donde la
suma de la derecha corre sobre todas las funciones k que cumplen que k [y, =
i,k [v,,=Jyque {k(s(e Y Ek(i(e)) son elementos de las bases de Hye) y Hy(e)s
para toda e € E.

Finalmente, demostraremos que cualquier carcaj de entrada-salida puede
ser modificado en un carcaj de entrada-salida bien estratificado, de forma
que el lado derecho de (2.7) permanezca invariante. Esto, ademds de servir
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como justificacién de la Definicidn 2.2.7, serd de suma utilidad para acotar
sumas asociadas a productos de matrices en las Seccién 4 de este capitulo.

Sea 4 = (G, (Hy)vev, (Te)ecr) un carcaj de entrada-salida. Primero
notemos que para cualquier e € E se tiene que r(t(e)) > r(s(e)) + 1, mod-
ificaremos el carcaj para que se cumpla r(t(e)) = r(s(e)) + 1. Para esto,
agregaremos una arista ¢’ poniendo una copia de s(e), digamos u, de modo
que €' = (u, s(e)) y todas las aristas que entraban a s(e) ahora entran a u.
Luego, si en ¢ la transformacion T, estaba asociada a e, en la representacion
que tomaremos asociada al nuevo carcaj pondremos en v una copia de H(e),
en €’ la transformacién Id?-ls(e) y en ey la transormacion T, las transofrma-
ciones y espacios asociados al resto de aristas y vértices seran las mismas.
Es claro que si r(t(e)) > r(s(e)) + 1, este procedimiento hace que r(s(e))
aumente en 1, mientras que 7(t(e)) se preserva. Por otro lado, de la férmula
(2.7) vemos que este procedimiento no altera a Ty, una demostracién de
este hecho se hard més adelante en el Lema 2.5.1 para el caso de matrices, el
caso general se hace de la misma manera. Iterando el proceso, llegaremos a
que 7(t(e)) = r(s(e)) + 1. Repitiendo lo mismo para todas las aristas obten-
dremos un carcaj en donde los rangos de t(e) y s(e) diferiran exactamente
en 1, para toda e € E.

Finalmente, modificaremos el carcaj de manera que cualesquiera dos
vértices en Vo tengan el mismo rango. Sea m = max{r(v)|v € Vout}. Si,
para algin v € Vg tenemos que 7(v) < m, al igual que antes podemos
tomar la Unica arista que entra al vértice y “partirla” en dos agregando un
vértice, la primera parte de la arista tendra la transformacion identidad y la
segunda la transformacion que originalmente tenia la arista, esto aumenta
el valor de r(v) en 1. Nuevamente este proceso no altera a Ty. Iterando
hasta obtener r(v) = m y repitiendo lo mismo para todos los vértices en
Vout, habremos modificado el carcaj a uno bien estratificado y el operador
final asociado igual al original.

2.3 Graficas de matrices

Sea ¥ = (G, (Hy)vev, (Te)ecr) un carcaj de entrada-salida, si todos los
espacios H, son de dimensién finita, entonces podemos pensar a los opera-
dores T, como matrices. Para cada arista e € E sea A, la matriz asociada
a T, en la base candnica, entonces, el lado derecho de la ecuacién (2.6)
puede ser expresado en términos de las entradas de las matrices A., ya que
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Ac(ki(e) Ks(e)) = (hyey» Te(ky.y))- Explicitamente tenemos

( ® giwaTE?( ® gju)> = Z H Ae(kt(e)v ks(e))’ (2'8)

wEVout v€Vin k:V—=N e€E
kv, =dklvyu =t

donde la suma corre sobre todas las funciones k que cumplen que k(v) <
dim H, para todo v € V. Entonces, si sumamos dicha expresién sobre todas
las posibles 7 : Vout — Ny 7 : Vin — N, obtendremos una expresién que
no dependerd de los conjuntos Vi, ni V,y. Esta suma, que solo depende
de la estructura del carcaj G y de las matrices en la representacién ¥,
digamos Ap, Ag, ..., A, si {e1,...,en} es una enumeracién de las aristas,
la denotaremos por

S@) = Y 1A ksen)-

k:V—Ni=1

Miés ain, S(¥) puede ser expresada en la forma de la expresién (2.3) que
presentamos al principio del capitulo. Para ver esto tomaremos una particion
7y € P(2m) en donde dados i,j € [2m], estos estardn en un mismo bloque
si y solo si s(e;) = s(ej) en el caso en el que 4, j sean impares, t(e;) = t(e;)
en el caso en el que ¢,j sean pares, s(e;) = t(e;) si ¢ es impar y j par, y
t(e;) = s(e;) sii es pary j impar. Es decir, etiquetamos a los vértices s(e;)
y t(e;) con los nimeros 2i — 1 y 2i y después juntamos en un bloque a todas
las etiquetas que se hayan puesto en un mismo vértice. Es claro que

S(¥9) = Z HAe(kt(e)7ks(e)): Z A1(J1, J2)A2(73, Ja) - - Am(Jom—1, Jom)-
k:V—-NeekE j:[2m]—[N]
ker(j)>meg

Por otro lado, si se comienza con una particién 7 y una suma

> A, d2)As(s, da) - - Am(Jam—1, Jam),
j:[2m]—=[N]
ker(j)>7e

podemos construir ¢4, de modo que S(¥%;) sea la suma de arriba. Para esto
tomemos m aristas dirigidas disjuntas, digamos ey, . .., e,,. Luego, para cada
1 <i<m,seawvy_1 =s(e)y vy =t(e;). El carcaj G sera el resultado de
identificar a todos los vértices cuyo subindice esté en un mismo bloque de
m, y la representacién ¥, que tomaremos sera la que le asocia a cada e; la
matriz A;.
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Ejemplo 2.3.1. Sean Aq,..., A, matrices de N x N, al principio del
capitulo vimos que la suma Tr(A1As -+ Ay,) tiene asociada la particion m =
{{1,2m},{2,3},--- ,{2m — 2,2m — 1}}. Entonces la grdifica G descrita
anteriormente, es en este caso un ciclo dirigido de m vértices, en donde
para todo 1 < i < m, la arista e; tiene asociada a la matriz A;.

En el caso particular en el que tenemos m = 1, es decir consideramos
Tr(A), el carcaj asociado consiste de un vértice con un lazo en el cual pon-
dremos la matriz A.

Notemos que en los casos considerados en esta seccidén, los espacios aso-
ciados a los vértices en una representacion dejan de ser relevantes, ademas
de que no es necesario que la grafica considerada sea un carcaj de entrada-
salida. M&s ain, podemos considerar directamente a las matrices asociadas
a los operadores puestos en las aristas. Cuando este sea el caso, simplemente
denotaremos a la representacion como ¥4 = (G, (A¢)ecr) y llamaremos a los
objetos de esta forma grdficas de matrices. Es importante recalcar que para
que una grafica de matrices tenga sentido, las matrices que salen de un
mismo vértice deben de tener la misma cantidad de columnas asi como las
matrices que entran a un mismo vértice deben de tener la misma cantidad
de filas.

Con este simple concepto es posible obtener resultados que relacionen la
estructura combinatoria de una gréafica con la suma asociada.

Lema 2.3.1. Sea Y = (G, (A¢)eck) una grdfica de matrices. Sean Gy,Ga, . ..

las componentes conexas de G y %1, %, ...,%, las respectivas grdficas de ma-
trices. Entonces

S(9) = S(%)S(%) - S(Gn).

Demostracion. Para cada 1 < i < n sea G; = (V;, E;). Denotemos por
F(V;,N) a la familia de funciones de V; a N, cuyo valor en v no excede al
numero de columnas de las matrices que salen del vértice, o equivalentemente
el numero de filas de las matrices que entran, para todo v € V;. Dado que
los conjuntos de vértices de la subgréficas G; son ajenos, podemos definir
una biyeccién de F(V,N) a F(V1,N) x F(V5,N) x --- x F(V,,N), dada por
kv (k v,k vy, ...,k [v,). Entonces la siguiente igualdad se da debido a
que cada término del lado izquierdo aparece exactamente una vez del lado
derecho y viceversa

n

Z H Ae(kt(e)’ ks(e)) - H Z H Ae(kt(e)y ks(e))

k:V—NeeE i=1 \k:V;—N e€cE;
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2.4 K-operaciones de grafica

En el siguiente capitulo desarrollaremos de manera abstracta la nocién de
espacio de traficos dando una especial atencién a una familia de espacios
de traficos particular que llamaremos espacios de trdficos de matrices. Con
lo desarrollado hasta el momento podemos presentar las operaciones que se
utilizaran dentro de los espacios de traficos de matrices, a las que llamaremos
K-operaciones de grafica.

Sea ¢ un carcaj de entrada-salida en donde |Vi,| = |Vout| = 1, es decir,
que solo tiene un vértice de entrada, al cual denotaremos por v, y uno de
salida que denotaremos por voy;. En este caso tendremos que Ty : H,,, —
Hoo: - Entonces, en el caso en que los espacios asociados a los vértices sean
de dimension finita, tanto el operador Ty, como los operadores asociados a
las aristas, podra ser pensados como una matriz. Si denotamos por &; a los
vectores base de los espacios en los vértices y por Ay a la matriz asociada a
Ty, la ecuacion (2.8) se convierte en

Ay (i, g) = (&, Ty (&) = Z H Ae(kyeys ks(e))-
KVoN  ecE
k(vout):iyk(vin):j

Al igual que en las graficas de matrices, podemos ahora olvidarnos de
los espacios asociados a los vértices y pensar a los carcajes de entrada-salida
como un objeto en el cual podemos insertar matrices, cuidando la compa-
tibilidad de filas y columnas de matrices adyacentes a un mismo vértice, y
obtener una nueva matriz. Mas ain, si todas las matrices son cuadradas y
de la misma dimension, podemos pensar al carcaj como una m-operacién en
Mpn(C), en donde m es la cantidad de aristas del carcaj y N es cualquier
entero positivo de nuestra eleccién. Esto motiva la siguiente definicidn,
introducida en [6].

Definicién 2.4.1 (K-operacién de grafica). Dado un entero no negativo K,
una K-operacion de grdfica es una grdfica conexa con K aristas orientadas
y dos vértices distinguidos Vi, Y Vous. Al conjunto de todas las K -operaciones
de grdfica, con K corriendo sobre todos los enteros no negativos, lo deno-
taremos por G.

Una K-operaciéon de grafica debe de ser pensada como una operacion
que recibe K objetos y emite uno del mismo tipo.

Definicion 2.4.2. Si g es una K -operacion de grdfica, definimos la trans-
formacion lineal Z, M]%K((C) — My(C) como
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Zo(M® Ay @@ AK) = > (H Ae(kt(e)7ks(e))> By iibiuy,» (2.9)
KV [N] \e€E

donde E; ; es la matriz con un 1 en la entrada ij y 0 en todas las demds.

En la seccién anterior, vimos cémo a partir de una suma con cierta
restriccién de indices podiamos construir una grafica de matrices con dicha
suma asociada. De la misma manera, ahora podemos construir K-operaciones
de grafica que estén asociadas a una operacion dada, para una gama amplia
de operaciones. Por supuesto, el considerar K-operaciones de grafica nos
permitird hablar en un mismo marco de operaciones que anteriormente se
definian de forma aislada.

Ejemplo 2.4.1. Aqui presentamos las grdficas asociadas a algunas opera-
ciones conocidas. Sean A y B matrices de N x N.

e Identidad: Solo hay 4 1-operaciones de grdfica, una de ellas se com-
porta como la identidad.

Sea I la 1-operacion con conjunto de vértices V.= {Vjn, Vout} Y con
una sola arista saliendo de vy y terminando en vy,. Es claro de la
formula (2.9) que Z1(A) = A.

e Transpuesta : Sea I' la 1-operacion de grdfica que resulta de invertir la
orientacion de la tinica arista en I, entonces se tiene que Zy:(A) = At

e Proyeccién sobre la diagonal: Sea A la 1-operacion de grdfica con un
solo vértice, que es a la vez vértice de entrada y vértice de salida, y
con una arista que conecta al vértice con si mismo. Entonces, Za(A)
es la matriz que resulta de modificar a A poniendo ceros en todas las
entradas fuera de la diagonal.

e Grado: Sea § la 1-operacion de grdfica, con dos vértices, uno de e-
llos serd wvértice de entrada y de salida. La unica arista de § ird
del vértice que es entrada y salida al otro vértice. Entonces, si A
es la matriz de adyacencia de una grdfica G de N vértices, entonces
Zs(A) = diag((z;-vzl aij)N.|) es la matriz de grados de G, es decir, es
la matriz diagonal que en la entrada ii tiene el grado del vértice i.

e Multiplicacion: Como era de esperarse, cuando g es la 2-operacion de
grafica con tres vértices {vip, U, Vout}, y dos aristas E = {e1, ez}, con
e1 yendo de u a Vi Y €2 de Voy a u, entonces Zg(A® B) = AB.
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e Producto de Hadamard: Sea I oI la 2-operacion con dos vértices V =
{Vin, Vout} y dos aristas, ambas de vout a Vi Entonces Zior(A® B) =
A o B, donde o denota el producto de Hadamard, también conocido
como el producto entrada por entrada.

El conjugar por una matriz define un automorfismo en (My(C), ), de
manera explicita, si Q € Mpy(C) es una matriz invertible, entonces para
cualesquiera A, B € My (C) se cumple que

Q71 (AB)Q = (Q7'AQ)(Q7'BQ).

Cuando se enriquece la estructura algebraica de My (C) con las operaciones
en G es natural que se pierda simetria, pues ahora se tienen operaciones que
permiten discernir propiedades que eran indistinguibles antes. En el siguien-
te capitulo ahondaremos en este tema, por el momento notemos que conjugar
por una matriz, en general, ya no es un automorfismo de (My(C),G), por
ejemplo Q71(A o B)@Q no necesariamente es igual a (Q~1AQ) o (Q~1BQ).
Sin embargo, esta propiedad se preserva para el caso en el que @ es una
matriz de permutacion.

Lema 2.4.1. Sea g una K-operacion, sean Ay, ..., Ax € Myn(C), y sea Uy
una matriz de permutacion de N x N. Entonces

Zg(UNAlUX/ X R UNAKU;\}) = UNZg(A1 [ Ak)U;{[

Demostracion. Sea o la permutacién del conjunto [N] asociada a la
matriz Uy. Sabemos que dada una matriz A tendremos que Uy AUR, (4,7) =
A(o(i),o0(7)). Fijemos iy j. Para cada funcién k : V' — [N], con k(vi,) = j
y k(vout) = ¢ tenemos que

[T Un AU k(t()), k(s(e))) = [] Aclo(kt(e))), o(k(s(e))).

ecl eclk

Por lo tanto, el sumando asociado a la funcién k cuando se calcula Z,(Un A1 U} ®
- @ UnvARUR)(4,7), serd igual al sumando asociado a la funcién o o k
cuando se calcula Z;(A4; ® --- ® Ag)(i,7), entonces la entrada (i,j) de la
primera matriz serd igual a la entrada o(i)o(j) de la segunda. La igualdad
se sigue. [l
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2.5 Cotas para sumas asociadas a graficas de ma-
trices

FEn esta seccién unificaremos lo desarrollado en las Secciones 2.1 y 2.2 para
obtener una cota para sumas de la forma de la expresién (2.3).

Sea ¥ = (G, (Hy)vev, (Te)ecr) un carcaj de entrada-salida y Ty su trans-
formacién lineal asociada. Supongamos nuevamente que las dimensiones de
los espacios en los vértices son finitas y sea N, = dim?H,. Fijando bases
en cada espacio, podemos tomar las matrices A, correspondientes a cada
T, y pensar a ¢4 también como una grafica de matrices. Notemos, de (2.8),
que los coeficientes de Ty son similares a la suma total S(¥¢). Sin embargo,
la suma S(%) corre sobre todas las elecciones de indices posibles para los
vértices de GG, mientras que los coeficientes de T se pueden expresar como
sumas en donde los valores de los indices asociados a los vértices en Vi, U Vot
son fijos, mientras que los indices de los vértices internos corren sobre todos
los valores posibles. Entonces S(¥) es la suma de los coeficientes de Tg.
Explicitamente, tenemos

S(9) = Z Z H Ac(kyeys ks(e))-

1:Vin—N k:V—N eck
FVour—NElv; =i,k lv, =J

Notemos el lado derecho puede ser factorizado. Para cada vértice v, sea
N, . . .
£V =" & € H,, entonces la ecuacién anterior es equivalente a

S@)=( Q) €. Ts(Q) "))

we‘/out UE‘/in

Una aplicacién directa de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, junto con
la definiciéon de norma de operador, nos da

$@) = (R €T ) <

weE Vout vEViL

¢

v€Vin

& ¢

wWEVout

1T

En la Seccion 1.3. se introdujo el concepto de producto tensorial para
espacios de Hilbert. De la definiciéon es claro que si ¢ € Hi y ¥ € Ho
son cualesquiera dos vectores, entonces [[¢ @ ¥y, w30, = 1@y, [[¥]l5,- Mds
aun, se puede demostrar que si S y 1" son trasnsformaciones lineales entre
espacios de Hilbert, no necesariamente iguales, entonces ||[S®@T|| = ||S||||T]|-
De aqui que podamos expresar la norma de ®v€Vin &Y como producto de
las normas de los £V y de igual manera con ®w€Vout &Y, luego tenemos que
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1

I€Y|| = dimH,, = N;Z. También, dado que Ty = T, o L._10---0T}, y que
para todo 1 < k < r, T, = @Q.cp, Te, tenemos que [|Tx|| = [[.cp, [ITel-
Por otro lado, es un hecho conocido que dados dos operadores acotados, S
y T, se tiene que ||ST|| < ||S]|[|T||. Con esto, aunado al hecho de que los Ly,
son cuasi-isometrias y por tanto tienen norma 1, podemos acotar a Ty por
[T—1l|7%|]. Juntando todo y usando que ||T¢|| = A, obtenemos el siguiente
teorema.

Teorema 2.5.1. Sea 9 = (G, (Ae)ecr) una grifica de matrices proveniente
de un carcaj de entrada-salida con espacios de dimension finita asociados a
los vértices. Entonces tenemos

soy<| I ™| TIn4l.

vEVin UVout ecl

donde N, = dimH, para todo v € V. En el caso particular en que todos los
espacio son de dimension N, lo anterior se rescribe como

S(9) < N3 VinUVour| HHAe”
eck

El teorema anterior nos da, para cada suma con restriccién de indices,
el orden asintético en términos de la dimensién de las matrices con el que
podemos acotar a dicha suma. Es decir, el teorema anterior es precisamente
el tipo de resultado que estabamos buscando.

Sin embargo, no todas las graficas de matrices provienen de un carcaj de
entrada-salida, o equivalentemente, hay restricciones sobre los indices que
generan sumas con graficas asociadas para las que no podemos aplicar el
teorema anterior. En lo que sigue presentaremos un procedimiento para
modificar cualquier grafica de matrices en una que proviene de un carcaj
de entrada-salida, de manera que la suma asociada quede invariante, asi
como el producto de las normas de las matrices en sus aristas. Esto per-
mitird aplicar el teorema anterior para cualquier grafica de matrices, sin
embargo esto no sera suficiente, pues para obtener la cota seria necesario en
cada caso, primero encontrar el carcaj de entrada-salida en el que quedara
modificada la gréfica en cuestién, lo cual representaria un obstdculo para
obtener un resultado general. Entonces, el ultimo paso consistird en encon-
trar caracteristicas combinatorias de la grafica de matrices que predigan el
tipo de grafica de entrada-salida que se obtendra al final. Para esto primero
introduciremos algunos términos.
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Definicion 2.5.1. Sea G una grdfica.
e Arbol: Si G es coneza y no tiene ciclos, diremos que G es drbol.

e 2-conexidad: Si G es conexra, una arista de corte en G es una arista
que cumple que al borrarla la grdfica resultante es disconexa. Si G no
tiene aristas de corte diremos que G es 2-conexa. Una componente
2-conexa de una grdfica serd una subgrdfica 2-conexra que no estd con-
tenida en ninguna otra subgrdfica 2-coneza.

e Bosques y hojas: Diremos que G es un bosque si es una union disjunta
de drboles. Diremos que un arbol es trivial si consiste unicamente de
un vértice. En los drboles no triviales llamaremos hojas a los vértices
que tengan grado 1. El unico vértice en un drbol trivial también serd
llamado hoja trivial.

Dada una gréfica G, denotaremos por F(G) a la gréfica que resulta de
poner un vértice por cada componente 2-conexa de G y poner una arista no
dirigida entre dos vértices de F(G) si las respectivas componentes 2-conexas
estan conectadas por una arista de corte. Notemos que F(G) no puede tener
ciclos, de lo contrario si tomamos cualquier arista de corte asociada a una
arista del ciclo, su eliminacién no desconectaria a G, pues la modificacién
de F(G) sigue siendo conexa y por lo tanto G es conexa. De aqui que F(G)
siempre es un bosque, al cual llamaremos bosque de componentes 2-conexas.
Dada G, definimos 7(G) = % + ha, donde hy es la cantidad de hojas no

Us

V6

V3, V4, U5, U7

U1, V2 Ug

Figura 4: Un carcaj con su respectivo drbol de componentes 2-conexas.

triviales y hs es la cantidad de hojas triviales de F(G). En lo que sigue nos
enfocaremos a probar el siguiente teorema.
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Teorema 2.5.2. Sea 4 = (G, (Ac)ecr) una grifica de matrices de N x N,

entonces
1S@)] < NTOTT 1Al
ecE

Ademds, la cota es justa en el sentido de que para toda grdfica dirigida G,
existe una grdfica de matrices de N x N, digamos 4 = (G, (A¢)ecE), que
cumple que ||Ac|| =1 para todo e € E y

S(@) = N™(@),

Para la prueba de este resultado se necesitan varios elementos. Desar-
rollaremos el procedimiento para convertir cualquier grafica de matrices en
una grafica de entrada-salida. Sea G = (G, (A¢)ecp) un gréfica de ma-
trices arbitraria. Primero notemos que por la definicién de S(¥¢), pode-
mos cambiar la orientacién de las aristas, si la respectiva matriz se cambia
por su transpuesta, dejando invariante esta suma. Esto tltimo no altera
el bosque de componentes 2-conexas F(G). Ademds, dado que para toda
matriz cuadrada A, se cumple que ||A|| = ||AY||, esta modificacién tampoco
altera el producto de las normas de las matrices.

Recordemos que parte de la definicién de carcaj de entrada-salida re-
quiere que este no tenga ciclos dirigidos. Para “destruir” los ciclos dirigidos
de GG no bastara con cambiar las orientaciones de sus aristas, esto es evidente
para el caso en el que hay un ciclo de longitud uno.

Lema 2.5.1. Sea ¥4 = (G, (Ac)ecr) una grdfica de matrices de N x N.
Supongamos que para una arista f € E, Ay = Idy. Sea G = (G, (Ac)ecE—f)
la grdfica de matrices obtenida al identificar los extremos de f en 4 y borrar
esta arista. Entonces

S(¥)=5(9).

Demostracion. Los sumandos de S(¥) son de la forma [[,c g Ae(ky(e), Bs(e))-
Para que un sumando dado sea distinto de cero, se tiene que cumplir en
particular que Ay (ky(s), ks(s)) # 0, pero como Ay = Idy entonces kyy) =
kg(p), en cuyo caso Af(k;t( £ ks(py) = 1y entonces [[.cp Ac(Fye)s kse)) =
[lecr— 7 Ac(kye), ks(e))- Esta tltima observacién nos permite construir una

biyeccién entre los sumandos no nulos de S(%) y los de S(4). O

Definicién 2.5.2 (Modificacién de una gréfica de matrices). Decimos que
9 = (G,(Ae).cp) es una modificacion de 9 = (G, (Ac)ecr), si se puede
llegar de la ultima iterando las siguientes operaciones:
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o Cambiar la direccién de una arista e y sustituir A, por AL.

e “Dividir” un vérticev env yv'. Agregar una arista dev av' asocidndole
la matriz Idy. Luego, redistribuir las aristas que entran a v entre los
nuevos vértices v y v’ al igual que las aristas que salen dev. En el caso
en el que {v} sea una componente 2-conexa de la grifica se agregard
una sequnda arista de v a v’ con las matriz Idy.

Ya habiamos observado que la primera operacion en la definicién anterior
no altera la suma asociada a la grafica de matrices, ni el producto de las
normas de las matrices, ni la estructura combinatoria del bosque de las
componentes 2-conexas. Del Lema 2.5.1 es claro que la segunda opera-
cién no altera la suma asociada a la grafica de matrices. Luego, como
|IIdx]| = 1, el producto de las normas de las matrices también permanece
invariante después de la operacion. El agregar una doble arista en el caso
en el que {v} sea una componente 2-conexa de la gréfica nos garantiza que
el bosque de dos componentes conexas también permanezca invariante. Por
lo tanto, cualquier modificacién de una grafica mantiene invariante los tres
parametros que estamos considerando. Para probar el Teorema 2.5.2, resta
demostrar que toda grafica de matrices tiene una modificacién de entrada-
salida.

Para modificar ¥ de manera apropiada, consideremos F(G). Como cada
componente conexa puede ser tratada de manera independiente podemos
asumir sin pérdida de generalidad que F(G) es conexa, es decir, podemos
asumir que es un arbol. Si F(G) no es trivial, tomemos una hoja cualquiera,
digamos w, la cual llamaremos hoja de entrada y a todas las demaés las
llamaremos hojas de salida. Como F(G) es un arbol, para cada vértice hay
un dnico camino de w a dicho vértice. Este camino define una orientacion
en las aristas pertenecientes a él, mas aun, esta orientacién de aristas es
concistente para cualquier vértice que se tome. De esta manera, poniendo
las aristas de F(G) en la orientacién inducida por los caminos que salen de
w, obtenemos un flujo de w a las hojas de salida de F(G). Los vértices de
F(G) representan componentes 2-conexas de G y sus aristas corresponden
a las aristas de corte de G. El lema que probaremos a continuacién nos
permitira modificar cada una de las componentes 2-conexas en una grafica
de entrada-salida que tenga un tnico vértice de entrada y un tinico vértice
de salida. Después, el vértice de entrada de la modificacién final serd el
vértice de entrada de la componente correspondiente a la hoja de entrada.
Los vértices de salida de las componentes correspondientes a las hojas de
salida seran los vértices de salida de la modificacion final. Mientras que el
vértice de entrada de cada componente correspondiente a un vértice interno
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en F(G) se colocard en la parte final de la arista de corte que llega a dicha
componente y el vértice de salida en la parte inicial de la arista de corte
que sale de dicha componente. Esto producirda una grafica de matrices de
entrada-salida que serd una modificaciéon de ¢. En esta modificacién la
cardinalidad de Vi, U Vo serd igual a la cantidad de hojas de F(G), de
donde una aplicacion directa del Teorema 2.5.1 concluird la prueba en el
caso en el que F(G) sea un arbol no trivial. Si F(G) es un arbol trivial,
el siguiente lema garantiza que ¢ puede ser modificado en una grafica de
entrada-salida con |Vi, U Voyue| = 2, nuevamente una aplicacién directa del
Teorema 2.5.1 concluye la prueba.

Lema 2.5.2. Sea ¢ = (G, (Ae)ecr) una grifica de matrices, con G 2-
conexa. Sean v y w cualesquiera dos vértices de G. Entonces existe una
modificacion 4 = (G, (Ae)ecr) que cumple que G es una grdfica de entrada-
salida, con v su unico vértice de entrada y w su unico vértice de salida.

Demostracion. Construiremos recursivamente graficas de entrada-salida,
Gy, G1, . .. Gp, todas ellas modificaciones de una subgréfica de G, de manera
que G), serd la gréfica asociada a la modificacién final buscada. Ignorando
la orientacién de las aristas de GG, tomemos un camino de v a w. Definamos
Gy como la grafica orientada que representa dicho camino de v a w, con
la orientacion de aristas elegida de manera que el camino sea un camino
orientado, en donde v serd el vértice de entrada y w el vértice de salida.
Ahora, supongamos que G ya ha sido definida, por construccién Gy es una
modificaciéon de una subgrafica de G, si esta subgrafica es todo GG entonces
habremos terminado. De lo contrario, hay un vértice en G y Gy, digamos
x, que es adyacente a una arista de G que no estd en Gy, sea e esta arista y
z el otro de sus vértices. Como G es 2-conexa, e no es una arista de corte,
por lo que si la eliminamos la grafica se mantiene conexa, de donde hay un
camino (no necesariamente orientado) de z a algin vértice de G, digamos y.

Si y # x, entonces tomemos Gy 1 serd la grafica resultante de agregarle
a GG la arista e y el camino de z a y. Si, dentro de G hay un camino dirigido
de = a y, orientaremos el nuevo camino de = a y en esta misma direccion.
En cambio, si en G hay un camino de y a z, orientaremos el nuevo camino
en esta direccion. Notemos que solo una de las anteriores puede pasar, ya
que Gj, es una grafica de entrada-salida y por ende no tiene ciclos dirigidos.
En el caso en el que no haya ningin camino orientado de z a y ni viceversa,
orientemos el nuevo camino en cualquiera de las dos direcciones posibles.

En el caso en el que x = y. Separemos a z en dos vértices, = y 2/,
poniendo una arista de x a 2/, dejando todas las aristas en su lugar todas
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las aristas que entran a x y poniendo en 2’ todas las aristas que salian de x.
Después, orientemos el nuevo camino de x a x’.

Sin pérdida de generalidad supongamos que el nuevo camino va de x a y.
Es claro que, bajo una eleccién apropiada de matrices lo anterior garantiza
que %11 es una modificacién de una subgrafica de G que ahora ya contiene
a la arista e. Por construccién, Gy.11 no tiene ciclos dirigidos. Luego, si u es
un nuevo vértice en Gyy1, veremos que hay un camino del vértice de entrada
al vértice de salida que pasa por u. Como G}, era una grafica de entrada-
salida, hay un camino dirigido de v a w que pasa por x, en particular hay
un camino dirigido de v a x, de la misma manera hay un camino dirigido
de y a w, luego, el nuevo camino que va de x a y pasa por u, componiendo
estos tres caminos obtenemos un camino que va de v a w y pasa u. Con esto
concluimos que la grafica Gi41 es de entrada-salida.

Como podemos continuar el proceso indefinidamente, en cada paso garan-
tizando que una arista nueva de G es considerada en la modificacién cor-
respondiente y G es finita, el proceso terminard en una cantidad finita de
pasos. O

El lema anterior concluye la demostracién de la cota. Para demostrar
que la cota es Optima, recordemos que demostramos que cualquier grafica de
matrices puede ser convertida en una unién disjunta de graficas conexas de
entrada-salida, digamos G1, ..., G,, cada una con un solo vértice de entrada,
por lo que basta analizar este caso. Por el Lema 2.3.1, la suma S(¥) es
igual al producto de las S(G;), y como 7(G) = 7(G1) + --- + 7(G,) nos
bastara con analizar el caso conexo. Supongamos que G es conexa, si en cada
arista que no sea de corte ponemos la identidad, por el Lema 2.5.1, evaluar
en la gréafica de matrices es equivalente a evaluar en F(G), con cualquier
orientacién de sus aristas. Para cada componente conexa no trivial en G,
tomemos la orientacién que genera un flujo del vértice de entrada al vértice
de salida. Por lo tanto, bastard demostrar la cota en cada componente
conexa. Notemos que una gréafica de matrices en donde todas las matrices
son Idy cumple que su suma asociada es N, por lo tanto las hojas triviales
correspondientes aportan un término N. Para el caso en el que hay un arbol
no trivial, pongamos nuevamente Idy en todas las aristas internas, es decir
en las aristas que no sean adyacentes a una hoja. Esto, nuevamente por el
Lema 2.5.1 reducird la gréfica a una escoba (Figura 5), es decir, la grafica
tendra el vértice de entrada v, un solo vértice interno u y los vértices de
salida wi,...,w. Habrd una arista de v a v y una arista de v a cada w;.

Sea An la matriz con entradas \/Lﬁ en la primera columna y cero en
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Figura 5: k-escoba de matrices.

las demés. La norma de esta matriz es la norma del vector Tlﬁ(l, 1,...,1),
entonces |[An|| = 1. Sea v el vértice de entrada de la escoba, u el interno
y w1, ..., wy los de salida. Como en la Figura 5, pongamos Al en la arista
de v a u, y la matriz Ay en cada una de las otras aristas. Sea & la gréfica
de matrices resultante. Sea E el conjunto de aristas de &. Para calcular
S(6%), notemos que para que [[,cp Ae(kye); kse)) 7# 0, es necesario que
kE(t(e)) = 1sie= (v,u)y k(s(e)) =1 si e es cualquier otra arista. Entonces,
para que el producto asociado a k no se anule podemos escoger libremente los
valores k(v), k(w1), . .., k(wy). Porlo que hay N*+! funciones cuyo producto
asociado no se anula. Por otra parte, si [[.cp Ae(kye), ks(ey) # 0 entonces

es igual a N_%, de donde

S(6) = NMIN-F = NF = N7O) = NTO T Al
eck

con lo cual se concluye la demostraciéon del Teorema 2.5.2.



68

CAPITULO 2. GRAFICAS Y MATRICES



Capitulo 3

Fundamentos de espacios de
traficos

En el primer capitulo motivamos y fundamentamos el método de momentos y
presentamos algunas aplicaciones de este dentro de la Teoria de Probabilidad
Libre y Matrices Aleatorias. En el caso de espacios de probabilidad no
conmutativa, ya vimos que la informaciéon proveida por los momentos es
suficiente para definir una distribucién analitica en el caso en el que las
variables aleatorias no conmutativas son normales. También, en el estudio
de matrices aleatorias, para varios modelos, el método de los momentos es
suficiente para determinar la distribucion espectral asintética de estos. Sin
embargo, para las variables aleatorias no conmutativas que no son normales
no se tiene ain un método de estudio de su distribucién que en general sea
suficientemente descriptivo. De la misma manera, para varios modelos de
matrices, el método de los momentos no basta, ademas de que en otros casos,
la distribucién espectral limite de modelos distintos resulta ser la misma, lo
cual no permite discernir, desde la Teoria de Probabilidad Libre usual, a
algunas matrices grandes provenientes de distintos modelos.

La Teoria de Traficos toma las herramientas desarrolladas en el capitulo
anterior y las abstrae para darles un significado general dentro espacios de
probabilidad no conmutativos. Ahora, para describir la distribucién de un
elemento, ya no nos limitaremos a estudiar sus momentos, sino que ahora
por cada grafica dirigida tendremos una nocién de momento generalizado,
logrando con esto interpolar la nocién de distribucién dentro de la Teoria de
Probabilidad Libre. Aqui presentamos las bases de esta teoria y en los dos
capitulos subsecuentes algunos de los logros obtenidos por ella.

69
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3.1 Graficas como operaciones

3.1.1 Estructura de G y G-algebras
De la seccién anterior, recordemos la nocién de K-operacién de grafica.

Definicién 3.1.1 (K-operacién de grafica). Dado un entero no negativo K,
una K-operacion de grdfica es una grdfica dirigida, conexa, con K aristas
numeradas y dos vértices distinguidos v, Y Vow. Al conjunto de todas las K -
operaciones de grdfica, con K corriendo sobre todos los enteros no negativos,
lo denotaremos por G. A los elementos de este conjunto los llamaremos
operaciones de grdfica.

Sea g una K-operacion de grafica. Pensemos a g como un carcaj y
tomemos una representacioén de este, es decir, pongamos espacios vectoriales
en sus vértices y transformaciones lineales en sus aristas. Entonces, la K-
operacion de grafica puede ser pensada como una composiciéon de dichas
transformaciones lineales que resulta en una transformacion lineal que va. del
espacio en vy, al espacio en voyt, digamos Ty : H,,, — Hy,,,. Por lo tanto,
si tenemos dos operaciones de grafica, digamos g7 con vértices distinguidos
viln Y Uiy, ¥ g2 con vi2n y 2., es natural definir su concatenacién g; g, como

la operacién de grafica resultante de identificar v}, con vZ, tomando a v},

mn’
como el vértice de entrada de la nueva operacién de grafica y vZ,, como el
de salida. De esta manera Ty, 4, = T,, 0 T,,. Mias en general, dada una
operacion de gréafica, podemos sustituir en cualquiera de sus aristas otra
operacién de grafica, poniendo su vértice de entrada en el comienzo de la

arista y su salida en el final de su arista como se muestra en la Figura 6.

Definicién 3.1.2 (Composicién de operaciones de gréfica). Sea K un entero
positivo y sean Ly, ..., Lx enteros no negativos. Sea g una K-operacion de
grafica. Para i =1,...,K, sea g; una L;-operacion de grdfica. Definimos
9(g1,---,9K) como la Ly + Lo+ - - -+ Lg-operacion de grdfica que se obtiene
al sustituir cada g; en la arista i de g como se describio anteriormente. Esta
operacion serd llamada composicion de operaciones de graficas.

La composicién de operaciones de grafica depende de la enumeracion
de las aristas de la K-operacién de gréafica. El grupo simétrico Sk, actia
sobre G, el conjunto de K-operaciones de grafica, donde cada elemento
o € Sk manda a cada K-operacion de grafica a la operacién que resulta
de permutar con ¢ la numeracién de sus aristas. Por ejemplo, si g es como
en la definicién y ey,...,ex son las aristas de g escritas en orden, entonces
€s-1(1)s - - -+ €o—1(K) serd el orden de las aristas de g, := o(g).
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¢
o---»*---ao
in | out
°

in out

Figura 6: En la izquierda se muestra la operacién de gréfica (con aristas
punteadas) que se sustituye en la arista punteada de la grafica debajo de
ella. Esto produce la operacion de grafica de la derecha.

Recordemos del capitulo anterior que I es la operacién de grafica cuyo
conjunto de vértices es {vin, Uout } ¥ que tiene una dnica arista que va de vy, a
Uout- En el caso en el que G actia sobre el espacio de matrices, I actiia como
la funcién identidad. Cuando, dentro de G, se considera la composicion de
una operacién de gréfica con I, esta ultima también actia como la identidad.
Concretamente, G con la composicién tiene una estructura algebraica que
satisface la siguientes propiedades:

o [ eslaidentidad: g(I,...,I)=g=1I(g).
e Asociatividad en la composicion:

9(g1(91,05 - 9181 )s -+ 9K (9K 15 - - IR ki)
=9(g1, - 9K) (91,1 G krs - - s IK 15+ > OK g )-

e Fquivarianza: Si g es una K-operacién, dada una permutacién o €
Sk, tenemos

9o(9o-1(1)s Go=1(2)s - -+ 1 Go—1(K)) = 9(G15 - - -, K )-
También, si 01,...,0x son permutaciones, con o; € Sy, entonces
g((gl)0'17 (92)027 ey (gK)O'K) = 9(917 e 7gK)U1><---><UK'

En el capitulo anterior definimos de manera explicita una accién de G
sobre My (C). La idea fundamental en la Teoria de Traficos es la de consi-
derar la accién de G, de una manera maés abstracta, sobre cualquier espacio
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vectorial A y con esto dotar al espacio con una estructura de algebra uni-
taria en donde ademéds habra otras operaciones que permitan dar una mejor
descripcién de sus variables aleatorias no conmutativas.

Definicién 3.1.3 (Accién de G sobre un espacio vectorial). Una accion
de G sobre un espacio vectorial complejo A estd dada por una familia de
aplicaciones lineales (Zg)geg, con Zg : A®E A cuando g € Gr, que
satisfacen

o 7;=1Id4.

o Zy(Zy @2

9K

) = Zg(gl,...,gx)'

° Zg(al Q- ® CLK) = Zga(aaﬂ(l) ®-® aafl(K))'

Llamemos Zy a la 0-operacion de grdfica con un tinico vértice. Por con-
vencion Zy : C — A y definimos 14 := Zy(1).

La accién de G induce una estructura algebraica en A. Particularmente,
si g es la operacién de grafica multiplicacion, es decir la gréfica con tres
vértices {Vin, U, Vout } ¥ una arista yendo de vi, a vy otra de u a voyt, entonces
esta le da a A una estructura de algebra compleja asociativa definida por el
producto como ab := Zy(a @ ).

Si G actia sobre A, diremos que A es una G-dlgebra. Llamaremos G-
subélgebra a cualquier subespacio de A invariante bajo la accién de G. Dada
otra dlgebra B, diremos que f : A — B es un G-morfismo si f(Zy(a; ® -+ ®
a)) = Zg(f(a1) ® --- ® f(ak)). Como se mencioné al final de la Seccién
2.4., la nocién de G-algebra, en varios casos, es estrictamente més fuerte que
la nocién clasica de morfismo de dlgebra.

Cuando se trabaje con dlgebras-* serd también 1til tener una nocién de
adjuncién en G. Explicitamente, si g € G, entonces g* es la K-operacion de
grafica obtenida el cambiar la orientacién de las aristas de g e intercambiar
el vértice de entrada con el vértice de salida. Por ejemplo I* = 1.

Por tdltimo, es importante notar que 14 en efecto se comporta como la
unidad. Sea ¢ una K-operacién de grafica con elementos de A sustituidos en
sus aristas, de manera que en la arista ¢ se encuentra 1 4. Por la asociatividad
de la composicién de operaciones de grafica, y dado que 14 = Zy(1), es lo
mismo evaluar g en las variables que estan en sus aristas, que sustituir la
0-grafica en la arista ¢, y posteriormente evaluar. Esto se resume en la
siguiente observacién, la cual es una generalizaciéon del Lema 2.5.1.
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Observaciéon 3.1.1. Sea g una K-operacion de grdfica y g la (K — 1)-
operacion de grdfica obtenida al identificar los extremos de la arista i en g
y después borrar dicha arista. Si ay,...,ax € A ya; = 14, entonces

Zg(al®”’®aK) :Zg(al®...®aK)7
en donde a; se omite en el producto de la derecha.

Aunque la nocién de accién parece ser poco restrictiva, es posible hacer
inferencias sobre la estructura algebraica de una G-algebra a partir de la
informacién proveida por la accién de ciertos elementos en G. Por ejemplo,
tomemos A una G-algebra, y sea Ay := A(A), donde A es la 1-operacién de
grafica con un unico vértice que es de entrada y salida a la vez.

Recordemos que si A es una matriz cuadrada, entonces A(A) es la matriz
que resulta de poner ceros en todas las entradas fuera de la diagonal de
A, por lo que A(My(C)) = Dy(C), donde Dy(C) es la subélgebra de
matrices diagonales. M4ds en general, si I' es la 1-operacién de gréfica en
la cual su tinica arista va de vou; a vi, dado que A = I*(A), tenemos que
A(a) = I'(A(a)). En otras palabras, Aj es invariante bajo transposicién.
Por esta razén, en general, nos referiremos a los elementos de .4y como
elementos diagonales.

Notemos también que Za(A) = Za y por lo tanto A actia como la iden-
tidad sobre Ag, de aqui concluimos que A : A — A es una proyeccién. Més
aun, si g es la 2-operacién asociada a la multiplicacién e ol es la 2-operacién
de gréafica asociada al producto de Hadamard, definida en el capitulo ante-
rior, entonces tenemos que A(lol) = g(A, A). Ahora, sean A(a), A(b) € A,
la simetria de g(A,A) junto con la propiedad de equivarianza nos da que
g(A,A)(a,b) = g(A,A)(b,a) y por lo mencionado anteriormente tenemos
que

9(A(a), A(b)) = g(A, A)(a,b) = g(A, A)(b, a) = g(A(D), Ala)).

Por lo tanto Ay es una subélgebra abeliana.

3.1.2 Operaciones de graficas como momentos generalizados

Recordemos del Capitulo 1, que dado un espacio de probabilidad-* (A, ¢),
la distribucién de una variable aleatoria no conmutativa a € A, estd dada
por el conjunto de valores

P(ara? - - a),
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donde ¢; € {1,*} y n es cualquier entero positivo. En el caso en el que A =
My (C), la distribucién espectral de una matriz A € A queda determinada
por sus momentos mixtos

tr(ASLA2 ... AP,

En espacios de traficos, ademds de considerar los momentos mixtos de
una variable aleatoria, también se consideraran los valores que toma la traza
al evaluar la variable aleatoria en distintas operaciones de gréficas. Para el
caso particular de matrices, la distribucion en traficos de una matriz A estard
dada por el conjunto de valores de la forma

tr(Zy(A7 ® A= @ - ® A7),

donde €; € {1,*}, y g es cualquier n-operacién de gréfica. Denotemos por
g := A(g), es decir, a la grafica que resulta de identificar v;, con voy; en g.
Por la asociatividad de la composicion, evaluar a un conjunto de matrices
en § = (V, E) es equivalente a evaluarlas en g y luego poner cero en todas
las entradas fuera de la diagonal en la matriz resultante. Entonces

tr(Zy(A" @ A2 @ -+ @ AT™)) = tr(Z;(A" @ A2 @ -~ @ A™)).

Notemos que la evaluacién en g ya no depende de dénde estén los vértice de
entrada y salida ya que

tr(Z,(A © A © - @ A°)) = % > T Akt K(s()).

k:V—[N] ecE
Entonces, si otra operacién de gréfica ¢’ cumple que é’ 2 g, donde el isomor-
fismo se toma ignorando el lugar del vértice de entrada y salida, obtendremos
el mismo resultado al sacar la traza de la matriz resultante al evaluar un
mismo conjunto de matrices en ambas operaciones de graficas. Por lo tanto,
la grafica ¢ contiene la informacién de varias gréaficas. Esto motiva las si-
guientes definiciones.

Definicién 3.1.4 (Momento de grafica). Diremos que T es un K-momento
de grdfica siT es una grdfica dirigida conexa con K aristas numeradas. El
conjunto de K-momentos de grdfica serda denotado por Tk, y denotaremos
por T = UR_Tk.

Definicién 3.1.5 (Funcional de trafico en matrices). Sea T = (V, E) un
K-momento y Ay,...,Ax matrices de N x N, definimos el funcional de
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trafico T como

T[T(Al, ... ,AN)] = % Ae(k(t(e))v k(s(e))),

k:V—[N] e€E

donde la matriz A; serd colocada en la i-ésima arista de T'. St las matrices
son aleatorias entonces

T AR = B | ] Ak(t), k(s(e))

k:V—[N]ecE

En el caso de matrices aleatorias hay una descomposicién de 7 que resulta
sumamente util.

Definicién 3.1.6 (Funcional inyectivo en matrices). Sea T = (V, E) un K-
momento y A1, ... Ax matrices aleatorias de N x N, definimos el funcional
de trdfico 7 como

O Ay, . A)] = %E S T Akt K(s(e)
3 k:V"—>[N}‘ eck
es inyectiva

Sea T' = (V,E) un momento de grifica y k : V — [N]. Recordemos
del Capitulo 1 que el kernel de k, denotado por ker(k), es la particién de
V en donde dos vértices u,v € V estdn en el mismo bloque si k(u) =
k(v). Entonces, si denotamos por T5(*) al momento de gréfica que resulta
de identificar los vértices en V' que estdn en un mismo bloque de ker(k),
podemos pensar a la funcién k como una funcién inyectiva en T*r*)  En
general para toda m € P(V), donde P(V) es el conjunto de particiones
del conjunto V', denotaremos por 77 = (V™, E) al cociente de grafica que
resulta de identificar a los vértices de T que estdn en un mismo bloque
de w. Entonces, para todo m, podemos pensar a las funciones inyectivas
k : V™ — [N] como funciones en los vértices de T. Es facil ver que esta
asociacion es biyectiva, dandonos el siguiente resultado.

Lema 3.1.1 (Descomposicién inyectiva del funcional de trafico). Sea T =
(V, E) un K-momento de grdfica y A1, ..., Ax matrices aleatorias. Entonces

T[T(AL, .. A= Y [T7(Ay,. .., Ak)).
TeP(V)
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En algunas ocasiones, cuando se estudie la distribucién en tréaficos de
una familia de matrices A = (A;),cs, y ya haya una asignacién de algunas
matrices en A a las aristas de un momento de grafica, por simplicidad deno-
taremos a la evaluacién en el funcional como 7[T'(A)]. En el caso particular
en el que se considere la distribucién en traficos de una sola matriz, 7[T'(A)]
denotara el valor del funcional evaluado en T' cuando la matriz A se pone
en todas sus aristas.

En el siguiente capitulo presentaremos varias aplicaciones de la teoria de
traficos al estudio de matrices aleatorias.

3.2 Espacios algebraicos de traficos

En su tesis doctoral, en el 2011, Male introdujo el concepto de funcional
de trafico para cualquier espacio de probabilidad no conmutativo y lo dio
a conocer en [19]. Posteriormente, en el 2016, Male junto con Guillaume
Cebron y Antoine Dahlqvist modificaron ligeramente el concepto en lo que
llamaron espacios algebraicos de traficos [6].

Definicién 3.2.1 (Espacio algebraico de tréficos). Un espacio algebraico de
trdficos estd dado por un espacio vectorial A y un funcional lineal ® : A — C
cumpliendo:

e FEriste una accion de G en A, es decir A es una G-dlgebra.
o O(1y)=1.

o O es independiente de la entrada y la salida, es decir, para todo g € G
se cumple que ® o Zg = P o Zp(g).

Un homomorfismo entre espacios algebraicos de trdficos A y B con respec-
tivos funcionales ® y ¥ es un G-morfismo f : A — B que cumple que
d=Vof.

La condiciéon de que el funcional sea independiente de la entrada y la
salida implica que ® es un funcional tracial sobre el algebra que se obtiene al
dotar a A con el producto definido por la operacion de grafica multiplicacion.
Para hablar de la distribucién de los elementos de A, asi como de una nocién
de positividad para ®, es conveniente introducir una nocién que generaliza
las nociones de operacién de grafica y de momento de grafica.

Recordemos del capitulo anterior que es posible considerar composiciones
“ramificadas” de operadores que van del producto tensorial de un conjunto
de espacios al producto tensorial de otro. Para esto, Mingo y Speicher,
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en [20], consideraron carcajes con varios vértices de entrada y varios varios
vértices de salida. Las operaciones de n-gréafica en cierto sentido rescatan
esta estructura, pero sin hacer distincién entre los vértices de entrada y los
vértices de salida. Para esto, recordemos que dados dos espacios vectoriales
V y W, sobre un mismo campo, hay una identificaciéon natural V* @ W =
Hom(V, W), donde el lado derecho denota al espacio de transformaciones
lineales de V a W. En el caso en el que V es dimensién finita V' = V*
de donde V @ W = Hom(V,W). En particular, dados N,n y m enteros
positivos, tenemos que (CV)®"+™ =~ Hom((CNV)®", (CV)®™). Asi, podemos
pasar de una estructura con n vértices de entrada y m vértices de salida,
por ejemplo un elemento en Hom((CN)®" (CN)®™) a una estructura con
n + m vértices distinguidos, que en este caso puede ser pensado como un
elemeto en (CN)®n+m,

Definicién 3.2.2 (Operaciones de n-gréafica). Los momentos de grifica
definidos anteriormente corresponden a las operaciones de 0-grdficas. Luego,
sin > 1, una operacion de n-grafica es un momento de grafica con n vértices
distinguidos y ordenados, digamos v = (v1,...,v,). Al conjunto de opera-
ciones de n-grdfica lo denotaremos por G(™.

En el caso en el que n =2, G corresponde al conjunto de operaciones
de grdfica definido anteriormente.

Veamos cémo funcionan estos objetos en el caso particular de matrices
aleatorias.

Ejemplo 3.2.1. Sea A = My(C) ® L™ (2, S, P) el dlgebra de matrices
aleatorias cuyas entradas tienen todos sus momentos. Seat = (V, E, v) una
operacion de n-grdfica con las matrices aleatorias (Ae)eer colocadas en sus
aristas. Entonces definimos la evaluacion en t, como el tensor aleatorio
T(t) € (CM)®", como sigue. Si v= (vi,...,v,) entonces

()= ), <H A(k‘(t(E)),k(S(e)))) Ek(v1) @+ @ Ek(un)-
k:V—[N] \e€cE

En efecto, si n = 2, entonces T(t) corresponde a evaluar la operacion de
grafica Z; en las matrices correspondientes.

3.2.1 Distribuciéon de traficos

Tomemos un espacio algebraico de traficos (A, ®), la condicién de que ®
es independiente de las entradas y salidas, nos permitird definir para cada
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K-momento de grafica T, un funcional multilineal 7[T(-)] : AKX — C, dado
por

T[T()] = 2(Z(-)),
donde g es cualquier K-operacién de grafica que cumple que si se identifica
su entrada con su salida, es decir al considerar §, tenemos que ¢ = T.
Alternativamente, si denotamos por G (A) al conjunto de momentos de
gréficas con elementos de A sustituidos en sus aristas, y por CG( (A) a sus
combinaciones lineales formales con ceoeficientes en C, podemos pensar a T,
extendiendo por linealindad, como el funcional

7:CGO(A) - C.

El funcional 7 caracteriza completamente a ®, pues 7[A(a)] = ®(a), en-
tonces este es una extensién de ® que permite extraer informacién sobre los
momentos de graficas de variables aleatorias no conmutativas que anterior-
mente era imposible detectar. Podemos pensar a 7 como una interpolacion
de ®. Por esta razén llamaremos a 7 el funcional de trafico y a partir de
este definiremos la distribucién en traficos de nuestras variables aleatorias
no conmutativas.

Definicién 3.2.3 (Distribucién en tréficos). Sea (A, ®) un espacio alge-
braico de trificos. Al funcional T : CG©® (A) — C lo llamaremos el funcional
de trdfico y a la informacion proveida por este, es decir a la familia de apli-
caciones de momentos de grdfica, la llamaremos distribucion en trdficos.
Por ejemplo, si a € A, entonces su distribucion en trdficos es

{(T,er,....e) = 7[T(a,...,a)] : T € GO ey, ... ex € {1,%}}.

Tipicamente, dado que de 7 se puede recuperar ®, y para indicar que
A no solo estd siendo pensada como espacio de probabilidad-*, sino que
también se estd considerando su estructura como espacio de traficos, deno-
taremos al espacio como (A, 7). Por la misma razén, en vez de llamarlos
variables aleatorias no conmutativas, llamaremos traficos a los elementos de
A.

Motivado por el caso en el que los traficos son matrices, se define el
funcional de trafico inyectivo de la siguiente manera.

Definicién 3.2.4 (Funcional inyectivo). Dado un espacio de trdficos (A, T),
definimos el funcional inyectivo 0 : CG© (A) — C, de manera implicita,
con la siguiente formula

T[T(ar,...,ax)] = > [T(as,... ax)],
TeP(V)
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para cada T = (V,E) y K = |E|.

Es claro que el funcional inyectivo determina el funcional de traficos. Es
posible demostrar que el funcional de trafico también determina el funcional
inyectivo. Para esto se requiere la formula de inversiéon de M&bius para cada
momento de grafica 1. Este ultimo es un método estdndar en la teoria de
algebras de incidencia que puede ser consultado en [28]. La aplicacién de
de la féormula de inversiéon de Mdbius para este caso en particular se puede
consultar en [6], en donde obtienen la siguiente férmula

()] = Y Mob(m, Lpw))r[T7(-)].
TeP(V)

En ocasiones, particularmente cuando los traficos son matrices aleatorias, es
més conveniente estudiar la distribucién con respecto a 70 que la distribucién
con respecto a 7.

Ahora, recordemos que, dentro de la Teoria de Probabilidad Libre, la
distribucién-* conjunta de una familia de variables aleatorias no conmuta-
tivas se define formalmente como un funcional lineal en el espacio C(x,x*),
donde x es una familia de indeterminadas. Es decir, el dominio de la dis-
tribucién-* conjunta es el espacio de polinomios-* no conmutativos en la
familia de indeterminadas x.

El hecho de pensar a la distribucién como una funcién lineal sobre el
algebra-* libre generada por un conjunto de indeterminadas permite com-
parar las distribuciones de variables aleatorias no conmutativas que viven
en distintos espacios de probabilidad-*. De la misma manera, dentro de
la Teoria de Tréaficos, en ocasiones es necesario recurrir a una nocién maéas
formal de distribucién. En este marco, dada una familia de indeterminadas
X = (xj)jes, pensaremos ahora a los momentos de grafica como objetos
con una estructura adicional de la forma T' = (V, E,~,¢), donde V' y E
son como antes, v : E — J y e : E — {1,*}. Escencialmente, ahora esta-
mos agregando a la estructura de los momentos de grafica una etiquetacion
de las aristas usando simbolos de la forma z; y z7. De la misma mane-
ra, podemos pensar a las operaciones de gréafica de manera formal como
g = (V, E, in, Vout,V,€), y mas en general a las operaciones de n-grafica
como t = (V,E,v,~,¢), donde v es el vector de vértices distinguidos.

El algebra C(x,x*) es el conjunto de combinaciones lineales formales de
monomios-* con indeterminadas en la familia x, los cuales son palabras de
la forma xjﬁg . :E;Ei; En el caso de traficos, los monomios de gréafica-*
seran las operaciones de grafica etiquetadas que se mencionan en el parrafo
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anterior y este espacio serd denotado por G(x, x*). Mas generalmente, deno-
taremos por G (x,x*) al espacio de operaciones de n-grafica en las indeter-
minadas x. El espacio de combinaciones lineales formales de elementos en
G (x,x*) con coeficientes complejos serd denotado por CG™ (x, x*), al cual
nombraremos espacio de polinomios de grafica-*. Ahora, dado que la dis-
tribucién en traficos no se define sobre las operaciones de grafica sino sobre
los monomios de grafica, para presentar el concepto formal de distribucién
en traficos consideraremos al espacio de combinaciones lineales formales de
momentos de graficas etiquetadas, denotado por CG(©) (x,x*).

Definicién 3.2.5 (Distribucién formal en traficos). Sea (A,T) un espacio
algebraico de trdficos y a C A una familia de trdficos indexada como a =
(ai)ieg. La distribucion en trdficos de a estd dada por la aplicacion lineal
o : CGO (x, 2*) — C, dada por

pa(T) = T[T (a)],

donde 7[T(a)] denota al resultado de evaluar 7 en T = (V,E) cuando en
cada arista e € E se sustituye la variable ai((?)

Esto le da un sustento formal a la nocién de convergencia en distribucién
de traficos.

Definicién 3.2.6 (Convergencia en distribucién de traficos). Sea (A,, 7,)02

una sucesion de espacios algebraicos de trificos, (A, T) un espacio de trdficos
y J una familia de indices. Para cada n, sea a, C A, una familia indexada
por J, al igual que a C A. Decimos que la sucesion (@), converge en

distribucion en trdficos a la familia a C A si
[T (an)] — 7[T(a)],

para todo T € g(0)<m, "), donde x es una familia de indeterminadas inde-
zada por J.

Es importante notar que la convergencia en distribuciéon de traficos con
respecto al funcional 7 es equivalente a la convergencia en distribucion de
traficos con respecto al funcional 7°. En los préximos capitulos utilizaremos
ampliamente este hecho.

3.2.2 Positividad para el funcional de trafico

La nocién de adjuncién también puede ser extendida a los espacios de traficos
algebraicos. Dada una operacion de n-gréafica ¢, denotaremos por t* a la
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operacion de m-grafica obtenida al cambiar de orientacién las aristas de
t. Dado cualquier conjunto A, denotaremos por G (A) al conjunto de
operaciones de n-grafica cuyas aristas estan etiqutadas con elementos en A4
y por CG(™ (A) alas combinaciones lineales formales de estas con coeficientes
complejos. Entonces, si en A hay una nociéon de adjuncién, es decir, una
involucién * : A — A, para t € G™(A), t* denotara a la operacién de n-
grafica obtenida al invertir la orientacién de las aristas de ¢ y a cada etiqueta
a € A cambiarla por a*, es claro que esto define una involucién

w1 GMA) — gAY,

la cual puede ser extendida por antilinearidad a CG™ (A).

Por ejemplo, si x es una familia de indeterminadas y A = (x,x*),
entonces para cada t = (V,E,v,v,¢e) € g (x,x*), tendremos que t* =
(V,E*,v,v,e%), donde e*(e) = 1 sie(e) = xy e*(e) = xsie(e) =1,y E*
son las aristas con la orientacién opuesta a las de E. En el caso en el que A
es una G-algebra tenemos la siguiente definicién.

Definicion 3.2.7. Si A es una G-dlgebra, con una involucion x : A — A,
compatible con la adjuncion en operaciones de n-grdfica y la evaluacion en
estas, entonces diremos que A es una G*-dlgebra.

Un morfismo entre G*-dlgebras es un morfismo de G-dlgebras que es com-
patible con *.

Al igual que en Probabilidad Libre, en la Teoria de Tréficos es posible
hablar de una nocién de positividad para el funcional. Para esto, dados
t,s € G denotaremos por t|s al momento de gréfica obtenido al identificar
el i-ésimo vértice distinguido de ¢ con el i-ésimo vértice distinguido de s, y
en la grafica resultante olvidar los vértices distinguidos.

Definicién 3.2.8. Diremos que (A, 7T) es un espacio de trdficos, si (A, )
es un espacio algebraico de trdficos, A es una G*-dlgebra y el funcional
de trdfico T es positivo, es decir, para cada entero positivo m, y para cada
t € GM(A), se cumple que

T[t|t*] > 0.

Un morfismo entre espacios de trdficos serd un G*-morfismo que también es
morfismo de espacio de trdficos algebraicos.

Tomando n = 2, la positividad de 7 en un espacio de traficos (A, 1),
implica que el funcional tracial inducido ® : A — C es positivo en el sentido
de espacios de probabilidad no conmutativos. Para ver esto basta tomar la
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2-operacion de grafica I definida anteriormente, entonces para toda variable
aleatoria a la condicién de positividad nos da que ®(aa*) = 7[I|I*(a)] > 0.
En otras palabras, si (A, 7) es un espacio de traficos, entonces (A, ®) es un
espacio de probabilidad-*.

Ejemplo 3.2.2. Conservando la notacion del Ejemplo 3.2.1, demostraremos
que (A, T) es un espacio de trdficos, para lo cual ya solo resta demostrar que
el funcional de trdfico es positivo. Para cada i € [N]™ denotemos por

T(t)i:=(T(1),&i1) ® - @ Ein))-

De la definicion de T(t), para cada © € [N]™ obtenemos la formula

T(t)i= Y [ Aclte) s(e).
k;lefr_;[zzy]eeE

Por otro lado, para calcular T[t|t*], notemos que cualquier funcion en los
vértices de t|t* puede ser descompuesta en una terna consistiendo de una
funcion en los vértices de t, otra en v, y otra en los vértices de t*. Uti-
lizando esta descomposicion, notemos que para i € [N]" fijo, el conjunto de
funciones en los vértices de t|t* cuya restriccion a v es 1, estd en biyeccion
con el conjunto de parejas formadas por una funcion sobre los vértices de t
y otra sobre los vértices de t*. De aqui que T(t|t*); = T(t);T(t*);. Ademds,
de la definicion de t* se sigue que T(t) = T(t*).

Finalmente notemos que T[t|t*] no es mds que el valor esperado de la
suma de los valores de la forma T (t[t*);, con i corriendo en [N]™. De donde

Tl = B | 3 10T

1E€[N]™

Lo cual claramente no es negativo.

3.3 Independencia y producto libre en traficos

La nocién de independencia en espacios de traficas es complicada y poco
intuitiva. Inicialmente, en [19], Male estudi6 el comportamiento asintdtico
de familias independientes de matrices aleatorias bajo la accién de espacios
de traficos y en base a ello definié la independencia libre en traficos. Pos-
teriormente, en [6], Cebron, Dahlqvist y Male, dieron una caracterizacién
alternativa de la independencia para traficos que les permitié estudiar la
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relacién de esta con las independencias que se tienen en Probabilidad no
Conmutativa. Los resultados obtenidos, en cierto sentido, justificaron que
la definicién orginal es la “correcta’”.

3.3.1 Producto libre de G-algebras

Dada una familia de G-dlgebras {A; };";1, recordemos que la multiplicacién
dentro de cada una estd determinada por la accién de G en esta, de la misma
manera en que la G-algebra *;c;A; que construiremos estard definida en
términos de la accién de G sobre ella. Por esta razén es que el espacio de
traficos obtenido como el producto libre de traficos sera més grande que el
producto libre usual.

Para motivar este concepto comencemos con su analogia en el caso libre.
Supongamos que {4, }jc es una familia de dlgebras no conmutativas. Como
en el primer capitulo, para cada j; # jo # - -+ # jn € J tomemos

le:---:jn = {a1a2 s an|ai S ./42}

Entonces el producto libre de las dlgebras no es méas que tomar las combi-
naciones lineales formales con coeficientes complejos de todos los conjuntos
con la forma anterior y con lo obtenido hacer una suma directa con C, este
dltimo factor representard a los muiltiplos escalares de la identidad en la
nueva dlgebra. Los conjuntos Wj;, . ;. son las palabras formadas por ele-
mentos tomadas de las dlgebras consideradas de manera que no hay dos
letras consecutivas en la palabra que correspondan a elementos de la misma
algebra. Una manera diferente de definir el producto libre seria la de con-
siderar todas las palabras posibles, sin tomar en cuenta la restriccién de que
letras consecutivas pertenezcan a algebras distintas, y posteriormente iden-
tificar aquellas que deben de corresponder a elementos iguales de acuerdo a
la multiplicacién dentro de cada A;.

De acuerdo a lo mencionado en el parrafo anterior procederemos a hacer
la construccién para G algebras. Para cada j € J, sea A; un conjunto. Dado
cualquier conjunto A, y cualquier entero positivo n, denotaremos por G (n) (A)
al conjunto de operaciones de n-grafica cuyas aristas estan etiquetadas por
los elementos de A y por CG™ (A) al conjunto de combinaciones lineales
formales de estas. Denotaremos por Hje ;A a la unién disjunta de los
conjuntos A;, es decir, si la intersecciéon de algunos de estos conjuntos es
no vacia, para cada elemento en dicha interseccién se pondra un elemento
en [| jed A; por cada conjunto que lo contenga. Notemos por ejemplo, que

GO(] jesAj) serd el andlogo en Teorfa de Traficos a los momentos mixtos
en Probabilidad Libre.
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Definicién 3.3.1 (Producto libre en tréficos). Sea {(Aj,7;)}32; una familia
de G-dlgebras. Denotamos por xjcjA; a la G-dlgebra dada por el cociente
de (CQ(2)<]_[j€J Aj) con respecto a las identificaciones

Zgy (1®--Qay) . Gt

Zy(-

:Zg(Zgl(.a_1>.®...®.a_’“>.)®.%_+1>.®...®.“_”>.)7

.®...®.a_">.)

para cualesquiera operaciones de grafica g y g1, y a1,...,ar elementos de
una misma G-dlgebra. Donde - % - denota a la operacion de grdfica I cuya
unica arista estd etiquetada con a. En la igualdad anterior, el lado derecho
denota a la operacion de grdfica obtenida al sustituir g1 en la primera arista
de g y posteriormente poner las etiquetas correspondientes.

A la inclusion a — - % - la denotaremos por Vit Aj = *jesAj para
cada j € J.

Podemos ver que la G-algebra definida es en efecto un producto libre en
el sentido de que satisface la correspondiente propiedad universal. Es decir,
toda familia de G-morfismos de los factores a una G-algebra se factoriza de
forma tnica a través del producto.

Proposicién 3.3.1. Sea B una G-dlgebra, y sea f; : A; — B una familia
de G-morfismos. Entonces existe un tunico G-morfismo *jecyfj : ¥jegA; — B
cumpliendo que f; = xjefj oV para toda j € J.

Demostracion. Definimos *j¢ s f; de la manera natural como

sjesfi(Zg (- @ @ ) = Zg(Fiy(ar)  © - @ fi(an)),

donde j(i) es el indice correspondiente al &dlgebra a la cual pertenece el
elemento a;. Lo Unico que queda por hacer es ver que esta funcion esta bien
definida, pues por construccién es ya un morfismo. Para ver que estd bien
definida basta verificar que sea compatible con la identificaciéon descrita en
la definicién anterior. Esto tltimo se sigue directamente de que cada f; es
un morfismo. La unicidad de *;c;f; se sigue de la propiedad universalidad
apenas probada. O

Notemos que si para cada j € J, tomamos a B como A;, la proposicién
anterior implica que la aplicacién V; es inyectiva, mostrandonos que esta
construccién nos da un espacio que contiene de manera disjunta a cada copia
de los factores, tal como sucede en Probabilidad Libre usual. Cuando se
define el producto libre de espacios algebraicos de traficos, surge la dificultad
extra de entender el producto libre de funcionales.
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3.3.2 Independencia en espacios de traficos.

Para hablar de independencia en espacios de traficos nos sera til asociar
una grafica no dirigida a cada momento de grafica de un producto libre. Sea
J un conjunto de indices y {A;};e; una familia de conjuntos. Tomemos
un momento de grafica T € g(0><]_[j€ ;A;j). Diremos que una arista de T’
estd coloreada del color j € J si estd etiquetada con un elemento de A;.
Entonces, dado un color j € J, al borrar todas las aristas de T con un
color distinto a j obtenemos una gréafica cuyas componentes conexas seran
las subgraficas monocromaéticas conexas maximales de T' con el color j, a
estas componentes las llamaremos componentes coloreadas. Si un vértice
pertenece a mas de una componente diremos que el vértice es un conector.

Definicién 3.3.2 (Gréfica de componentes coloreadas). SiT es como antes,
su grdfica de componentes coloreadas, denotada por G (T), es la grdfica no
dirigida cuyo conjunto de vértices es la union del conjunto de componentes
coloreadas con el conjunto de conectores de T. En G..(T), habrd una arista
entre una componente coloreada y un conector si dicho conector pertenece a
dicha componente.

Figura 7: En la izquierda se muestra un momento de grafica y en la derecha
su grafica de componentes coloreadas asociada.

El valor del funcional inyectivo en un momento de grafica mixto de-
penderd de la estructura de la grafica de componentes coloreadas de esta.
Aunque poco intuitivo, esto no es completamente sorprendente si recordamos
que en el capitulo anterior, establecimos el comportamiento asintético de
sumas asociadas a matrices en términos del arbol de componentes 2-conexas,
el cual es parecido a la gréfica de componentes coloreadas. A continuacién
presentamos las nociones de independencia en espacios de tréaficos y la de
producto libre de funcionales de trafico tal y como aparece en [6].

Definicién 3.3.3 (Independencia en traficos y producto libre de funcionales).
Para cada j € J, sea Aj un conjunto y 7; : CGO(A;) — C una aplicacidn
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lineal que manda al momento de grdfica sin ninguna arista al 1. El producto
libre de las aplicaciones lineales Tj, denotado por xjeTj : CGO(] Aj) = C,
es el funcional lineal cuya versidn inyectiva estd dada por la siguente formula
para todo T  momento de grifica

(*jEJTj)O[T] = XGe.c.(T)es un drbol H TO [5]7
S

donde el producto de la derecha corre sobre todas las S que son componentes
coloreadas de T.

e Sea (A, T) un espacio algebraico de traficos y J un conjunto de indices.
Para cada j € J, sea A; C A una G-subdlgebra. Diremos que las
subdlgebras (Aj)jcy son independientes en el sentido de trdficos, si la
restriccion de T al G-dlgebra generada por las A; coincide con %je ;.

e Sea A como arriba y {X;};jcs una familia de subconjuntos de A, dire-
mos que los conjuntos X; son independientes en el sentido de trdficos
si sus respectivas G-dlgebras generadas son independientes en el sen-
tido de trdficos.

o Si, (Aj,7j) es un espacio de trdficos, entonces (xjcjAj, *xjeyT;) también
lo es. Es decir, el producto libre de funcionales de trdfico preserva pos-
itividad.

En diferentes situaciones, la nociéon de independencia libre en traficos
codificara nociones distintas de independencia. En [6], se dieron condiciones
para las cuales la independencia en el sentido de tréaficos coincide con la
independencia libre.

Lema 3.3.1. Sea (A, 7) un espacio de traficos con funcional asociado ®.
Para cada a € A, sea

n(a) := 2(A(a")A(a))) — |@(a)* = ®(a" 0 a) — [@(a)|.

Si para cada a € A, n(a) = 0, entonces cualquier familia de G-subdlgebras
de A que sea independiente en el sentido de trdficos serd independiente en
el sentido libre.

De la misma manera, si en una subélgebra B de A, se cumple que n(a) =
0 para todo a € B, entonces la independencia libre de familias de algebras en
(B, ® Ig) es una consecuencia de la independencia en el sentido de traficos

en (A, 7).
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Por otro lado, en un espacio algebraico de tréficos (A, 1), la indepen-
dencia en traficos es equivalente a la independencia tensorial cuando los
traficos considerados son diagonales, es decir, cuando pertenecen al conjunto
Ap = {A(a)la € A}. Para ver esto comencemos por probar el siguiente
lema.

Lema 3.3.2. Sea T'= (V, E) un momento de grdfica, cuyas aristas tienen
asignados trdficos de una familia a. Sea a € a un trdfico diagonal. Si a estd
colocado en alguna arista e € E que no es un lazo, entonces

[T (a)] = 0.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre la cantidad de aristas
de T. Para la base de inducciéon supongamos que 1T’ = - — -. Como a es
diagonal, A(a) = a. Ademads, como a es diagonal, existe b tal que A(b) =
a, luego, por la asociatividad de la composicién tenemos que 7[- N | =

T7[A(b)] = 7[A(a)]. Usando esto y la descomposicién inyectiva tenemos
r[A@)] =7 % ] =7 5 ] + 7°[A(a)]. Luego, como A tiene un tnico
vértice, T[A(a)] = 7°[A(a)] y por lo tanto 70[ % ] = 0.

Ahora supongamos que la proposicion es cierta para todos los momentos
de grafica con n aristas y sea T'= (V, E') un momento de grafica con n + 1
aristas. Sean vy y v los extremos de la arista en la cual estd colocado a.
Usando la descomposicion inyectiva tenemos que

@) =@+ > PIT@ Y PIT@] (3.
vimsvesndoy pheait

Por hipétesis de induccion, para toda particién 7, con v1 <, vo y m # Oy,
tendremos 7°[T7(a)] = 0. Luego, si T'(a) es el momento de grafica que
resulta de identificar v; con vy y poner a en el lazo resultante, entonces por

la asociatividad de la composicién y dado que A(a) = a, tenemos 7[T'(a)] =
7[T'(a)]. Por otro lado

@)= Y (@),
TeP(V)
V1~ R U2
Sustituyendo lo obtenido en (3.1), llegamos a que 7°[T'(a)] = 0. Con lo cual
se concluye la demostracion. O
Ahora tomemos a = (a;);jcs una familia de traficos diagonales e inde-
pendientes en el sentido de traficos. Por lo demostrado en el lema anterior,
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si T' es un momento de grafica con una arista que no es un lazo tendremos
que 70[T'(a)] = 0.

Utilizando la descomposicién inyectiva, obtenemos que para todo mo-
mento de grafica T se cumple que 7[T'(a)] = 7°[T'(a)], donde T es la gréfica
obtenida al identificar todos los vértices de T. Ademads, como T tiene un
solo vértice, 7°[T'(a)] = 7[T'(a)]. Denotemos por Ay al momento de gréfica
con un vértice y k lazos. Por lo ya mencionado, es suficiente estudiar la
distribucién de los elementos diagonales en los Ag. Maés ain, si en Ag(a)
coloreamos cada arista de color j si a; o aj estan colocados en dichas arista,
entonces G (Ar(a)) es una estrella, en particular es un drbol. Dado que
estamos tomando las a; independientes, por la definicién de independencia
en traficos tenemos que para cualquier momento de grafica T con K aristas
se satisface que

T[T (a)] = r[Ak ()] = T°[Ax (a)] = [ ] T[Ak, (a5, a])].

jed

Entonces, dentro del algebra abeliana Ay, la independencia en traficos es
equivalente a la independencia tensorial. Maés atn, si (a;)je; = a C Ag
es una familia de traficos independientes en el sentido de tréaficos, y para
cada j podemos encontrar una variable aleatoria cldsica X;, con E[X ffé] =
Agti(ay, a;), donde en Ay y(a;, a;) aparece k veces a; y | veces aj. Entonces,
tomando las X; independientes en el sentido clasico, la familia X = (Xj);cs
es un modelo analitico distribuido conjuntamente como a. Esto motiva la
siguiente definicién.

Definicién 3.3.4 (Tréfico gaussiano autoadjunto). Dado (A, T) un espacio
de trdficos algebraico, diremos que d € A es un trdfico gaussiano cldsico
estdndar si d es diagonal, autoadjunto y cumple que

K
A (d)] = 4 F2F sim = 2k.
0 St M es 1mpar.

Es decir, los momentos de d coinciden con los momentos de una variable
aleatoria real gaussiana estdndar.



Capitulo 4

Distribucion de traficos para
algunas familias de matrices
aleatorias

En el capitulo anterior vimos que si A es una dlgebra de matrices aleatorias,
entonces es posible definir 7 y operaciones de n-gréficas de modo que (A, 1)
sea un espacio de traficos. A pesar de ser una teoria nueva, algunas aplica-
ciones importantes de la Teoria de Traficos al estudio de matrices aleatorias
ya han sido encontradas, ver por ejemplo [2].

En este capitulo daremos aplicaciones concretas para el caso en el que los
traficos son matrices aleatorias. Presentaremos algunos resultados obtenidos
por Male, que proveen demostraciones distintas para resultados clésicos,
como el Teorema de Wigner. También, en la Seccién 4.4, presentaré una
manera de utilizar la teoria de traficos para refutar una conjetura hecha
en [18]. En cuanto a este resultado, agradezco particularmente a Jorge
Fernandez Hidalgo por desarrollar el cédigo del programa que hizo posible
dar una respuesta final.

Por otro lado, mostraremos que esta teoria nos da un marco en donde
es posible discernir el comportamiento asintotico de modelos de matrices
aleatorias que son indiscernibles desde la Teoria de Probabilidad Libre.
Podemos observar este fenémeno atin en matrices muy simples, tomemos
el ejemplo dado en [19] por Male. Para cada entero positivo N, sea Jy la
matriz de N X N cuyas entradas son todas iguales a % Es claro que esta

matriz es idempotente, es decir, J]2V = Jy y por lo tanto J]'f, = Jy para todo

89
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k > 0 y entonces los momentos de Jy estdn dados por

1

tr(JE) = tr(Jy) = —.
(7) = tr(n) = 5
Entonces, todos los momentos de Jy convergen a cero cuando N tiende a
infinito, y por lo tanto Jy converge a la variable aleatoria no conmutativa

0. Por otro lado, si T'= (V, E) es un momento de grafica, entonces

DR =T =5 > [T In(k(t(e). k(s(e))

k V—>[N ]ecE

S N-IBl = NIVI-IE-L

k:V—[N]

(4.1)

Como T por definicién es conexa, tenemos que |V|—|E|—1 < 0, con igualdad
si y solo si T es un arbol. Por lo tanto

lim 7[T(Jy)] =

N—o0

{1 si T es un arbol.

0 en otro caso.

En particular, la distribucién de traficos limite de Jy no es idénticamente
0.

Observemos que los eigenvalores de Jy son 1y 0, el primero con multi-
plicidad uno y el segundo con multiplicidad N —1. Entonces, la distribucién
espectral empirica de Jy es %5@ + %51. En efecto

N — dist
N 50 + —51

0.

Sin embargo, el espectro no es suficiente para describir todas las propiedades
algebraicas de una matriz. La distribucién en traficos permite extraer aque-
llo que el espectro no detecta a nivel asintotico, en este caso las diferencias
algebraicas entre la matriz Oy (la matriz cero de dimensién N) y la matriz
JIN.

4.1 Preliminares
El anélisis de matrices aleatorias a través de la teoria de traficos es suma-

mente combinatorio. A continuacién introduciremos la notacién que serd
requerida en este capitulo.
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e Simbolo de Pochhammer o factorial descendiente: Dado un entero
positivo k, denotamos por (z); al polinomio x(x —1)--- (z — k + 1).
Y por (x)g al polinomio constante 1.

e Polinomios elementales simétricos: Sea n un entero positivo. Para 1 <
k < n entero no negativo, definimos al polinomio elemental simétrico
er(z1,...,oy), como el polinomio homogéneo de grado k en n variables
dado por la férmula

ek, apn) = > Tjy - Ty,

1< <jo<--<jr<n
Definimos ey(x1,...,2,) =1y ex(x1,...,z,) = 0 para k > n.

e Numeros de Stirling del sequndo tipo: Denotaremos por {Z} a la canti-
dad de particiones del conjunto [n] que tienen k bloques, esto nimero
es conocido como el nimero de Stirling del segundo tipo asociado a n
v k.

e Adyacencias de bloques: Sea G = (E,V) una grafica dirigida, con n
vértices, digamos V = {v1,...,v,}. Dada una particicién = € P(n)
y bloques Vi,V € 7, denotamos por Eg(Vy,Va) = {(i,j) € V1 x Vs :
(vi,vj) € E} y aeq(V1,Va) = |E(V1, V2)|. Notemos que Eg(Vi,V2) es
precisamente el conjunto de aristas que van del vértice correspondiente
al bloque V; al vértice correspondiente a V5 en G™.

e Grdficas dobles: Dada una grafica dirigida G = (V, E), diremos que
esta es una grafica doble si para cualesquiera dos vértices u,v € V
se cumple que e(u,v) + e(v,u) es par. Més ain, si para cualesquiera
u,v € V se cumple que e(u,v) = e(v,u) entonces diremos que G es
una grafica doble no dirigida.

e Momentos de una distribucion: Sea p una distribucién en R. Defini-
mos m,, (k) ;== E[X¥] donde X ~ p. Luego, si v es una distribucién en

C, definimos m,, (k,1) := E[Zk7l].

La familia de polinomios {(x);}?2, forma una base algebraica para el
espacio de polinomios. Esta base surge de manera natural en la Teoria
de Traficos y es conveniente para el estudio de los momentos de matrices
aleatorias. Sera entonces conveniente saber cambiar de la base usual {:Ek},;“;o
a la base {(2)r}72,-
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Lema 4.1.1. Para todo entero positivo k se cumple que

zk :Zk:{kf}(a;)j. (4.2)

=1

Demostracion. Este lema puede ser demostrado por métodos elemen-
tales, aqui presentaremos una desmostracion directa utilizando Teoria de
Traficos.

Como la anterior es una igualdad entre polinomios, nos bastard de-
mostrar que se cumple para todos los enteros positivos. Sea N un entero
positivo y Jy como antes, entonces

T=rl =7l = Y lOrN)] Y S i)

weP (k) Jj= 07r|67‘3(1?)
=]
k
(V); o
- Z Z Nk+j1 Z Nk+1
=0 n‘e7|3(lf) i=1
m=j

Corolario 4.1.1 (Primera férmula de cambio de base). Si z Lajxd =
> i=1bj(x); para todo real x, entonces bj = ) ]{ ay.

Demostracién. De la férmula (4.2), para todo j tenemos que 2/ =
1 {i}(:n)k Sustituyendo lo anterior en cada sumando de Z?:l a;x’
y utilizando la hipétesis obtenemos

jzi:lbj Z“ﬂ] Z <§]: {‘;}(w)k> aj = En: En:a]{‘;} (2).

k=1 k=1 \ j=k

Comparando las expresiones de los extremos y dado que los simbolos de
Pochhammer son una base para los polinomios en x, tenemos que los re-
spectivos coeficientes de los (x); tienen que ser iguales para todo k =
1,...,n. U

La férmula anterior permite hacer un cambio de base de la base usual
de polinomios a la base de simbolos de Pochhamer. Ahora haremos el pro-
cedimiento inverso.
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Lema 4.1.2. Para todo k se cumple que

k
Z kjekjl ,k‘—l)ﬂjj.

7j=1
Demostracion. Las raices del polinomio (x); son 0, 1...,k — 1. De
las relaciones de Vieta se sigue que el coeficiente de x7 al expander (x )j
es (—1)FJe,_;(0,1,...,k — 1). Es trivial ver que ex—;(0,1,...,k — 1) =
Ek_j(l,...,k?—l). O

Corolario 4.1.2 (Segunda férmula de cambio de base). Si Z;LZI ajzl =
Z?:l bj(x)j, para todo x real, entonces

a; = Z(—l)k_jek_j(l, coiyk —1)by.

k=j

Demostracion. Utilizando el Lema 4.1.2 tenemos que

n n J
> bia);=> (Z(—l)j_kej_k(l, - 1)xk> b;

j=1 j=1 \k=1
n n )
=> D1 Fe k(@i — )by | 2"
k=1 \j=k

Combinando lo anterior con el hecho de que Z?:l ajrd = 2?21 bi(z); y
comparando coeficiente por coeficiente se concluye la demostracion. O

A diferencia de como sucede con los métodos analiticos, dentro de la
Teoria de Traficos la mayoria de las veces es necesario pedir como condicién
que los momentos de las entradas de las matrices aleatorias por estudiar
cumplan ciertas condiciones. En particular, es facil manejar matrices cuyas
entradas tienen una distribucién con la siguiente propiedad.

Definicién 4.1.1 (Distribuciones balanceadas). Sea p una distribucion en
R y v una distribucion en C. Diremos que u y v son distribuciones balan-
ceadas si

my(k) =0 para todo k impar , my(k,1) =0 para todo k#1. (4.3)
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Notemos que si i es una medida simétrica en R, entonces es una medida
balanceada. Maés atn, si X,Y ~ p son variables aleatorias independientes
reales, entonces Z = 3t tiene una distribucién balanceada.

V2

Ejemplo 4.1.1 (Distribucién gaussiana). Sea v la dsitribucion gaussiana
real estdndar. Es claro que esta es simétrica y por lo tanto balanceada. Mas
aun, sus momentos pares estan dados por

(2Kk)!

Si Z = X+;Y, con X, Y ~ v independientes, entonces los momentos no
nulos de Z estdn dados por

MV@V (k, k) = k'

2

N

Entonces, los ensambles GOE y GUE satisfacen la condicion que necesita-
mos para hacer nuestro andlisis utilizando la Teoria de Trdficos.

Ejemplo 4.1.2 (Distribucién uniforme en el circulo). Sea v la distribucion
uniforme en el circulo unitario T. Entonces v es una distribucion balanceada
cuyos momentos no nulos estdn dados por

my(k, k) = 1.

4.2 Matrices de Wigner

Con los métodos desarrollados hasta el momento podremos estudiar las ma-
trices de Wigner con entradas balanceadas. Esto engloba el caso para el
cual las entradas son simétricas. Si consideramos matrices de Wigner con
distribucién p en las entradas de la diagonal y distribucion % o i en las
entradas fuera de la diagonal, una caracterizacién utilizada por Male con
frecuencia es que p es simétrica si y solo si la respectiva matriz de Wigner
Wy es invariante en distribucién con respecto a la conjugaciéon por matrices
de permutacion. Es decir, para toda matriz deterministica de permutacién
Uy, se cumple que
Wy ZULSWNUn.

4.2.1 Formulas para los momentos de matrices de Wigner

Tanto en la Teoria de Traficos como los resultados precursores a esta fueron
concebidos para hacer un analisis asintético de las matrices aleatorias. Sin
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embargo, es también 1til en el estudio de matrices “pequenas”. Antes de
presentar el estudio asintético hecho por Male desarrollaremos un poco de
la teoria de traficos para matrices finitas.

Lema 4.2.1. Sea Wy una matriz de Wigner con entradas balanceadas y
T = (V, E) un momento de grifica. Entonces T°[T(Wx)] =0 si

e (Caso complejo: T no es una grdfica doble no dirigida.
e Caso real: T no es una grdfica doble.

Demostracion. Sea Wy = \/—%A N ¥ sea p la distribucion de las entradas
de la diagonald de Ay y v la dsitribucién de las entradas fuera de la diagonal
de esta matriz. Sea k : V' — [N] una funcién inyectiva. El producto asociado
a k que aparecera como sumando en 7[T(Wy)] es

E | ] Wa(k(t(e)), k(s(e)) | - (4.4)

ecE

Sean u,v € V dos vértices conectados por una arista no necesariamente
distintos. Como k es inyectiva, las tinicas aristas que tengan en sus extremos
los valores k(u) y k(v) serdn aquellas en F(u,v) U E(v,u). Dado que en las
matrices de Wigner las tnicas entradas correlacionadas son las simetricas
respecto a la diagonal, todas las entradas de la matriz que aparezcan en el
producto (4.4) y que estén asociadas a aristas fuera de E(u, v)UE (v, u), serdn
independientes de las entradas tomadas de las aristas en E(u,v) U E(v,u).
Entonces

E | ] Wa(k(t(e)). k(s(e)))

ecE

=E 11 Wi (k(t(e)), k(s(e))) | E 11 Wi (k(t(e)), k(s(e)))
e€E(u,v)UE(v,u) e€E\(E(u,0)UE(v,u))
(4.5)
Por lo tanto, para que el producto asociado a k no se anule se debera de
cumplir que

E 11 Wi (k(t(e)), k(s(e))) | # 0. (4.6)

e€E(u,v)UE(v,u)
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e Caso complejo: Si v es una dsitrbucién en C y u # v, entonces el valor
de la expresién (4.6) es

N (e (u,v), e (v, u));

y en el caso en el que u = v es

N_@m“(eT(u, u)).

e Caso real: Si v estd soportada en los reales y u # v, el valor en (4.6)
es 5
N_TmV(ET(uv U) + BT(U, ’LL))7
si u = v entonces este valor es

_ 1B

2 my(er(u, u)).

Entonces, dado que las distribuciones de las entradas son balanceadas, en
el caso complejo, para que el producto no se anule necesitaremos ep(u,v) =
er(v,u) para todo u # v y ep(u,u) par. En el caso real, necesitaremos que
er(u,v) + ep(v,u) y ep(u,u) sean pares para todo u # v.

Como lo anterior es vélido para u y v adyacentes arbitrarios y no de-
pendio de la eleccion de k, podemos concluir que si 7" no es una grafica doble
(respectivamente grafica doble no dirigida ) en el caso real (respectivamente
complejo) entonces 7V[T(Wy)] serd cero. O

El lema anterior restringe nuestro estudio de la traza inyectiva sobre
los momentos de grafica de una matriz de Wigner a los momentos que son
graficas dobles.

También, de lo desarrollado en la demostracién anterior obtenemos que
en el caso real, para cualquier momento de grafica T', con k vértices,

O [T(Wy)] =

O T tmleruw) +er@ )t [ moler@u). @7

NG my(er(u,v) +er(v,u my (e (u,u)). )
i (waeE

En el caso complejo se tiene

T[T (W) =
1Bl H (m“(eT(u7v)7eT(’U7u)))2 H mu(eT(U,U)). ( . )
N> u,veV (uu)EE

uFv
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Esto puede ser utilizado para calcular el funcional de trafico utilizando
la descomposicion inyectiva. Es decir, si T es un momento de grafica con
k vértices, para calcular 7[T'(Wy)] tendremos que saber 7°[T™(Wy)] para
todo m € P(k). Definamos en el caso real

frmpmv) = [ (mler(vi,Va) +er(Ve, 1)))2 [] mu(er(Vi, V1)),

Vi,Voem Vien
Vi#Va

y en el caso complejo

frimpv) = T muler(Vi,Va),er(Va, Vi))2 [ muler(vi, ).
V‘l/i‘;g‘Zﬂ Vien

Déandonos

T[T(WN)] = Z O[T (W) = NI Z fr(m, ) (N )iz

TeP(k) TeP(k)

Utilizando el hecho de que tr(W¥) = 7[Cx(Wy)], lo anterior nos permite
dar una férmula explicita para los momentos de una matriz de Wigner, la
cual resulta ser un polinomio en N.

Teorema 4.2.1 (Férmula de momentos). Si Wy es una matriz de Wigner,
cuyas entradas tienen una distribucion balanceada, entonces

E[tT(WN) N Z fC’k T, W, V ( )\ﬂ| (49)

Para algunos ensambles, la funcién fc, se puede expresar de una ma-
nera relativamente simple, permitiendo describir de forma explicita los co-
eficientes del polinomio en (4.9), en la base de simbolos de Pochhammer.
Tipicamente esto se reduce a un problema combinatorio.

Definicién 4.2.1. Sea k un entero positivo. Diremos que m € P(k) es una
particion doble si Cf es una grdfica doble. Diremos que 7 es una particion
doble no dirigida si C es doble y no dirigida.

Ejemplo 4.2.1 (Matrices de Wigner unimodulares). Sea Wy = \/—INAN la
matriz de Wigner en donde las entradas fuera de la diagonal son variables
aleatorias complejas con distribucion uniforme en el circulo unitario T y las
entradas de la diagonal son variables aleatorias discretas uniformes en el
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conjunto {—1,1}. Entonces, fc,(m,p,v) serd igual a 1 6 0. El Lema 4.2.1
nos dice que dicha funcion serd igual a 1 si y solo si m es una particion doble
no dirigida, por lo tanto

k
(AR = < S0 Flk )N
j=1

Donde F(k,j) denota la cantidad de particiones dobles no dirigidas de [k]
con j bloques.

Notemos que por definicién, F(k, j) se anula cuando k es impar o j es
mayor a % + 1. Algunos de los valores de F(k,j) se pueden calcular sin
mucha dificultad.

Dada una grifica doble G = (V| E), definiremos la gréfica no dirigida
G = (V,E) como sigue. Si u,v € V son vértices adyacentes en G, los
conectaremos en G con 2(ec(u,v) + eg(v,u)) aristas no dirigidas. De la
definicién es claro que |E| = B Si G es un arbol, diremos que G es un
4rbol doble. Si ademds G era una grafica doble no dirigida y G es un arbol,
diremos que G es drbol doble no dirigido.

Lema 4.2.2. Sea m € P(2k) una particion doble. Si CJ, es un drbol doble,
entonces es un darbol doble no dirigido.

Demostracion. Procedamos por induccién. Supogamos que la afirmacion
es cierta para los cocientes de Co;_o y tomemos un 7w € P(2k) que cumpla
que CF, es un drbol doble. Sea V' € m un bloque que pensado como vértice
de CF; es una hoja. Notemos que solo entra una arista a V' y que solo sale
una arista de V, por lo tanto V' = {v}. Entonces, si borramos a V' y a las
aristas que llegan a él en CF,, podemos pensar al resto de la grafica como
un cociente de Coi_o, que por hipdtesis de induccién es un drbol doble no
dirigido. U

Notemos que si 7 es una particién tal que CJ; es un arbol doble, entonces
7 tiene k + 1 bloques. Por otro lado, si m es una particién doble con k 4+ 1
bloques, entonces Og es una grafica conexa con k aristas y k + 1 vértices,
por lo tanto es un drbol, asi que C7; es un arbol doble. De aqui que calcular
F(2k,k+1) es equivalente a contar la cantidad de arboles dobles que pueden
ser obtenidos como cocientes de Cyy.

Lema 4.2.3. Para todo entero positivo k se cumple que
F(2k,k+1) = Cy.

Donde C), = %H(zlf) es el k-ésimo numero de Cataldn.
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Demostracion. Definiremos una biyeccién entre las particiones cuyo co-
ciente asociado es un arbol doble y los caminos de Dyck de longitud 2k,
es decir, cada arbol serd codificado como una secuencia {e1,...,e2;}, con
e; € {—1,1} para todo i =1,...2k y donde se cumple que Y 7_, & > 0 para
todaj=1,...,2ky Z?il ej = 1. Sea m € P(2k) una particién que cumple
las condiciones. Numeremos los vértices de Cog, con los nimeros del 1 al 2k,
en sentido horario y conservemos dichas etiquetas en el cociente CJ, como
se muestra en la figura. Recorreremos los vértices de (', caminando por las
aristas y empezando en el vértice etiquetado. En el paso j, pasaremos del
vértice con la etiqueta j al vértice con la etiqueta j + 1, si este ultimo no ha
sido visitado anteriormente en el recorrido definiremos €; := 1, en cambio, si
este ya ha sido visitado con anterioridad definiremos €; := —1. Este proceso
se continuard hasta pasar del vértice con la etiqueta 2k al vértice con la
etiqueta 1. En la siguiente figura se presenta un arbol doble de 5 vértice
obtenido como cociente de C1g con su camino de Dyck asociado.

1 2,4,10 5,79 8

3 6

Figura 8: En la figura se muestra un arbol doble obtenido como cociente de
(o con su camino de Dyck asociado.

Como se estd recorriendo un arbol doble no dirigido, cada vértice sera
visitado exactamente dos veces en el recorrido. Entonces, es claro que las
sumas parciales de esta sucesién nunca seran negativas, pues cada -1 en la
sucesion esta asociado a un 1 que aparecié antes, es decir, si en el recorrido
se llega a un vértice antes visitado, el -1 correspondiente se cancelara con el
1 que se escribi6 al visitar dicho vértice por primera vez. Mas aun, la suma
de todos los términos de la sucesion sera cero, pues por cada 1 habra un -1.
De aqui que la sucesién asociada sea un camino de Dyck.

Por otro lado, dado un camino de Dyck de longitud 2k se puede re-
construir el arbol doble asociado. Con lo cual podemos concluir que esta
asociacion es una biyeccion.

Finalmente, es un hecho conocido que la cantidad de caminos de Dyck
de longitud 2k es Cj [29], concluyendo la prueba. O
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4.2.2 Distribucién limite de las matrices de Wigner

En [19], Male describié de forma explicita la distribucién inyectiva en tréficos
de las matrices de Wigner con entradas balanceadas.

Teorema 4.2.2. Sea Wy una matriz de Wigner con entradas balanceadas
y sea T = (V, E) un momento de grdfica, entonces

lim [T (Wy)] =

N—oo

1 SiT es un drbol doble,
0 en otro caso.

Demostracion. Sea p la distribucién de las entradas en la diagonal y v la
distribucién de las entradas fuera de la diagonal. Del Lema 4.2.1, sabemos
que el funcional inyectivo se anula cuando 7' no es una gréfica doble en el caso
real, y cuando T no es una grafica doble no dirigida en el caso complejo. Por
lo tanto, bastara estudiar el limite para el caso de graficas dobles o graficas
dobles no dirigidas, dependiendo si es el caso real o el complejo.

De las ecuaciones (4.7) y (4.8), sabemos que en cualquier caso, se tiene
que

W) = T i, 1),
NT'H

Como T es conexa, 1" es conexa y por lo tanto |E|+1 < |V| con igualdad
si y solo si 7' es un arbol. Por otro lado |—§| = |E|, por lo que |—§| +1< |V
con igualdad si y solo si T es un rbol.

De la ecuacién anterior, im0 7O[T'(Wy)] = 0 si |—§|+1 < |V]y cuando
|—§| +1 =|V| el limite es f(m, u,v). Como CJ; es un arbol doble, f(m,u,v)
serd el producto de momentos mixtos de la forma m,(1,1) y m,(2) en el
caso complejo, y m,(2) y m,(2) en el caso real. Por definiciéon de matriz
de Wigner, estos valores son 1, asi que para las particiones cuyo cociente
asociado es un arbol doble no dirigido tendremos f(m, u,v) = 1. Con esto
se concluye la prueba.

]

Para estudiar los momentos limites de matrices de Wigner balanceadas
notemos que

. ky _ 1: o . Of
Jim tr(Wy) = lim 7[Cx(Wy)] = ;k) Jim 7O[CT (W),

Entonces, por el Teorema 4.2.2, el k-ésimo elemento de la distribucion es-
pectral limite serd igual a la cantidad de particiones m € P(k) que cumplen
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que CF es un arbol doble. Primero notemos que esto implica que los mo-
mentos limite impares son cero. Luego, para calcular los momentos limite
pares contemos la cantidad de particiones que inducen en Cy un cociente
que es un arbol doble no dirigido. Ya se demostré anteriormente que esta
cantidad es F(2k,k + 1) la cual a su vez es (. Esto nos da una prueba
del teorema de Wigner utilizando el método de los momentos. Mas aun,
ahora podemos dar una definicién de lo que es un trafico semicircular en un
espacio de traficos.

Definicién 4.2.2 (Tréfico semicircular). Sea (A, T) un espacio de trdificos.
Diremos que s € A es un elemento semicircular si para todo momento de
grafica T se cumple que

0 1 stT es un drbol doble,
T[T (s)] =
0 en otro caso.

4.3 Matrices de aleatorias de permutacién

Sea Uy una matriz de permutacion deterministica arbitraria con permutacion
asociada o € Sy. Dado que Uy tiene entradas reales, para estudiar su dis-
tribucién en traficos no seré necesario considerar el caso en el que también
se sustituye en un momento de gréfica la matriz Uy, ya que si una de es-
tas aparece en una arista, es suficiente cambiar la orientacién de la arista y
pensar que esta tiene asociada a Uy.

Sea T' = (V,E) un momento de gréfica. Si en T hay un vértice con
al menos dos arista saliendo de él y yendo a vértices distintos, para toda
funcién inyectiva k : V' — [N] se tendréd que

[T Un(k(t(e)), k(s(e)) = 0.

eeE

Ya que la inyectividad de k implica que en el producto anterior hay dos
entradas que fueron tomadas de la misma columna y como en una matriz
de permutacion solo hay una entrada no cero por columna, el producto se
anulara. Por lo tanto, si 1" es como antes, tendremos que

[T(Uy)] = 0.

De la misma manera, si un vértice en 1T tiene dos aristas entrantes que
provienen de vértices distintos, el funcional inyectivo sobre T se anulara en
cualquier matriz de permutacion.
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Entonces bastard enfocar nuestro anélisis a los momentos de gréfica en
donde todas las aristas que salen de un vértice van hacia el mismo vértice, de
la misma manera que todas las aristas que entran a él vienen de un mismo
vértice. Mas aun, notemos que si 7' cumple lo anterior, dado que todas
las entradas no nulas de Uy valen uno, la cantidad de aristas que van de
un vértice a otro no afecta al valor de 7[T(Uy)]. Por lo tanto, podemos
suponer que 7' es un camino dirigido o un ciclo dirigido.

e Supongamos que 1" es un camino dirigido con vértices vy,...,vp, ¥
aristas (vi,v2), (v2,v3), ..., (Um—1,Vm). Sea k : V — [N] inyectiva.
Para que

TT Unh(t(e)), k(s(e))) #0,
ecl
es necesario que o(k(vj41)) = k(vj) para todo j =1,...,m — 1. En-

tonces, el valor de k£ en v, determina el resto de los valores. Mas
aun, para que esto sea posible, es necesario que k(v,,) pertenezca a
un ciclo de tamano mayor o igual a m. Si este es el caso, el valor del
producto asociado a k sera 1. De aquf es claro que 7°[T(Uy)] serd
igual al nimero de elementos en [N] que pertenezcan a un ciclo de
tamano mayor o igual a m. Entonces, si ¢q,...,¢ son los ciclos de o,
tenemos

e De manera andloga, si T es un ciclo dirigido con vértices v1,..., v
y aristas (v1,v2), (v2,v3), ..., (Vm—1,Vm), (Um,v1). La condicién adi-
cional que se requiere para que el producto asociado a una funcién
inyectiva k : V' — [N] no se anule es o(k(v1)) = k(vs,), por lo tanto,
en este caso

PN = % S te) =m- e fer) = m.

L(ci)=m

Ahora analicemos el caso aleatorio. Sea o € Sy una permutacién aleato-
ria uniforme, Uy su matriz asociada y m < N un entero fijo. Para cada
j € [N] y l entero positivo, sea x(j,!) la indicadora de que j pertenezca a un
ciclo de tamano mayor o igual a [ y 1(j,1) la indicadora de que j pertenezca
a un ciclo de tamafno exactamente [. Entonces

%E [E;V:;[ X (7, m)] si T es un camino dirigido,

d (4.10)
%E[ijl ¥(j,m)]  siT es un ciclo dirigido.

TT(Un)] = {
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Por lo demostrado en el Lema 1.3.1, sim < N, E[¢(j,m)] = % para todo
j € [N]. Por lo tanto, cuando 7" es un ciclo dirigido tenemos 7°[T'(Uy)] = .

Luego, como x(j,m) = 37_,, v(j,r), tenemos que E[x(j,m)] = Y=+
para todo j € [N]. Entonces, si T es un camino dirigido de tamano m,
tendremos T°[T(Uy)] = W De esto podemos concluir el siguiente

teorema establecido por Male en [19].

Teorema 4.3.1. Sea {Un}¥_; una sucesion de matrices de permutacion.
Sea T un momento de grdfica. Entonces

lim 7O[T(Uy)] =

N—o0

(4.11)

1 siT es un camino dirigido,
0 en otro caso.

De esta descripcién de la distribucion limite se concluye de manera di-
recta que las matrices de permutaciéon convergen en distribucién a un ele-
mento unitario de Haar.

4.4 Matrices unimodulares

Definicién 4.4.1 (Ensamble unimodular). Definimos el ensamble unimo-
dular An como la matriz aleatoria de N X N cuyas entradas son variables
aleatorias i.i.d. distribuidas uniformemente en el circulo unitario T.

En [18], Lakshminarayan, Puchala y Zyczkowski, definieron la matriz
aleatoria 1
PN ‘= mANA}kv,
e hicieron explicita la relacién entre los momentos de la distribucion espectral
promedio de esta y el estudio de fenémenos en la teoria cuantica de la

informacién. En ese trabajo conjeturaron la siguiente férmula, que en esta
tesis sera refutada.

Conjetura 4.4.1. Sean N,k enteros positivos, entonces

k1

1 i .

E[tr(p})] = NI S (DI iy p N
=2

Donde fy, j = %4-1(2:;2) (k;’j), son los elementos del tridngulo de Borel.

En esta seccion, daré una idea de cémo atacar el problema de describir
los momentos de py utilizando las herramientas de la teoria de tréficos. En
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particular, llegaremos a una férmula explicita para E[tr(pk;)] en términos de
N y k, con la cual demostraremos que la conjetura anterior es falsa.

Primero, describiremos la distribucion en traficos de pn bajo el funcional
inyectivo y para esto comenzaremos describiendo la distribucién de Ay.

Sea v la medida de probabilidad uniforme en la circunferencia unitaria.
Recordemos que v es balanceada y m,(k,k) = 1 para todo entero positivo
k.

Ahora, dado un momento de grafica T'= (V, E') con m aristas, para cal-
cular 7O[T(A3, ..., A5")] con g; € {1,}, colorearemos de rojo las aristas de
T que tengan asociada la matriz Ay y de azul aquellas que tengan asociada
la matriz A%,. Dados dos vértices u, v, denotaremos por elT(u, v) la cantidad
de aristas rojas que van de v a v y por e%(u,v) a la cantidad de aristas
azules que van de u a v. Observemos que para toda funcién k : V. — [N]
inyectiva, el término del funcional inyectivo asociado a esta serd

1 1
1T mu(er(u,v), (v, ) 2m, (€3 (u, v), ep (v, u) 2.
u,velE

Dado que v es una distribuciéon balanceada, para que el funcional inyectivo
evaluado en T no sea cero se debe de cumplir, para todo u,v € V, que
er(u,v) = ex(v,u) y ei(u,v) = eh(v,u). A las gréficas que cumplan lo
anterior las llamaremos graficas bicolores dobles. Maéds auin, si T es una
grafica bicolor doble, dado que el producto anterior vale uno cuando no es
nulo, tendremos que T0[T(A%, ..., A7) = % (N)m.

Ahora, para calcular los momentos de py notemos que

Eltr(px)] = l0k(on)] = g [Con (A, AR

donde 7[Co;(An, A})] es una abreviacion de 7[Cor(An, AN, - .., AN, ANl
Entonces, coloreemos las aristas de Co de rojo y azul alternadamente, es
decir, si los vértices de Cy, estdn numerados con los numeros del 1 al 2k
en orden ciclico, y en la arista (vi,v9) se encuentra la matriz Ay, entonces
todas las aristas que vayan de un vértice impar a uno par serdn azules,
mientras que las que van de un vértice par a una impar seran rojas.

Diremos que una particiéon = € P(2k) es una particiéon bicolor doble si
C7,. es una grafica bicolor doble. De lo mencionado anteriormente tenemos
que

* T * 1
T[Cor(An, AN = Y 7[C5 (AN, AY)] = N D " X es bicolor doble(N) -
rEP(2k) ©EP(2k)
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Sea G(2k,j) la cantidad de particiones bicolores dobles de [2k] con j
bloques. Notemos que una particién bicolor doble de [2k] tiene a lo més
k + 1 bloques, por lo que G(2k,j) = 0si j > k+ 1. De la férmula anterior
obtenemos

k+1

E[tr(pk)] = Nl% [Cor(An, AN)] = N2%~c+1 ZQ 2k, §)(N);. (4.12)

Si la conjetura fuera cierta tendriamos la 1gualdad

k41 ‘ okl
S VI g p N =Y G2k, ) (V)
j=2 J=1

Utilizando la férmula de cambio de base obtenida en el Corolario 4.1.1,
podemos reformular la conjetura.

Conjetura 4.4.2. Para todo k,j enteros positivos se cumple la siguiente
igualdad.

k1
G(2k,7) :Z( 1)k H_l{j}fk Lk—rt1- (4.13)

r=j

Los valores de G(2k, 7) y de Zfi}(—l)k_’”rl {;}fk_17k_r+1, fueron calcu-

lados de forma explicita usando una computadora '. Dado que la conjetura
fue hecha utilizando los primeros cuatro valores de k, no fue ninguna sor-
presa ver que la igualdad (4.13) resultara cierta para todo k < 4 y cualquier
j. Por otro lado, fue sorprendente ver que la ecuacién es también cierta
para k = 5 y para todo j, pero no es cierta en general para k > 5, lo cual
demuestra que la conjetura es falsa. Sin embargo, resulta ser correcta para
algunos valores de j. Para ver esto es necesario saber un poco mas sobre los
elementos del tridangulo de Borel.

En [10], definen a los nimeros del tridngulo de Borel en términos de los
ntmeros del tridngulo de Cataldn. Explicitamente, si C , = (k+r) (k+r)

r r—1/2
entonces
k

frr = Z (;) Ch.i-

i=0
Alternativamente, para todo real t se cumple que

chr t+1 kar

! Agradezco a Jorge Ferndndez Hidalgo por haber desarollado el programa que hiciera
esto posible.
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Tomando t = —1 en la ecuacién anterior y cambiando k por k—1 obtenemos
que
k—1 k+1
1=Crr0=> (=) foc1ir = > (D" " froyporia.
r=0 r=1

La suma de la derecha en la ecuacién anterior es la suma que se obtiene
cuando se sustituye j = 1 en el lado derecho de la ecuacién (4.13). Por otro
lado, es claro que G(2k,1) = 1. Por lo tanto, la ecuacién (4.13) es cierta
para todo k cuando j = 1.

Para demostrar la validez de la ecuacion en el caso j = k 4 1, primero
probemos el siguiente lema.

Lema 4.4.1. Siw € P(2k) es una particion doble con k+1 bloques, entonces
es una particion bicolor doble.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre k. Supongamos que el
enunciado es cierto para k. Sea m € P(2k 4 2) una particién doble con k + 2
bloques, en la Seccién 1 de este capitulo demostramos que esto implica que
C3.4o €s un drbol doble. Sean vy, ..., vog 12 los vértices de Cap 12 numerados
en orden ciclico. Supongamos que v; es una hoja del arbol doble CF; .
Borrando v; y las dos aristas que lo tienen como extremo, podemos pensar
al resto de la gréfica como un cociente de Cy, aplicando la hipétesis de
induccién, esta parte de la gréafica serd un arbol doble bicolor, y dado que
en O3, en vj, la arista que salfa era de un color distinto a la arista que
entraba, entonces C'J;._ , es un arbol bicolor. El caso base k = 1 es trivial. [

De lo anterior F(2k,k + 1) = G(2k,k + 1), donde F(2k,j) es el nimero
de particione dobles no dirigidas de [2k] con j bloques. En el Lema 4.2.3 se
demostr6 que F(2k,k + 1) = Cy, por lo tanto G(2k,k + 1) = Cy.

Por otro lado, sustituyendo j = k+1 en (4.13) el lado derecho se convierte
en {]Zii}fk_l,o = (. Por lo que la conjetura también es cierta para el caso
j=k+1

Se hicieron varios intentos para obtener una férmula cerrada para los
valores de G(2k, j). Sin embargo, solo fue posible demostrar que G(2k,2) =
(2kk) — 1 2. En mi opinién, las particiones bicolores dobles carecen de la
estructura necesaria para que exista una férmula “satisfactoria” para los
valores de G(2k, j), cuando k es grande y 2 < j < k.

2 Agradezco a Daniel Perales Anaya por dar una demostracién de este hecho.
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Finalmente, una aplicacion directa de la identidad obtenida en el Coro-
lario 4.1.2, a la férmula (4.12), nos da una férmula explicita para los coefi-
cientes de la funcién racional que describe a E[tr(pk;)].

Teorema 4.4.1. Sean N y k enteros positivos, entonces

k+1
Eltr(ph)] = N7} a;N,
j=1
donde
k+1 _
aj = Z(_1)T—Jer_j(1, o k)G (2K, 7). (4.14)
r=j

4.5 Matrices unitarias de Haar

Para obtener la distribucién asintética en traficos de las matrices unitarias
de Haar se requieren herramientas maés sofisticadas.

En el caso de las matrices de Wigner con entradas balanceadas, se uti-
liz6 de manera implicita que para cualquier momento de gréfica T'= (V, E),
todos los sumandos de 7°[T] valen lo mismo, sin importar qué funcién in-
yectiva k : V' — [N] se tome. En el caso de matrices unitarias de Haar, y en
general en matrices aleatorias que no pueden ser expresadas como ensam-
bles de variables aleatorias, este tipo de propiedades no son evidentes y por
lo tanto es conveniente desarrollar herramientas con las cuales se puedan
tratar.

Definicién 4.5.1 (Densidad inyectiva). Sea T' = (V, E) un momento de
grifica, y sea An = (Ae)r una familia de matrices aleatorias de N x N
asignadas a las aristas de T'. Sea ky una funcion aleatoria independiente
de Ay, que va de V a [N] y es tomada con distribucion unforme sobre el
conjunto de funciones inyectivas de V a [N]. Entonces definimos

O[T (AN)] == E | [T Ac(rn(t(e)), rn (s(e)))
ecll

De la definicién es claro que la densidad inyectiva no es més que un
multiplo del funcional inyectivo. De hecho

r(Ax)) = (A
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Una de las razones por las que Male introdujo este concepto es porque
ayuda a simplificar algunas pruebas, ya que al utilizarlo, implicitamente se
usa el método probabilistico, como se muestra a continuacion.

Lema 4.5.1. Sean Ay y T como antes. Si cada matriz de Ay es invariante
bajo conjugacion por una matriz de permutacion, entonces para cada funcion
inyectiva k : V — [N] se tiene que

0°[T(AN) =E

11 Ae(k(t(e))Jﬁ(S(e)))] :

eceE

Demostracion. Sea Aj € An. Como A; es invariante bajo conjugacién
por permutacion, la distribucién conjunta de sus entradas también lo es y
por lo tanto la distribucién marginal de estas. Entonces, para toda funcién
inyectiva k : V' — [N] y cualquier permutacién o € Sy tenemos que

E

[T Ac(k(t(e)), k(S(e)))] =E

eeE

[ Aclo o k(t(e)), 00 k:(s(e)))] .

ecE

Entonces, la igualdad anterior se cumple con probabilidad 1 para cuando o
es la realizacion de una permutacion aleatoria uniforme o . Por lo tanto

E

[T Ac(k(t(e)), k(S(e)))] =E

eceE

[T Aclon o k(t(e)),on o k‘(S(e)))] :

ecE

Por otro lado, oy o k se distribuye de la misma manera que k, de donde se
sigue el resultado. O

El soporte de la distribucién limite en traficos de las matrices unitarias
de Haar es una familia de graficas a las que llamaremos cactus.

Definicion 4.5.2. Una grdfica dirigida es un cactus si es conexa y es union
de ciclos dirigidos, de forma que no hay dos ciclos con una arista en comun
ni compartinendo mds de un vértice.

Ahora estamos listos para presentar la demostraciéon de Male del siguien-
te teorema.

Teorema 4.5.1. Sea {Un}3_; una sucesion de matrices unitarias de Haar
y sea T un momento de grdfica. Pintemos de rojo las aristas de T en donde
se sustituirdn matrices de la forma Uyn y de azul las aristas en donde se
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sustiruirdn matrices de la forma Uy,. Entonces

Hle(—l)%_lc%_l st T es un cactus con ciclos
70 [T(Un,Ux)] = pares coloreados alternadamente,
0 en otro caso,
(4.15)
donde Cy, denota el k-ésimo niumeros de Cataldn, L la cantidad de ciclos de
T y kq,...,kr sus respectivas longitudes.

Demostracion. Sea r y r’ la cantidad de aristas rojas y azules respec-
tivamente. Sea k : V' — [N] una funcién inyectiva y denotemos las aristas
rojas como (ji,1) ..., (jr,ir) y las azules como (i1, 1),..., (i, j.), donde
cada ip, jn, 1, j., es el valor de k en el respectivo vértice. Luego, dado que
las matrices unitarias de Haar son invariantes bajo conjugacién por matrices
de permutacién, por el Lema 4.5.1 tenemos que

SN[T(UN)] = ElUn (i1, 1) - Un(in, ) UN (51, 81) - Un (o 3]

Por otra parte, por el Teorema 1.3.4, el producto anterior vale cero si
r # 1’ y si hay la misma cantidad de aristas rojas que aristas azules vale

-1
D St SO ) O Walo 0 TN,

o,7ES}

Sea T un momento de grafica para el cual la suma anterior no sea trivial
y sean o y 7 permutaciones de S, que cumplan que el producto de las
respectivas deltas de Kronecker no sea cero. Relacionaremos la estructura
deoyTconladeT.

Como lak : V' — [N] que tomamos al inicio es inyectiva, si dos indices son
iguales, su respectivo vértice sera el mismo. Entonces, podemos pensar a las
deltas de Kronecker como una regla para pegar las aristas (ji,41), ... (Jr, ir)
con las aristas (), j),..., (i, j.). De la condicién dada por las deltas, ten-
emos qUe ig(n) = iy, ¥ Jr(n) = Jn Para todo n.

Pensemos a ¢ como una funcién que va de las aristas azules a las aristas
rojas con la siguiente regla (i),.7,) — (ja(n),i(g(n))) y de la misma manera
pensemos a 7 como una funcién de las aristas azules a las rojas con la regla
(insdn) = (Jr(n)ir(n))- Intuitivamente, o recorre las aristas hacia “atrds”
y 7 las recorre hacia adelante. Ahora, tomemos una permutacion m € S|
cuya accién sobre E esta dada por

m(e) == {U(e) si e es azul,

7=e) sie es roja.
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De la definicién podemos ver que la accién de 72 restringida a las aristas
azules es igual a la accién de o o 7!, Entonces, la cantidad de ciclos de 7
es igual a la cantidad de ciclos de o o 77! y la longitud de los ciclos de 7
es igual al doble de la longitud de los respectivos ciclos de o o 77!, Esta
observacién es sumamente 1til pues recordemos que el Lema 1.3.2 nos da la
siguiente aproximacion de la funciéon de Waingarten

Wg(oor ', N) = (o or )N+ (1 4 O(N 7)),

donde ¢(o o 771) = Hle(—l)ki_lei_l, y los k; son las respectivas longi-

tudes de los ciclos de cor~t. Como #(m) = #(co71) y las longitudes de los
ciclos de 7 estédn relacionadas con las longitudes de los ciclos de co7~!, ahora
podemos cambiar el problema a estudiar la relacion entre la estructura de w
y la de T'. Esta ultima es clara, por ejemplo, dado que m € S|g| y su accién
sobre E consiste en mandar cada arista en su adyacente anterior, los ciclos
de 7 corresponden a ciclos dirigidos en 1. Més aun, estos ciclos dirigidos de
T deben de alternar colores, pues la accion de w siempre envia una arista
roja a una azul y vice versa. Dado que los ciclos de 7 no tienen elementos en
comtn, podemos concluir que 7' es una unién de ciclos dirigidos con colores
alternados que no tienen aristas en comun. En otras palabras, T es casi un
cactus. Sin embargo, para ver que el hecho de que T es un momento de
grafica en donde la distribucién asintética de Uy no se anula, implica que
los ciclos de T a lo mas comparten un vértice, es algo que ya no se puede
obtener para cada N y entonces serd necesario hacer un andlis asintético con
la aproximacion de la funcién de Waingarten mencionada anteriormente.

Construyamos una grafica no dirigida, G = (V, ), donde V serd la unién
de V con los ciclos de 7. Luego, por cada arista en T, digamos e = (u,v),
pondremos una arista no dirigidaa en G, entre un ciclo en 7 y v, si e pertenece
a dicho ciclo. Como T es conexa, G es conexa.

Por definicién V = |V| + #(7) vy || = |E].

Ahora recordemos que

P2y Ui) = S0 Uy, U] = 0T (U U

Sustituyendo la férmula que tenemos para 6° en la ecuacién anterior, aso-
ciando una 7 como antes a cada pareja de permutaciones o y 7 que cumplen
la condicién y utilizando la aproximacién de la funcién de Waingarten obten-
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€emos

PIT(UN, U = 3NV N 25y (0 0 771 (1 4+ O(N72)

W — V|-l€]-1 1 . (4.16)
ZN V(oo H(1+O(NT2)).

Luego, como G es conexa tenemos |V| — || — 1 < 0, con igualdad si y
solo si G es un drbol. Entonces, si G no es un arbol, 7°[T(Uy,U%)] — 0.
Para determinar el valor al que converge en el caso en el que G es un arbol,
notemos que al tomar o y 7 permutaciones arbitrarias cuyo término asociado
no era cero, y tomando el 7 asociado a estas, demostramos que los ciclos de
7 coincidian en nimero y en tamano con los de T' y por otro lado, coincidian
en nimero con los de o o 77! y tenfan el doble de longitud que los de esta
permutacién. Entonces, el valor de (o o 77!) es constante en la suma
anterior e igual a HZ-Lzl C’%_l, donde Ki,...,K; son las longitudes de los

ciclos de T'.

Por ltimo, demostraremos que el hecho de que G es un arbol es equiv-
alente al hecho de que T es un cactus.

Primero veamos que si 7' no es un cactus entonces G no es un arbol.
Tomemos dos ciclos en T, digamos c¢; y ¢z, que se intersectan en dos vértices
distintos v y v. Recordemos que los ciclos en T estdn en correspondencia
con ciclos en 7, entonces podemos pensar a c¢; y ¢o como vértices de G. Por
construccién, tanto ¢; como ¢y estan conectados con u y v, por lo tanto los
vértices u, c1,v, co forman un ciclo y por lo tanto G no es un arbol.

Ahora resta demostrar que si G no es un arbol, entonces 1" no es un
Cactus. Para esto tomemos un ciclo de GG, cuyos vértices en sentido ciclico
seran denotados por vi,cy,...,v;, ¢, donde v; € V y ¢; son ciclos de T.
Definiendo [ + 1 = 1, vemos que el hecho de que cada v; esté conectado con
¢;i—1 ¥ ¢; implica que hay un camino dirigido en 7" de v;_1 a v;. Concatenando
estos caminos obtenemos un ciclo que pasa por los vértices vy, ..., v; y utiliza
las aristas de los ciclos cq,...,¢. En particular, este ciclo tiene una arista
en comun con cualquiera de los ciclos ¢;, por lo tanto 1" no es un cactus. [

Notemos que la distribucion asintética en traficos nos permite discernir
las distribucién limite de matrices aleatorias de permutacién de la dis-
tribucién limite de las matrices unitarias de Haar, algo que no se puede
hacer desde la Probabilidad Libre usual. El resultado anterior motiva la
siguiente definicion.

Definicién 4.5.3 (Trafico unitario de Haar.). Sea (A,T) un espacio de
traficos. Diremos que u € A es un trdfico unitario de Haar, si u es unitario



112 CAPITULO 4. DISTRIBUCION DE TRAFICOS

y tiene la distribucion limite de las matrices unitarias de Haar.



Capitulo 5

Teoremas asintoticos en la
Teoria de Traficos

La primer parte de este capitulo se enfoca en probar el teorema de asintoti-
cidad libre en tréaficos para matrices aleatorias independientes en el sentido
clédsico que son invariantes en ley bajo conjugacion por matrices de per-
mutacion.

La segunda parte presenta dos ejemplos en los que la Teoria de Tréaficos
unifica las nociones de independencia clédsica e independencia libre.

5.1 Asintoticidad libre en traficos de matrices aleato-
rias

En la segunda seccién del capitulo anterior estudiamos la distribucion limite
en traficos de matrices de Wigner con entradas balanceadas.

Primero, a modo de ejemplo, consideremos el problema de estudiar
la distribucién conjunta asintdtica en tréficos de familias de matrices de
Wigner independientes. Sea J un conjunto de indices y consideremos la fa-
milia de sucesiones independientes de matrices de Wigner complejas Wy =
(W](\?))je 7, donde para cada j € J y N entero positivo supondremos que
\/—INA%) = WJ(\? ) cumple que las entradas de A%) son balanceadas y de va-
rianza uno. Denotemos Ay = (A%))jGJ.

Tomemos x = (z;)jcs una familia de indeterminadas. Recordemos del
Capitulo 3, que todo T € G (x,x*), es de la forma T = (V, E,~,¢), con
v:E —x,e:FE— {l,%}y que 7[T(Wy)] denota el resultado de evaluar
el funcional 7 sobre T', cuando en cada arista e de T se sustituye la matriz

113
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(W](\}Y(e)))a(e). Si e es una arista de T', diremos que e es de color j si y(e) = j.
También recordemos que cuando borremos todas las aristas en T' que no sean
de un cierto color j € J, la grafica quedard dividida en componentes conexas
monocromaticas maximales, las cuales son llamadas componentes coloreadas
y en base a estas se construye la grafica de componentes coloreadas, denotada
por G (T), e introducida en la Definicién 3.3.2.

Calcular 7°[T(Wy)] es escencialmente igual a lo hecho en el capitulo

anterior. De hecho, dado que las matrices W](\?) son independientes, con
un razonamiento analogo al presentado en el Lema 4.2.1, obtenemos que
para que el funcional inyectivo no se anule, las componentes coloreadas de T'
deben de ser gréficas dobles no dirigidas. Diremos que una grafica coloreada
G es una grafica doble coloreada, si para cualesquiera dos de sus vértices,
digamos u y v, la cantidad de aristas de un color dado que conectan a u con
v es igual a la cantidad de aristas del mismo color que conectan v con u. Si
G es una grafica doble coloreada, denotaremos por Gala grafica coloreada
obtenida al identificar parejas de aristas que conectan mismos vértices y que
son del mismo color, las aristas obtenidas de esta manera serdn coloreadas
con el color de las respectivas aristas identificadas.

Luego, el andlisis asintético de TO[‘T‘(WN)] también resulta ser total-
E
2

~1791AN], y nuevamente t‘er‘lemos
E
Bl_q

°[AN] = (N)y6°[T(An)]. Entonces, necesitamos T tal que NWVI=%5 =1 no
tenga limite cero, y esto solo sucede cuando 1" es un arbol doble no dirigido,
en donde aristas que unen la misma pareja de vértices tienen el mismo color,
a esta estructura la llamaremos arbol doble no dirigido coloreado.

Entonces, habiendo caracterizado la distribuciéon conjunta en traficos de
Wy, para demostrar que las matrices en Wy son asintéticamente indepen-
dientes en el sentido de traficos, resta demostrar que

mente andlogo, pues TO[T(Wy)] = N

]\}1—H>100 7—0 [T(WN)] = XGCAC(T) es un arbol I;I(Z\}E)noo 7_0 [S(WN)])v (51)
en donde el producto anterior corre sobre todas las S, componentes colore-
adas de T. Para esto, veamos que todo ciclo en G, . (T) induce un ciclo
en T', entonces, XGe.o(T) es un drbol = 0 implica que T' tiene un ciclo y por lo
mencionado anteriormente el lado izquierdo de (5.1) también serd cero. Por
otro lado, si el lado derecho de la ecuacién (5.1) no es cero, entonces G (T)
es un arbol y limpy_soo 7°[S(W n)]) # 0 para toda componente coloreada S.
Como se vio en el capitulo anterior, esto solo sucede cuando S es un arbol
doble no dirigido, en cuyo caso limy_,0o 7°[S(Wx)] = 1. Ademds, si cada
S es un arbol doble no dirigido y G, (T') es un arbol, entonces 7' es un
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arbol doble no dirigido coloreado, por lo que imy_0o 7[T(Wy)] = 1, en
cuyo caso la igualadad (5.1) también se satisface. Con esto y lo elaborado
en el capitulo anterior queda demostrado el siguiente resultado.

Proposiciéon 5.1.1. Sea Wy = (W](\'/v]))jej una familia de sucesiones de
matrices de Wigner independientes con entradas balanceadas de varianza
uno. Entonces cada Wy converje en distribucion a una familia de trdficos
semicirculares independientes en el sentido de trdficos.

Es posible demostrar un teorema mucho mas general sobre la indepen-
dencia asintética en traficos.

Teorema 5.1.1 (Independencia asintética en traficos para matrices aleato-

rias). Sean Ag\l,), ey A%) sucesiones de familias independientes de matrices

aleatorias. Paral =1,...L, denotemos Ag\lf) = (Aé—)jeJl y consideremos la

familia de indeterminadas x; = (xgl)). Supongamos lo siguiente:

o Cada familia es invariante en ley bajo conjugacion por matrices de
permutacion.

o Cada familia converge en distribucion de trdficos.

o Cada familia AIN satisface la propiedad de factorizacion: Para cua-
lesquiera, g1, . .. gk € CGP) (xy, x)), se cumple que

K K
. l . l
lim E 1_Iltr<zgi<A§J>>] = lim_ __IE[tngi(AEJ))]. (5.2)
Bajo las tres hipdtesis anteriores las familias AS\I,), e Ag\?) son asintética-

mente independientes en el sentido de trdficos.

Cabe resaltar que las matrices unitarias de Haar, las matrices aleato-
rias de permutacion, y una familia grande de matrices de Wigner cumplen
las tres hipdtesis del teorema anterior. Ya mencionamos en el capitulo an-
terior que en el caso en el que las entradas de una matriz de Wigner son
simétricas, entonces esta sera invariante bajo conjugaciéon por una matriz
de permutaciéon. Es un resultado clasico que tanto las matrices aleatorias
de permutacién como las matrices unitarias de Haar son invariantes bajo
conjugacién por matrices unitarias, lo cual es aiin més fuerte que la primera
hipdtesis. En el capitulo anterior, demostramos que estos tres modelos de
matrices satisfacen la convergencia en distribucién de traficos. En [19], se
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demuestera que estos tres modelos también satisfacen la propiedad de fac-
torizacion.

Las dos primeras hipétesis del teorema anterior aparecen con frecuen-
cia como hipdtesis en varios resultados clésicos si se cambia la convergencia
en distribucién de traficos por la convergencia en distribucion usual, y la
invarianza bajo conjugacién por matrices de permutacion por invarianza
bajo conjugacién por una matriz unitaria. Sin embargo, la tercera hipdtesis
puede resultar extrana a primera vista, incluso para un lector familiarizado
con la Teoria de Matrices Aleatorias. Esta hip6tesis garantiza la convergen-
cia de productos que aparecen de manera natural al calcular los momentos
de gréaficas mixtos de familias de matrices aleatorias. Notemos que el lado
derecho de la ecuacién (5.2), puede ser rescrito como

K
im [T +lg:((AD))],

N—o0 -
=1

donde g; es el momento de gréafica obtenido al identificar la entrada y la salida
de g;. Ahora veremos que esta propiedad de factorizacién es equivalente a
otra propiedad de factorizacion similar para el funcional inyectivo.

Lema 5.1.1. Sea Ay una sucesion de familias de matrices aleatorias que
converge en distribucion de trdaficos. Entonces Ay satisface la propiedad de
factorizacion del Teorema 5.1.1 si y solo si, para cualesquiera momentos de

grafica Ty, ..., Tk, con K > 2, se cumple que
Ko K ‘
E 21;[1 NTT[Tk(AN)] — il;[l]\}gnooT[Ti(AN)],
lo cual implica que para cualesquiera momentos de grdfica Ty, ...,Tk, con

K > 2, se cumple que

K

K
E E%TTO[TZ-(AN)]] T tim O[Ty Ay).

- N—oo
i=1

Demostracion. La primera parte del lema se sigue de la definicién de
7[T'(+)]. Ahora supongamos que

K K
E [H NTT[TI@(AN)]] — || Jim 7[T;(AN)],

’ L L N—oo
=1 =1

y probemos la propiedad andloga para la traza inyectiva. De la misma
manera en que podfamos escribir a 70 en términos de 7 utilizando la forma
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de inversion de Mobius, también tenemos para todo¢ =1, ..., K la siguiente
igualdad
rITi(AN)] = > Mob(r, 1y, )Tr[T] (An)]. (5.3)
TeP(V;)

Sustituyendo lo anterior en E [Hfil %TT[E(AN)]] y desarrollando la ex-

presién obtenemos que

K
E H%TrO[T,-(AN)]] = ) (HMob T, 1v;) )

WZGP(VZ)
i=1,...,.K

Kol
HN r[T7( AN)]].

Utilizando la suposicién, tenemos

K K K
— 7,0 - i
E Tr [CQ(AN)]] = Y (HMob(m,lvz)> 11 lim 777 (A)]
i=1 meP(V;) \i=1 i=1
i=1,...,.K
K K
— H Jim Mob(ry, 1) 717" (A)] H Jim > Mob(r, 1y;)7[T7 (A )]
meP(V;) 1=1 i=1 TeV;
i=1,...,.K

A continuacién presentamos la demostracion del Teorema 5.1.1 dada por
Male en [19].

5.1.1 Demostracién del teorema de independencia asintética
en traficos

Probaremos el Teorema 5.1.1 por induccién sobre L. Es claro que el caso
L = 2 basta como caso base y también como paso inductivo. Entonces, en lo
que sigue A1 y A, seran dos familias de matrices aleatorias de N x N inde-
pendientes, invariantes en ley bajo conjugacion por matrices de permutacion
y que cumplen la propiedad de factorizacién.
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Para lo siguiente necesitaremos tratar objetos formados por uniones
disjuntas de momentos de grafica. A estos los llamaremos momentos dis-
conexos. Dado un momento disconexo 1" = (V, E) cuyas aristas estan eti-
quetadas por matrices aleatorias en A, denotaremos

TrOTA) = > ] Aclk(t(e)), k(s(e))).
k {:s:‘i/rge[é\t[i}va eet

Definiremos Tr[T'(A)] de la misma manera, pero sin la restriccién de que
las funciones k sobre las que corre la suma sean inyectivas. Entonces, como
antes, 7[T'(A)] = LE[Tr[T(A)] y T°[T(A)] = +E[Tr[T(A)]].

Lema 5.1.2. Sea T = (V,E) un momento disconexo cuyas aristas estdn
etiquetadas con elementos en Ay y As. Parai = 1,2, sea T; = (V;, E;) el
momento disconexo que resulta de considerar solo las aristas de T que estdn
etiquetadas con un elemento en A;. Entonces tenemos que

(V)|

T O M) (N
NI )l =N

TN [T1 (AR [To(A2)].

Demostracion. Sea 0°[-] la densidad inyectiva definida en el capitulo
anterior. Sea B = A;UA,, entonces B es una familia de matrices aleatorias
invariantes en ley bajo conjugacién por una matriz de permutacién. Dado
que 70 es un miiltiplo de 6° comencemos por estudiar §°[T'(B)]. Sea k: V —

[N] cualquier funcién inyectiva, por el Lema 4.5.1 tenemos que

OITBN =E | [T Aclk(t(e),k(s(e)) x [ Ac(k(t(e)), k(s(e)))

eckn ecE>

Utilizando el hecho de que A; y As son independientes, el producto anterior
se puede factorizar, ademds, dado que k [vy;: Vi — [N], y k [v,: Vo — [N]
son funciones inyectvias, utilizando nuevamente el Lema 4.5.1, obtenemos
que

O[T (B)] = 8°[T1 (A1)]0°[T(As))

El resultado se sigue de las ecuaciones 7°[T(B)] = %50 [T(B)],
N N
T (A)] = SRULIT (A)] y lTa(A2)) = THELOM(AL O

El teorema anterior nos permite factorizar la distribucién conjunta in-
yectiva en traficos de Aj y As.
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Recordemos que en el Lema 2.3.1 probamos que, si 7' es un momento
disconexo con componentes 717, ... T}, entonces

n
Tr(T(A)] = [[Tr(T(A)).
i=1
En el caso de Tr° lo anterior no es cierto, sin embargo se puede obtener,
en valor esperado y asintéticamente, un resultado parecido.

Lema 5.1.3. Sea T = (V,E) un momento disconexo, con componentes
conexas Ty = Vi, E1),...,Tn(Va, Ep). Sea Ay una familia de matrices
aleatorias que cumple la propiedad de factorizacion. Supongamos que las
matrices de Ay se colocan en las aristas de T', entonces

of3)

Demostracion. Al igual que en la prueba del Lema 5.1.1, analicemos

E [%TTO[T(AN)]} ~E

[ 57 Ax)
1=1

TrO[T(An)] = Y Mob(m,1y)Tr[T™(Ay)]. (5.4)
TeP(V)

Veremos cudles de los términos de la derecha en la ecuacién anterior se
anulan asintéticamente cuando se divide por % Seam € P(V) ysea C la
cantidad de componentes conexas de T™, por lo mencionado anteriormente,
Tr[T™(A)] si se factoriza como el producto de Tr sobre cada una de las
componentes conexas de T™. Luego, como A tiene la propiedad de la fac-
torizacion, el producto de evaluar %Tr sobre cada una de las componentes
conexas de T™, converge, en particular Tr[ﬁT”(A)] estd acotado. De aqui
que, si Cr < n, Tr[T™(An)] = o(N™), es decir, los tnicos términos repre-
sentativos a nivel asintético son aquellos en donde T™ tiene n componentes
conexas. Como T tiene n componentes conexas, la Unica manera de que lo
anterior suceda es que 7 solo identifique vértices en las mismas componentes.
Cada 7 de esta forma puede ser pensado como unién de n particiones, en
donde cada una es una particién del respectivo conjunto V;. A la restriccién
de m a V; la denotaremos por 7; y escribiremos m = 7 U - - - Um,. Entonces,
utilizando nuevamente que T'r se factoriza como el producto de T'r en las
componentes conexas, tenemos que

E |:—TT0[T(AN)]:| =E| > Mob(m U-- Umy, Iv)Tr[T™ (Ay)] | +O <%>

WiEP(Vi)
i=1,....,n
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Recordemos que la funcién Mob es multiplicativa. Sea A el conjunto de
particiones que refinan a la particién {V3,...,V,}. Como

A=P(V1) x - xP(Vy),

tenemos que Mob(m U -+ U m,, 1y) = Mob(my, 1y; ) - - - Mob(my,, 1y, ). En-
tonces, utilizando nuevamente la ecuacién (5.4), la suma dentro de la espe-
ranza del lado derecho de la ecuacién anterior se puede factorizar como el
producto de términos de la forma

Y. TrlTT(AN)] = Tr[T7 (AN)].
m€P(V;)

De donde se sigue el resultado. O
Ahora tenemos la maquinaria suficiente para hacer un anélisis asintdtico
de los momentos de grafica mixtos de Ay y As. Sea T un momento de
grafica con elementos de A; y Ag en sus aristas. Sean 17 = (V1,E1) y
Ty = (Va, E3) como en el Lema 5.1.2, y sean K7 y K3 la respectiva cantidad
de componentes conexas. Para i = 1,2, sean T 1,--- ,T; g, las componentes
conexas de T; Combinando los dos lemas anteriores obtenemos que

0 (v Ny
)= (- )

(5.5)
<(NK1 L VK. <HE H L7007, 1 (A)] +O(1)>>.

Sea n := Kj + Ko + |V| — |V1] — |Va| — 1, entonces la expresién anterior es
precisamente de orden N"7(1 + O(%)) Por el Lema 5.1.1, la propiedad de
factorizacién para 7 también implica la propiedad de factorizacién para 79,

entonces tenemos que para todo 1,

K;

K.
. T 1 0 _ . 0 ] .
]\;gnooE Lli[l NTT [TW(A,)]] = ]\}l_rflooT (T30 (A)],

sustituyendo esto en la ecuacién (5.5), obtenemos que

2 K
0
Jim 7T (A, Ag)] = ( lim N7) (HH 1E)noo7' T; i A)])

Por lo que para concluir la demostracién nos bastara ver que limy_,oo N7 =
XGle.o(T) es un drbol- L0 cual es equivalente a ver que n < 0 cuando Ge(T)
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no es un arbol y n = 0 cuando si es un arbol. Sea G..(T) = (V,€), de-
mostraremos que n = |[V| — |€| — 1, con lo cual se concluird la demostracion.

Primero, sea C' la cantidad de conectores en T', es decir, la cantidad de
vértices que pertencen a mas de una componente coloreada. Por defincién
de G..(T), tenemos que |V| = K1+ K3+ C. Ahora, la férmula de inclusién
exclusién nos da C' = |Vi| + |Va| — |V, sustituyendo esto tltimo en 7 y
utilizando que |V| = K; + K3 + C obtenemos que

N=K +Ky—C—1=[V|-2C—1.

Por lo que es suficiente probar que || = 2C. Sin embargo, esto ultimo
es claro pues cada arista en G, (7) une una componente conexa con un
conector, es decir, cada arista tiene asignada un conector, por otro lado, cada
conector pertence exactamente a dos componentes conexas y por lo tanto
cada conector tiene grado dos. Y con esto, se concluye la demostracién. [

5.2 Unificacién de teoremas limites libres y clasicos

En el primer capitulo se presentaron las versiones libres y clésicas de la ley
de los grandes nuimeros y el teorema del limite central. Como ya vimos, en
el teorema del limite central, las distribuciones limite difieren en cada caso,
pues esta depende del tipo de independencia con que se esté trabajando.

En esta seccién daremos los andlogos a ambos teoremas dentro de la
Teoria de Traficos. En el caso del teorema del limite central, este teorema
serd una interpolacién entre el teorema del limite central libre y el teorema
del limite central clasico. En el caso de la ley de los grandes nimeros, la
distribucion limite también serd una interpolacién, esta vez entre una delta
de dirac y una distribucién de la que es imposible hablar desde el marco de
probabilidad no conmutativa usual.

5.2.1 Ley de los grandes ntimeros para espacios de traficos

Dado un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢), en el primer capitulo
demostramos que si (a,)5%; es una sucesién de variables aleatorias no con-
mutativas, autoadjuntas, independientes e identicamente distribuidas y y,, :=
arttan - entonces limp oo ¢(y') = p™, donde p = ¢(a;). Demostramos
que esto sucede tanto en el caso en el que las variables son independientes en
el sentido cldsico como en el caso en el que las variables son independientes
en el sentido libre. La distribucién analitica asociada a dicha familia de mo-

mentos es J,, mientras que una variable aleatoria no conmutativa con dichos
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momentos es 1l 4. En el caso clasico, los multiplos de la identidad se pueden
caracterizar por la propiedad de ser variables aleatorias deterministicas. Sin
embargo, al considerar un espacio de probabilidad no conmutativo es nece-
sario dar otra caracterizacion a los elementos de C1 4. Resulta ser, que tanto
en el caso libre como en el caso clasico, los mitiplos de la identidad son los
unicos elementos del algebra que son independientes de si mismos.

Sea (A, T) un espacio de tréaficos. Caracterizaremos todos los tréficos
que son independientes de si mismos en el sentido de traficos. De ahora
en adelante, cada que hablemos de independencia nos estaremos refiriendo
a la independencia en el sentido de trdficos. De la misma manera que
cuando hablemos de distribucién nos estaremos refiriendo a la distribucion
en traficos, a menos que de manera explicita se indique lo contrario.

Sea a € A independiente de si mismo. Sea T un momento de gréafica
cuyas aristas estan etiquetas con a o a*. Dado que, para traficos indepen-
dientes, su distribucién conjunta queda determinada por las distribuciones
marginales, entonces, si en T' cambiamos cualquier a® por (a')¢, donde a’ es
un trafico independiente de a e identicamente distribuido, obtendremos que
la evaluacion del funcional inyectivo en el nuevo T' permanecerd invariante.
De esta manera, si T tiene K aristas, tomemos K traficos independientes
e identicamente distribuidos a a, digamos a1, ..., ax, entonces tenemos que
0T (a,a*)] = T[T (af', ..., a3X)]. Donde 7[T'(a,a*)] denota a la evaluacién
en T del funcional con el etiquetamiento original de 1" con a y a*, mientras
que 7[T(a$", ..., a3r)] denota a la evaluacién en T' del funcional cuando en la
i-ésima arista de T se sustituye a5’, con ¢; € {1, *} escogido dependiendo de
si en la arista ¢ hay un a o un a*. Notemos que si en T hay un ciclo de longi-
tud mayor a uno, entonces en G (T(aj', ..., a3)) también habrd un ciclo,
y por la definicién de independencia tendremos que 7°[T'(af', ..., a%)] =0
y por lo tanto 7°[T'(a,a*)] = 0. Asi, una condicién necesaria para que un
trafico sea independiente de si mismo, es que el funcional inyectivo se anule
en todos sus momentos de grafica que tengan algin ciclo de longitud mayor
a uno.

Recordemos de la definicién de espacio algebraico de traficos dada en el
Capitulo 3, que el 0 denota a la operacién con un tnico vértice y ninguna
arista, por convencién Zy : C — A, y definimos a la unidad de A como
14 = Zp(1). Por lo mencionado en la Observacién 3.1.1, evaluar 7 en un
momento de grafica que tiene en una de sus aristas a 14, es equivalente a
evaluar a 7 cuando se colapsa dicha arista, es decir, cuando se borra la arista
y se identifican sus extremos. Ademas, la condiciéon de que el funcional
de traza inducido por 7 es unitario, se puede traducir como 7[Zp] = 1.
Entonces, para todo momento grafica T' tenemos que 7[T'(14)] = 1. Luego,
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si T es un momento de grafica con un tnico vértice tenemos que 7°[T'(14)] =
T[T (14)] = 1.
Luego, como 14 es un trafico diagonal, el funcional inyectivo se anula en
todo momento de grafica con 1 4 sustituido en una arista que no sea un lazo.
De esta manera, si T' es un momento de gréafica con méas de un vértice y K

aristas, entonces 7°[T'(a1, ..., ax)] = 0 para cualesquiera traficos ai,...,arx
distribuidos como 1 4, y en el caso en el que T tenga exactamente un vértice
se tendra 70[T'(ay,...,ax)] = 1. Se sigue por definicién que 14 es indepen-

diente de si mismo.

Recordemos del Capitulo 4, que si Jy es la matriz de N x N con % en
todas sus entradas, entonces la distribucién limite de esta sucesiéon es un
trafico que se anula en todos los momentos de grafica que tienen ciclos, asi
que este limite es un candidato natural para otro trafico independiente de si
mismo. De hecho, gracias al Teorema 5.1.1 podemos probar algo ain maés
fuerte. Dado que Jy es deterministica y tiene todas sus entradas iguales, es
invariante en ley bajo conjugacién por una matriz de permutacion. También
ya demostramos que Jy converge en distribucién. Por udltimo, Jy satis-
face trivialmente la propiedad de factorizacién. Como las variables aleato-
rias deterministicas son independientes en el sentido clasico de cualquier
otra variable aleatoria, Jy serd independiente de cualquier matriz aleatoria.
Por lo tanto, si Ay es cualquier familia de matrices aleatorias que satis-
face las tres hipotesis del Teorema 5.1.1, tendremos que Jy y Ay serdn
asintéticamente independientes en el sentido de traficos. En particular, Jy
es asintéticamente independiente de si mismo. Denotemos por J al trafico
distribuido como el limite de Jy.

Proposicién 5.2.1. Sea (A, ) un espacio de trdficos, ® el funcional tracial
inducido por T ya € A. Sia es independiente de si mismo en el sentido de
trdficos, entonces a se distribuye como

®(a)la+ (®(deg(a)) — ®(a))T .

Donde deg es la 1-operacion de grdfica con dos vértices, uno de ellos de
entrada y salida a la vez y con su unica arista yendo de este al vértice
restante.

Demostracion. Comencemos por calcular la distribucion de a. Sea T
un K-momento de grafica, como ya mencioné anteriormente, dado que a
es independiente de si mismo, 7[T'(a,a*)] serd cero si T tiene un ciclo de
longitud mayor que uno. Si 7[T'(a,a*)] # 0, entonces T es un arbol al que
posiblemente se le agregaron lazos en algunos de sus vértices, a esto tipo de
estructura la llamaremos arbol decorado con lazos.
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Ahora, si T' es un drbol decorado con lazos, entonces G.. (T') serd un
arbol. Entonces, tomando aq,...,ax traficos independientes e identica-
mente distribuidos a a, y €1,...,ex € {1,*} de manera apropiada, ten-
dremos que 7[T(a,a*)] = 79T (aj},...,a5¥)]. Por otro lado, dado que
Ge.c.(T) es un arbol, utilizando la definicién de independencia, tenemos que
O[T (all,...,a5F)] se factoriza como el producto de la evaluacién de 70 en
cada arista, dandonos

TO[T(a?, Al = TO[A((J,)]llTO[A(CL*)]ZQTO[’ N ~]m17'0[- L M2,

Donde [ es la cantidad de lazos con a, [5 la cantidad de lazos con a*, mq la
cantidad de aristas con a y ms la cantidad de aristas con a*. Por definicién
[A(a)] = 7[A(a)] = ®(a). De la misma manera 7°[A(a*)] = ®(a*) =
®(a). Por otro lado 7 & ] = 7[- & ] — 7[A(a)] = P(deg(a)) — ®(a).
Anslogamente 7O[- LN | = ®(deg(a)) — P(a).

Ahora veamos que la distribucién de b := ®(a)l 4+ (P(deg(a)) — ®(a)) T
es la misma, sea a = ®(a) y f = ®(deg(a)) — ®(a)). Como 14 y J son
independientes de s{ mismo, cualquier combinacién lineal de ellos también
lo es. En particular b también lo es y por lo tanto se anula en los momentos
de gréafica que tienen un cilco de longitud mayor que uno. Sea T un arbol
decorado con lazos. Como 7°[T'(+)] es multilineal, tenemos que

UG DI A (ICVI )R
v:[K]={1,2}

donde para cada eleccién de v, T,(14,J) denota el momento de gréfica
para el cual en la i-ésima entrada se sustituye (aly)® si v(i) = 1y se
substituye (8J)% si y(i) = 2; y donde r1; es la cantidad de i’s para las
cuales v(i) = 1y ¢; = 1, 51,4 la cantidad de ¢’s para las cuales y(i) = 1y
€; = *, andlogamente para si, y S2.4. Luego, como 7' es un arbol decorado
con lazos, G..(T) es un arbol. Ademds, como los traficos 14 y J son
independientes de si mismos e independientes entre si, si y(i) = 1 y la i-
ésima arista no es un lazo, utilizando un argumento analogo a antes podemos

factorizar un término 7°[- 14, /|, el cual sabemos que serd cero con lo cual
se anulard el producto. De igual manera, si y(i) = 2 y la i-ésima arista no
es un lazo, entonces podemos utilizar la definicién de independencia para
factorizar un término de la forma 79[A(J)], y como J estd soportado en
los arboles simples el producto se anulara. Por lo tanto, el tnico término
que no se anula en la suma anterior es aquel en donde (i) = 1 si la i-ésima
arista es un lazo y (i) = 2 en otro caso. Si~y es de la forma apenas descrita,
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recordemos ahora que 7°

no se anulan. Por lo que

siempre es uno en los momentos de 14 y de J que

[T(b)] = ham™pRE",
donde [1,l2, m1 y mg son como antes. O

De la proposicién anterior vemos que los andlogo en tréaficos a las va-
riables aleatorias con distribuciones con deltas de dirac son los tréficos de
la forma aly + BJ. Parte de la demostracién anterior se utilizara en la
demostracién del siguiente teorema.

Teorema 5.2.1 (Ley de los grandes nimeros). Sea (a,)02, una sucesion de

traficos independientes en el sentido de trdficos e identicamente distribuidos
en trdficos. Sea y, = w Entonces y, converge en distribucion de
trdficos a

®(a1)la + (2(deg(ar)) — ®(a1))J.

Demostracion. La demostracién es muy similar a la demostraciéon que
dimos, de la ley de grandes nimeros en probabilidad no conmutativa, al final
de la seccién dos del Capitulo 1. Sea T' = (V, E) un momento de gréfica con
Yn O Yy en cada una de sus aristas, tomemos ¢ : E — {1, x}, de manera que
e(e) = 1 si en la arista e se encuentra y, y €(e) = % en otro caso. Por la
linealidad de 7°[T(+)] tenemos que

0 aj+---+ap aj+---+ay\| —|E|_0
T [T< - , - = Z n~ T (ag, - an)].
~v:E—[n]
Donde para cada v, Ty(a1, ... ,a,) denota el momento de gréfica en donde en

la arista e de T' se coloca la variable af/((ee)) Como las a; son independientes

e identicamente distribuidas, el valor de Ty (a1,...,a,) solo dependerd de
ker(y). Entonces, dada m € P(F), denotaremos por f(m) al valor comun
asociado a todas las 7 con ker(vy) = 7. Por otro lado, para cada m € P(E),
la cantidad de funciones con kernel 7 es nl™l. De aqui que

0 [T<a1+...+an a’{+...+a;§>] = 3 I,

n n
meP(E)

Entonces, el unico término representativo asintéticamente es aquel con |r| =
|E|, o equivalentemente m = O, es decir 7 es la particién con solo singuletes.
Sea 7y con ker(y) = 0g. En este caso, si T' tiene un ciclo de longitud mayor a
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dos, tenemos que G (Ty) tiene un ciclo y por definicién de independencia
O[T, (a1, ...,a,)] = 0. Si T no tiene ciclos de longitud mayor que uno, es
un arbol decorado con lazos, entonces G (Ty) es un arbol, y por definicién

B
a;

de independencia se factoriza en términos de la forma 70[- 25 ], 70[. =% ],
79[A(a;)] o T°[A(a})], dependiendo de cuantos lazos y haya, y de como se e.
Recordemos de la prueba de la proposicién anterior que esta es precisamente
la distribucién de

®(ay)lg + (P(deg(ar)) — P(aq))T.

5.2.2 Teorema del limite central para espacios de traficos

Ahora presentaremos una versién del teorema del limite central en espacios
de traficos. Esta interpola el teorema del limite central cldsico y libre. Es
importante notar, que en esta version del teorema, solo se analiza la con-
vergencia en distribucién-* y no la convergencia en distribucién de traficos,
esta dltima fue tratada en la tdltima edicién de [19], y da como resultado
un teorema que también engloba la versién booleana del teorema del limite
central. Dado que en esta tesis no se desarrolla el concepto de independencia
booleana, nos limitaremos a estudiar la convergencia en distribucién-*.

Teorema 5.2.2. Sea (ay))2, una sucesion de trdficos identicamente dis-
tribuidos, autoadjuntos, centrados, con varianza 1 e independientes en el
sentido de trdficos. Sea z, = % Entonces existe un p € [0,1] tal que

zn converge en distribucion-* al trdfico

Vpd + /1 — ps,

donde d es un trdfico gaussiano autoadjunto estdndar, s es un trdfico semi-
circular y d y s son independientes en el sentido de trdficos.

Demostracién. Dado que solo estamos interesados en la distribucién-*
nos bastara entender a 7 en los momentos de gréafica que son ciclos dirigidos,
o equivalentemente, usando la descomposicion inyectiva del funcional de
trafico, nos bastard estudiar a 79 sobre los momentos de grafica que son
cocientes de ciclos dirigidos. Maés atin, como las variables consideradas son
autoadjuntas, no serd necesario considerar momentos con adjuncion.

Sea T = (V, F) un momento de gréfica obtenido como cociente en un
ciclo dirigido. Por linearidad tenemos que

" [T (%ﬂ = > ]n‘%TO[Ty(al,...,an)],

v:E—[n
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Donde T (a1,...,a,) es el momento de grafica en donde en cada arista
e € E se pone la variable a, (). Nuevamente, dado que las variables son
independientes en el sentido de traficos e identicamente distribuidas, el valor
de 7°[T,(ay, ..., a,)] solo depende de ker(y). Dado 7 € P(E), denotaremos
por f(m) al valor comtn del funcional inyectivo en los T con ker(y) = 7.
Como hay n!™! funciones v : E — [n], con ker(y) = m, podemos rescribir

p()] - 5 oo

Entonces, los términos asintéticamente representativos seran aquellos con
|| > @ Supongamos que 7 tiene un singulete y tomemos un 7 con
ker(y) = m. Sea e la arista que se encuentra en el singulete en 7, entonces
e por si sola es una componente coloreada de T,. Como T es el cociente
de un ciclo, al remover a e de T la grafica resultante seguira siendo conexa.
Ahora, si e no es un lazo, y dado que e es una componente coloreada, sus dos
extremos serdn conectores, luego si T, — e denota a al momento de grafica
obtenido al borrar e, dado que T), — e es conexo, G (Ty — €) es conexo,
y entonces en G (T,) el vértice correspondiente a e se conecta por dos
aristas a una grafica conexa, por lo tanto G...(T;) tiene un ciclo, y por la
definicién de independencia en tréficos f(m) = 0. Por otro lado, si e es un
lazo y Ge.c.(T) es un arbol, por la definicién de independencia en traficos,
podemos factorizar de f(7) al término 7° [A(ay(e))], pero por la hipdtesis
de que los traficos son centrados, tenemos 7°[A(a ()] = 0, concluyendo
nuevamente que f(7) = 0.

De lo anterior, cualquier término representativo a nivel asintético, debera
de tener asociada una particién 7 sin singuletes y con || > @, por lo tanto
7 deberd de ser un emparejamiento. Tomemos 7 tal que ker(y) = 7 es
un emparejamiento. Supongamos que e no es un lazo, si la otra arista con
en el mismo bloque que e no comparte los dos vértices de e, por el mismo
argumento que antes tendremos que G...(T,) tiene un ciclo y por lo tanto
f(m) = 0. Sie es un lazo y la otra arista en el mismo bloque de e no
comparte el mismo vértice, por el mismo argumento que antes nuevamente
tendremos f(m) = 0. De esta manera, si e es un lazo, la arista en su mismo
bloque debera de ser un lazo en el mismo vértice de e para que el producto
no se anule. Entonces T’, es una grafica doble coloreada, es decir una grafica
en donde aristas del mismo color son lazos con su vértice en comun o aristas
con sus dos vértices en comun. Denotemos por TV a la grafica no dirigida
obtenida al fusionar las aristas en 7', con el mismo color en una sola arista

no dirigida. Si 7" no es un arbol decorado con lazos, G...(T) no serd un
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arbol y entonces tendremos f(m) = 0. Si Tv es un arbol decorado por
lazos, entonces Ge...(Ty) es un arbol. Mds atin, por el Lema 4.2.2 tendremos
que aristas del mismo color en T, irdn en sentidos opuestos. Utilizando la
definicién de independencia en traficos y usando el hecho de que los traficos
estan identicamente distribuidos, obtenemos que

[Ty (ay,. .., an)] = T°[Ca(ar)]™ H 70[Ag(ay)]".

veV

Donde C5 es el ciclo dirigido de longitud 2, Ay es el momento de gréfica
con un unico vértice dos lazos, 2[, es la cantidad de lazos en el vértice v,
mientras que m es la cantidad de aristas que conectan vértices distintos
en T,. Notemos que 1 = ®(a?) = 7[Cs(a1)] = 7°[As(a1)] + °[Ca(ay)].
Tomemos p = 7°[Az(ay)], entonces 1 —p = 7°[Cs(ay)].

Con lo demostrado hasta ahora podemos concluir que limy, o 7°[T(2,)]
se anula si T no es un arbol doble decorado con lazos dobles. En el caso en
el que T es de esta forma ya caracterizamos las 7 cuyos términos asociados
no se anulan y para estas calculamos f(m), falta contar cudntas son. Por
lo dicho anteriormente, w debe de ser un emparejamiento, mas aun, las
aristas que no son lazos y tienen los mismos extremos deberan de estar en
un mismo bloque, entonces, los 1inicos bloques que no quedan determinados
por la estructura de T son aquellos que emparejan lazos. Para v € V fijo,
si 21, es la cantidad de lazos en v, entonces la cantidad de forma en que
estos pueden ser emparejados es |Pa(2l,)| = CL)! - Por 1o que la cantidad

1120 *

- [
de particiones que cumplen lo buscado es [, % Déndonos
ol

lim O[T ()] = (1 - py ] 2y

n—o0 lv!21u
veV

Ahora demostraremos que esta es precisamente la distribucién de /pd +
/1 —ps. Sea T un momento de grafica. Utilizando la notacién de antes,
por linealidad tenemos que

PT(pd+VT=ps) = Y pF(1—p) T O, s)),

v:E—{1,2}

donde [, es la cantidad de aristas en T, con el trafico d y m. la cantidad de
aristas con el trafico s. Como d es un trafico diagonal, por el Lema 3.3.2,
tendremos que 7°[T,(d, s)] = 0 si algin d aparece en alguna arista que 7,
que no sea un lazo. Luego, suponiendo que todos los d estdn en lazos de
T, tenemos que G (Ty) es un arbol, mas atin, hay una tinica componente
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coloreada correspondiente a s la cual denotaremos por 77 y por la definicién
de independencia en traficos obtenemos

T[T, 5)] = 7°[15(s)] [ ] 7°[Ak, (@),

veV

donde k, denota la cantidad de lazos en el vértice v que tienen al tréfico d
v A} denota el momento de grafica con un solo vértice y k aristas. Ahora,
como s es un trafico semicircular, por definicién, para que 7° [Ti(s)] # 0 es
necesario que T3 sea un doble arbol. En particular, T3 no tiene lazos, y por
lo tanto, en los lazos de T' solo puede aparecer d. Esto implica que

POT(Vpd + /T —ps)] = p2(1 — p) 2 O[T, (d, 5)],

donde 7 es la funciéon que pone a d en todos los lazos y a s en las demas
aristas, [ la cantidad de lazos y m la cantidad de aristas que no son lazos.
Més atin, para que lo anterior no se anule es necesario que 77 sea un drbol
doble, en cuyo caso, por definicién, TO[T:Y“(S)] = 1. Ademé4s, también por
definicion, si algtin k, es impar, tendremos que 79[Ay, (d)] = 0, asf que para
que el producto no se anule, T' debera tener una cantidad par de lazos en
cada vértice. Tomando [, = %”, por definicién tenemos que Ag, (d) = l(f,lsl)vl

Resumiendo, 70[T'(,/pd 4+ /T — ps)] serd igual a cero a menos que T sea
un arbol doble decorado por lazos, con una cantidad par de lazos en cada
vértice, la cual denotaremos 2[, para cada v € V, en cuyo caso

[T(ypd+ /1 -ps) =1 -p™ [] " 521121)'

veV

donde 2m es la cantidad de aristas en 1" que no son lazos. Con esto se
concluye la demostracion. O
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