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cional, aśı como por su tolerancia y comprensión.

Agradezco a la Olimpiada de Matemáticas por haber sido una pieza
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3.3 Independencia y producto libre en tráficos . . . . . . . . . . . 82
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Introducción

La Teoŕıa de Probabilidad Libre, introducida en la década de los 80 por Dan-
Virgil Voiculescu, ha adquirido gran importancia en el estudio asintótico de
familias de matrices aleatorias. En particular, los espacios de probabilidad
no conmutativa son utilizados para modelar el comportamientos ĺımite de
álgebras de matrices aleatorias cuando la dimensión de estas tiende a infinito,
siendo la independencia libre, en muchos de los casos, el concepto clave para
describir la relación entre familias de matrices aleatorias generadas de man-
era independiente. Esta teoŕıa moderna, a pesar de haberse desarrollado
en analoǵıa con la Teoŕıa de Probabilidad Clásica, muestra fenómenos es-
cencialmente distintos, lo que podŕıa sugerir que la probabilidad libre y la
probabilidad clásica deben de ser estudiadas de manera paralela.

A pesar de haber provéıdo herramientas importantes, la probabilidad
libre está todav́ıa lejos de jugar un papel concluyente en el mundo de las
matrices aleatorias grandes. Por ejemplo, desde la probabilidad libre se
pueden estudiar satisfactoriamente familias de matrices aleatorias que son
invariantes en ley cuando se conjugan por matrices unitarias determińısticas,
pero si esta condición se relaja, en general las respuestas que provee la prob-
abilidad libre no son igual de satisfactorias. En el 2011, Camille Male intro-
dujo la Teoŕıa de Tráficos en su tesis doctoral y la dio a conocer en su art́ıculo
[19]. Esta nueva teoŕıa fue concebida como una extensión de la probabilidad
libre y se desarrolló con el fin de estudiar el comportamiento asintótico de
familias de matrices aleatorias invariantes en ley bajo conjugación por ma-
trices determińısticas de permutación. Sin embargo, la Teoŕıa de Tráficos es
potencialmente mucho más que una herramienta para el estudio de ciertas
familias de matrices aleatorias.

Male usó el trabajo hecho por James Mingo y Roland Speicher en [20],
para asociar a cada gráfica dirigida una operación entre matrices y poste-
riormente utilizar las operaciones construidas de esta manera para obtener
estad́ısticas sobre las matrices aleatorias en cuestión. En este sentido, estu-
diar lo que Male nombró como la distribución en tráficos, puede ser pensado

iii



iv INTRODUCCIÓN

como una generalización del método de los momentos. La distribución en
tráficos interpola la noción usual de distribución que se usa en probabilidad
no conmutativa, y con esto da lugar una nueva noción de independencia, in-
dependencia libre en tráficos, que parece ser la clave para unificar la Teoŕıa
de Probabilidad Clásica con la Teoŕıa de Probabilidad Libre.

La Teoŕıa de Tráficos es una teoŕıa en desarrollo. En el 2016, en [6],
Guillaume Cébron, Antoine Dahlqvist y Male dieron estructura a los funda-
mentos, demostrando entre otras cosas, que cualquier espacio de probabili-
dad no conmutativo tiene una extensión canónica a un espacio de tráficos.
Además, dieron una nueva caracterización de la noción de independencia en
tráficos con la cual encontraron la relación de esta con algunas de las no-
ciones usuales de independencia en probabilidad no conmutativa. Por otro
lado, en [2] Benson Au dio un ejemplo de un modelo de matrices aleatorias,
que interpola dos modelos que hab́ıan sido estudiados de forma paralela, y
en donde la independencia libre falla en describir la relación ĺımite entre
familias de matrices aleatorias independientes, pero la independencia libre
en tráficos lo hace de manera adecuada.

Esta tesis, por un lado busca contextualizar la Teoŕıa de Tráficos y por
el otro presentar sus resultados más interesantes. De parte del lector, se
asume un conocimiento de los temas básicos de Álgebra, Probabilidad y
Combinatoria, aśı como dominio de los temas estándar de Análisis Funcional.
Cualquier concepto fuera de las categoŕıas mencionadas anteriormente se
desarrolla dentro de esta tesis.

El primer caṕıtulo es introductorio. En él se exponen los conceptos de
probabilidad, probabilidad libre y matrices aleatorias que serán utilizados
en el resto de la tesis, en un lenguaje coherente con la Teoŕıa de Tráficos.
Además, se le da al lector la bibliograf́ıa suficiente para profundizar en
cualquiera de los temas que en este caṕıtulo se tratan.

El Caṕıtulo 2 se presenta el trabajo desarrollado en [20] como precursor
a la Teoŕıa de Tráficos. Este es el preámbulo técnico para el resto de la tesis.

El Caṕıtulo 3 es un sumario de [6] y busca establecer las bases de la
Teoŕıa de Tráficos de la forma más directa, evitando las tecnicalidades.

En el cuarto caṕıtulo se presenta la relación entre la Teoŕıa de Tráficos
y las matrices aleatorias. Además del análisis asintótico del espectro de
matrices aleatorias hecho por Male en [19], se derivan fórmulas expĺıcitas
para los momentos de la distribución espectral emṕırica promedio de algunos
modelos.

Finalmente, en el último caṕıtulo presentamos los dos principales resul-
tados de la tesis doctoral de Male. Estos, en cierta manera unifican teoremas
de probabilidad clásica con teoremas de probabilidad libre.



Caṕıtulo 1

Fundamentos de

probabilidad libre y matrices

aleatorias

Este es un caṕıtulo introductorio. Tiene como propósito principal presentar
todos los conceptos necesarios para la compresión profunda del resto de
la tesis y es prescindible para un lector familiarizado con el mundo de la
probabilidad libre y las matrices aleatorias.

En la sección de probabilidad clásica se trata con particular atención el
método de momentos por su relevancia conceptual en la teoŕıa de tráficos.
Además de que la presentación de esta área se hace en el contexto del análisis
funcional para motivar de una mejor manera los fundamentos de la proba-
bilidad libre.

En la sección de probabilidad libre se busca hacer una exposición com-
pacta de las nociones de probabilidad libre que serán generalizadas en los
caṕıtulos subsecuentes, la cual ha sido escrita escogiendo un lenguaje que
busca establecer una conexión evidente entre la teoŕıa de tráficos y la teoŕıa
de probabilidad libre.

La primera parte de la sección de matrices aleatorias se centra en el
estudio de propiedadess globales asintóticas del espectro de algunos de los
modelos más comunes en la teoŕıa de matrices aleatorias. La mayoŕıa de
los resultados expuestos en esta sección serán demostrados posteriormente
utilizando los métodos de la teoŕıa de tráficos, y algunos de ellos serán
generalizados. En la última parte de esta sección establecemos la manera
en que la noción de independencia libre aparece de forma natural cuando se
trabaja con matrices aleatorias grandes. La noción de independencia libre
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2 CAPÍTULO 1. PROBABILIDAD LIBRE Y MATRICES ALEATORIAS

y su relación con matrices aleatorias será extendida posteriormente en el
contexto de la teoŕıa de tráficos.

1.1 Probabilidad clásica

Esta sección tiene como propósito desarrollar las nociones básicas de pro-
babilidad en el contexto del análisis funcional, motivando el contenido de
la siguiente sección, en dónde se introducirán las bases de la probabilidad
libre. Asumiremos un dominio de los temas básicos de probabilidad clásica,
una exposición completa de estos se da en el caṕıtulo introductorio del li-
bro Temas selectos en Matrices Aleatorias, de Terrence Tao [31]. También
asumiremos un dominio de los temas básicos de análisis funcional, estos
pueden ser consultados en el libro Métodos de la f́ısica matemática mod-
erna, de Michael Reed y Barry Simon [25], y en el libro Análisis Funcional
de Walter Rudin [27].

Tı́picamente denotaremos a un espacio de probabilidad como una terna
(Ω,B, P ) en donde Ω es un conjunto, B es una σ-álgebra de subconjuntos de
Ω y P es una medida de probabilidad sobre B. Llamaremos a Ω el espacio
muestral, y a los elementos de B conjuntos medibles o eventos.

Cuando consideremos un espacio topológico S, denotaremos por B(S) a
la familia de conjuntos borelianos de S, es decir, a la σ-álgebra generada por
el conjunto de abiertos de S. En este caṕıtulo R denotará a R o a C y será
utilizado cuando algún concepto o resultado sea válido tanto para variables
aleatorias complejas como para reales.

1.1.1 Distribuciones y funcionales

Definición 1.1.1 (Variable aleatoria). Sea (Ω,B, P ) un espacio de proba-
bilidad. Si la función X : (Ω,B, P ) → R es medible diremos que es una
variable aleatoria. Si R = R diremos que X es una variable aleatoria real,
si R = C diremos que es compleja.

En la definción anterior, la hipótesis de medibilidad sobre X establece
una relación entre los conjuntos medibles del espacio de probabilidad y los
conjuntos medibles de R. Dicha relación se expresa en la noción de dis-
tribución.

Definición 1.1.2 (Distribución). Preservando la notación de la Definición
1.1.1, definimos la distribución de X como la medida µX sobre R definida
por µX(E) = P (X−1[E]) para todo E, conjunto Borel medible en R. En
otras palabras, µX es el pushforward de P al espacio R inducido por X.



1.1. PROBABILIDAD CLÁSICA 3

En la práctica, la distribución carga con todas las propiedades proba-
biĺısticas de interés en una variable aleatoria, permitiendo tranferir el estudio
de variables aleatorias al estudio de medidas sobre R. Con esto, es posible
enunciar teoremas generales sobre variables aleatorias que no dependen de
su dominio. Posteriormente definiremos el concepto de distribución para
espacios de probabilidad libre y espacios de tráficos. En ambos casos es im-
portante entender que cualquier definición de distribución debe de depender
únicamente de un objeto que sea común a todas las variables aleatorias de
interés, aún cuando estas estén definidas sobre espacios muestrales distintos.

Sea (Ω,B, µ) un espacio medible y L(Ω) el espacio de todas las funciones
Lebesgue integrables de Ω a R, donde R = R,C. Notemos que M(Ω) es
un espacio vectorial sobre R y ℓµ : f 7→

∫

fdµ es un funcional lineal sobre
dicho espacio. Con frecuencia, los funcionales lineales se pueden manejar
con mayor facilidad que las medidas, es entonces natural buscar caracterizar
aquellos funcionales lineales que son inducidos por una medida. Agregando
hipótesis topológicas en el espacio de medida y métricas sobre el espacio de
funciones se puede establecer una relación directa entre las medidas y los
funcionales. El lector puede consultar una exposición más detallada de esto
en el Caṕıtulo 4 de [25].

Dado un espacio topológico S, denotaremos por C(S) al espacio de fun-
ciones continuas que van de S a R. Si S es compacto, C(S) puede ser
equipado con la norma uniforme, convirtiéndolo en un espacio de Banach.

Definición 1.1.3 (Espacio dual). Sea W un espacio de Banach sobre R.
El espacio dual de W , denotado por W ∗, es el espacio de los funcionales
lineales continuas de W a R.

Para todo espacio de Banach, los funcionales continuos coinciden con los
funcionales acotados con respecto a la norma operador. En el caso particular
de C(S), tenemos de forma expĺıcita que

C∗(S) := {λ : C(S) → R : λ es lineal y ‖λ‖ = sup
f∈C(S)

‖λ(f)‖∞
‖f‖∞

<∞}.

Si además S es un espacio de medida con medida finita µ, el funcional sobre
C(S), dado por ℓµ(f) :=

∫

fdµ, cumple que

|ℓµ(f)| ≤
∫

|f |dµ ≤ ‖f‖∞µ(S)

y por lo tanto ℓµ ∈ C∗(S). Más aún, para toda f ∈ C(S) con f ≥ 0 se tiene
que ℓµ(f) ≥ 0.
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Los funcionales lineales λ : C(S) → R, que cumplen que λ(f) ≥ 0 cuando
f ≥ 0, son llamados funcionales positivos. Entonces, si µ es una medida, ℓµ
es un funcional continuo y positivo. De hecho, en general, es cierto que si un
funcional lineal es positivo, entonces es continuo. Resulta ser que, asumiendo
una hipótesis topológica técnica, la positividad caracteriza a los funcionales
provenientes de una medida. La hipótesis topológica necesaria es la de que
la medida sea una medida regular, concepto en el cual no profundizaremos
y que puede ser consultado en [25].

Proposición 1.1.1. Sea S un espacio Hausdorff compacto. Para cualquier
funcional lineal positivo ℓ en C(S) existe una única medida regular µ sobre
S con

ℓ(f) =

∫

fdµ ∀f ∈ C(S).

De hecho, la condición de que S sea un espacio compacto se puede re-
lajar a que el espacio sea localmente compacto. En este caso, no todas
las funciones en C(S) serán acotadas por lo que este espacio no puede ser
dotado de la norma uniforme. En vez, consideraremos C∞(S), el espacio de
las funciones continuas que se desvanecen en el infinito. Este es un espacio
de Banach con la norma uniforme, al igual que C∗

∞(S) con la norma de
operador.

Teorema 1.1.1 (Teorema de representación de Riesz-Markov). Sea S un
espacio topológico, Haussdorf y localmente compacto. Entonces, para cada
funcional continuo y positivo ℓ, sobre C∞(S), existe una única medida re-
gular µℓ sobre S que cumple que

ℓ(f) =

∫

fdµℓ, ∀f ∈ C∞(S).

1.1.2 Relación entre los momentos y la distribución

Definición 1.1.4 (Esperanza). Sea X : Ω → R una variable aleatoria
integrable, definimos el valor esperado de X como

E[X] :=

∫

Ω
X(ω)dP (ω) =

∫

R
zdµX(z).

Si fijamos a Ω, el conjunto de variables aleatorias de Ω a R forman un
álgebra sobre R. Como para cualesquiera variables aleatorias X,Y y α ∈ R
se cumple que E[X + αY ] = E[X] + αE[Y ], y E[X] ≥ 0 cuando X ≥ 0, E es
un funcional lineal positivo sobre el álgebra de variables aleatorias.
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Dada una función medible f : R → R y una variable aleatoria X, es útil
poder relacionar las distribuciones de X y f(X). En particular nos interesa
la siguiente ecuación

E[f(X)] =

∫

R
zdµf(X)(z) =

∫

Ω
f ◦X(ω)dP (ω) =

∫

R
f(z)dµX(z). (1.1)

El valor esperado de una variable aleatoria X, no es más que el valor
promedio de la función X. En muchos casos la distribución µX se concentre
alrededor de E[X], este fenómeno se interpreta en términos probabiĺısticos
como el hecho de que la probabilidad de que la realización de una variable
aleatoria esté lejos de la media es pequeña.

Por simplicidad, a partir de este momento tomaremos R = R a menos
que se indique lo contrario, es decir, consideraremos únicamente variables
aleatorias reales. Resultados análogos pueden ser obtenidos para variables
aleatorias complejas.

Teorema 1.1.2 (Desigualdad de Markov). Sea X una variable aleatoria.
Para todo λ ∈ R

+ se satisface la siguiente desigualdad

P (|X| ≥ λ) ≤ 1

λ
E[|X|].

Notemos que esta cota solo es útil cuando λ es considerablemente grande
respecto a E[|X|], es decir, para desviaciones muy grandes. Para obtener
resultados con mayor presición es necesario involucrar conceptos adicionales
al de valor esperado.

Definición 1.1.5 (Varianza). Dada una variable aleatoria escalar X que
cumple que E[X2] <∞, definimos su varianza como

V ar(X) = E[(X − E[X])2] = E[X2]− E[X]2.

Una vez involucrada la varianza en la descripción de una variable aleato-
ria, se puede fortalecer la desigualdad de Markov.

Teorema 1.1.3 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleatoria,
entonces para todo real positivo λ tenemos la siguiente desigualdad

P (|X − E[X]| ≥ λ) ≤ V ar(X)

λ2
.

Este resultado da una cota cuadrática sobre la desviación de la variable
aleatoria en términos de E[X2] y E[X]. Con la información adicional propor-
cionada por el valor esperado de X2 pudimos describir con mayor presición



6 CAPÍTULO 1. PROBABILIDAD LIBRE Y MATRICES ALEATORIAS

la distribución de la variable aleatoria alrededor de su media, de hecho, en-
tre más valores de la forma E[Xn] se conozcan se pueden obtener cotas más
fuertes sobre la probabilidad de tener una cierta desviación.

Definición 1.1.6. Sea X una variable aleatoria. Si E[Xk] es finito, lla-
maremos a dicho valor el k-ésimo momento de X. Notemos que la ecuación
(1.1) nos permite expresar al k-ésimo momento como

E[Xk] =

∫

R

zkdµX .

Los momentos cuantifican propiedeades sobre la distribución de la vari-
able aleatoria de forma concisa. Por ejemplo, el hecho de que los momentos
de orden alto estén acotados indicará un decaimiento rápido de las colas de la
distribución. En el caso en el que los momentos de una variable aleatoria X
son finitos y decaen suficientemente rápido, utilizando la expansión de Taylor
podemos trabajar con la función generadora de momentos MX(s) = E[esX ].
Esto resulta ser de suma utilidad cuando se quiere acotar desviaciones de
sumas de variables aleatorias independientes, obteniendo resultados como el
de la desigualdad de Chernoff, la cual puede ser consultada en el Caṕıtulo
2.1. de [31].

Ha quedado claro que la información que brindan los momentos es útil
en la descripción de la distribución de una variable aleatoria. En algu-
nas ocasiones toda la información de la distribución está codificada en sus
momentos, es decir, la distribución queda determinada por sus momentos.
Veremos que este es el caso cuando el soporte de la distribución es compacto.

Teorema 1.1.4. Sean X,Y variables aleatorias de soporte compacto. Si
para todo entero positivo k se cumple que E[Xk] = E[Y k], entonces X y Y

tienen la misma distribución, es decir X
Ley
= Y .

Demostración. Sea K un compacto que contiene a los soprtes de X
y Y . Sean ℓX , ℓY ∈ C∗(K) definidos por f 7→

∫

fdµX y f 7→
∫

fdµY
respectivamente. La hipótesis de que las variables aleatorias tienen los mis-
mos momentos se traduce en ℓX(xk) = ℓY (x

k) para todo entero positivo
k. Como los polinomios son combinaciones lineales finitas de los monomios
xk, tenemos que para todo polinomio p(x) definido sobre K se tiene que
ℓX(p(x)) = ℓY (p(x)). ComoK es compacto, el teorema de Stone-Weierstrass
nos garantiza que el conjunto de polinomios es denso en C∗(K), y dado que
los funcionales ℓX y ℓY son continuas y coinciden en un conjunto denso
podemos concluir que ℓX = ℓY . Por el teorema de representación de Riesz-
Markov sabemos que hay una relación uńıvoca entre funcionales y medidas,
por lo tanto µX = µY .
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Al problema de determinar la distribución de una variable aleatoria a
partir de sus momentos se le conoce como el problema clásico de los mo-
mentos. En el Caṕıtulo 30 de [5], se hace un análisis de este problema y
se formula el siguiente criterio sobre la determinación de una distribución a
partir de sus momentos. Para ahondar en el tema el lector podrá consultar
[1].

Teorema 1.1.5. Sea µ una distribución con soporte en los reales y momen-
tos de todos los órdenes, i.e. mk :=

∫∞
−∞ xkdµ <∞ para todo entero positivo

k. Si la serie
∞
∑

k=1

mkr
k

k! tiene un radio positivo de convergencia, entonces µ

es la única medida de probabilidad con momentos m1,m2, . . .

Consideremos una variable aleatoria GaussianaX con media λ y varianza
σ2. Usando integración por sustitución es fácil ver que su función generadora
de momentos está dada por

MX(t) = E[etX ] = eλte
1
2
σ2t2 .

Entonces, en el caso X ∼ N (0, σ) tenemos queMX(t) = e
1
2
(σt)2 , por lo tanto

m2k := E[X2k] = (2k)!
2kk!

σk y m2k−1 = 0. Utilizando el criterio del cociente,
dado que limk→∞

σ
2(k+1) = 0, el radio de convergencia de la serie

∞
∑

k=0

mk

k!
rk =

∞
∑

k=0

σk

2kk!
r2k,

es infinito, entonces, del criterio presentado en el Teorema 1.1.5 concluimos
que cualquier distribución normal centrada está determinada por sus mo-
mentos. Es intuitivo y fácil de formalizar, que lo anterior implica que para
todo λ, σ, la distribución N (λ, σ2) también está determinada por momentos.

Por otro lado, no todas las distribuciones están determinadas por sus
momentos. En [26] se muestra que todas las distribuciones cuya densidad
está dada por

ρα(x) =
1

24
e−x

1
4 (1− α sin(x

1
4 ))I(0,∞)(x),

con α corriendo en el intervalo (0, 1), tienen los mismos momentos. Por lo
tanto, hay una sucesión de momentos que está asociada a una infinidad de
distribuciones.
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1.1.3 La independencia clásica es la independencia tensorial

En ocasiones, en vez de estudiar una variable aleatoria de manera aislada, es
necesario estudiar una familia de variables aleatorias que interactúan entre
śı. Una manera en que se relacionan entre ellas se describe a través de la
noción de dependencia.

En este contexto estableceremos la independencia de variables aleatorias
en términos de sus medidas, pero en lo que sigue será útil comenzar a pensar
la independencia como una propiedad algebraica.

Dado un conjunto de σ-álgebras podemos hablar de su producto, esto
permite definir un espacio de probabilidad que englobe a todos los espacios a
considerar cuando las variables aleatorias en juego se encuentren en distintos
espacios muestrales.

Definición 1.1.7 (Producto de σ-álgebras). Sea J un conjunto de ı́ndices,
para cada j ∈ J consideremos el espacio de medida (Ωj ,Bj). Entonces, de-
notaremos al producto cartesiano de dichos espacios como

⊗

j∈J
Ωj, en donde

el conjunto de puntos será el producto cartesiano
∏

j∈J
Ωj y la σ-álgebra será

la generada por los conjuntos de la forma B×̂ ∏
i 6=j

Ωi, donde B ∈ Bj, y el

producto anterior denota el producto cartesiano en donde en la posición j

se toma el conjunto B, mientras que en las otras el respectivo Ωi.

En el caso en que todos los espacios (Ωj ,Bj) sean iguales denotaremos
el producto como ΩJ . En el caso en el que se trate únicamente con dos
espacios S y T denotaremos a dicho producto como S⊗T . Si los espacios son
espacios topológicos y para cada j ∈ J , Bj es la σ-álgebra de los conjuntos
borelianos de Ωj, se tendrá que la σ-álgebra obtenida como el producto de
σ-álgebras da como resultado la σ-álgebra de los borelianos en el espacio
topológico

∏

j∈J Ωj . En particular, los borelianos en C
J son precisamente

los obtenidos en el producto de los borelianos en C, y los Lebesgue-medibles
en C

J son los obtenidos en el producto de la σ-álgebra de Lebesgue-medibles
en C.

Definición 1.1.8 (Distribución conjunta). Dada una familia de variables
aleatorias (Xj : Ωj → R)j∈J , la distribución conjunta de la familia es la
medida de probabilidad en RJ que para cada evento E ⊂ RJ indica la pro-
babilidad de que el vector aleatorio (Xj)j∈J esté en E.

Notemos que en la definición anterior la distribución conjunta no está
dada en términos de las distribuciones de cada variable aleatoria. De hecho,
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la relación entre distribución conjunta y la distribución de cada variable
aleatoria indicará la manera en que las variables interactúan entre śı. Para
cada variable aleatoria en la familia, definimos su distribución marginal como
la distribución de la variable aleatoria considerada por separado cuando se
fija el valor del resto de las variables aleatorias. Entonces, la dependencia
de variables aleatorias está dada en términos de la relación entre las dis-
tribuciones marginales y la distribución conjunta. La distribución conjunta
es un ensamble de las distribuciones marginales. Dentro de las formas de
ensamblar medidas hay una que es de particular importancia y se presenta
de forma general en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.6 (Lebesgue-Fubini-Tonelli). Dados dos espacios de medida
σ-finitos (S,S, µ) y (T,T , ν), existe una única medida µ⊗ν sobre S⊗T que
cumple que

µ⊗ ν(B × C) = µ(B)ν(C), para todo B ∈ S, C ∈ T .

Más aún, para cualquier función medible no negativa f : S × T → R, que
cumple que

∫

|f |dµ ⊗ ν <∞ se tiene que

∫

fdµ⊗ ν =

∫

dµ(s)

∫

f(s, t)dν(t) =

∫

dν(t)

∫

f(s, t)dµ(s). (1.2)

Una demostración compacta de este resultado puede ser consultada en
el primer caṕıtulo de [16], mientras que una más detallada en el séptimo
caṕıtulo de [15]. Como la notación lo indica, el producto apenas definido es
en efecto un producto tensorial. A la medida µ⊗ ν la llamaremos producto
tensorial, o cartesiano, de las medidas µ y ν. Veremos la relación que
hay entre este producto tensorial y el producto tensorial entre espacios de
Hilbert, basándonos en la manera en que este concepto es tratado en [25].

Dados H1 y H2, dos espacios de Hilbert, para cada φ1 ∈ H1 y φ2 ∈ H2,
definiremos φ1 ⊗ φ2 como la forma bilineal sobre H1 ⊗H2 definida por

φ1 ⊗ φ2(ψ1, ψ2) = 〈ψ1, φ1〉H1〈ψ2, φ2〉H2 .

Sea E el conjunto de combinaciones lineales finitas de dichas formas bilin-
eales, definamos el produco interior 〈·, ·〉 sobre E como

〈φ⊗ ψ, η ⊗ µ〉 := 〈φ, η〉H1〈ψ, µ〉H2 .

Es sencillo demostrar que 〈·, ·〉 está bien definido y que es positivamente
definido. De esta manera, definimos el producto tensorial entre H1 ⊗ H2
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como la completación de E con respecto a 〈·, ·〉, el cual es nuevamente un
espacio de Hilbert.

Esta manera de construir el producto tensorial difiere de la manera alge-
braica, en donde el tensor se define como un cociente del producto cartesiano
de los espacios en cuestión. Para el lector familiarizado con la definición al-
gebraica, hacemos notar que la equivalencia con la definición presentada aqúı
estriva en dos hechos, uno de ellos es el teorema de representación de Riesz,
y el otro es la identificación del espacio (H1⊗H2)

∗ con H∗
1⊗H∗

1, en donde a
cada u1⊗u2 le corresponde el funcional dado por (φ1⊗φ2 7→ u1(φ1)u2(φ2)).

Consideremos el caso en el que H1 = L2(S, µ) y H2 = L2(T, ν). Si H1 y
H2 son separables se cumple que

L2(S, dµ)⊗ L2(T, dν) ∼= L2(S × T, dµ ⊗ dν). (1.3)

Donde el producto tensorial del lado izquierdo es el definido para espacios
de Hilbert y el del lado derecho es el definido para espacios de medidas. El
isomorfismo está dado expĺıcitamente por la función f ⊗ g 7→ fg.

El producto tensorial de espacios de medidas puede ser definido de la
misma manera para más de dos espacios y de esta manera se define la noción
de independencia clásica entre variables aleatorias desde el punto de vista
de teoŕıa de la medida. Por esta razón, esta noción de independencia es
también conocida como independencia tensorial.

Definición 1.1.9 (Independencia clásica). Una familia (Xj)j∈J de variables
aleatorias se dice que es conjuntamente independiente si su distribución con-
junta es el producto tensorial de las distribuciones de cada variable1.

Sea AS := L2(S, dµ) el espacio de variables aleatorias con segundo mo-
mento finito y dominio S y AT := L2(T, dν) el respectivo espacio para T .
Como se mencionó anteriormente, la esperanza puede ser pensada como un
funcional positivo sobre un espacio de variables aleatorias, sean ES ,ET los
respectivos funcionales. Si los espacios S y T son separables, por la equiva-
lencia (1.3), la esperanza E sobre el espacio L2(S ⊗ T, µ⊗ ν) es el producto
tensorial de las esperanzas, es decir E = ES ⊗ ET . La identificación antes
mencionada, del producto tensorial de dos espacios duales con el dual del es-
pacio tensorial nos dice que el producto tensorial de dos funcionales se puede

1Con lo desarrollado hasta el momento solo es posible definir el producto tensorial de
una cantidad finita de medidas, es decir, la definición anterior solo tiene sentido cuando
J es finito. Sin embargo es posible también definir la medida producto para una cantidad
infinita de medidas, esto puede ser consultado en la Sección 2.4 de [30].
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ver como el producto de los funcionales. Por lo tanto, para cualesquiera dos
variables aleatorias X ∈ AS y Y ∈ AT tenemos

E[XY ] = ES[X]ET [Y ].

De hecho, en el caso en el que las distribuciones de X y Y sean absolu-
tamente continuas con respecto a µ y ν respectivamente, por el teorema
de Radon-Nikodym, estas tendrán densidades asociadas, digamos ρX(z) y
ρY (z). Como el isomorfismo de la equivalencia (1.3) está dado por f ⊗ g 7→
fg, la densidad del vector aleatorio (X,Y ) estará dada por ρX(z)ρY (z), es
decir, la densidad también se factoriza.

El hecho de que la esperanza y la densidad se factoriza cuando se toman
dos variables aleatorias es también cierto cuando estas no tienen segundo
momento finito. Esto puede ser demostrado directamente recurriendo al
Teorema 1.1.6. Sin embargo, es importante, como motivación del concepto
de independencia libre que será introducido en el siguiente caṕıtulo, que el
lector sea consiente de que la esperanza de un vector aleatorio con entradas
independientes puede ser entendida como el funcional positivo resultante del
producto tensorial de los funcionales positivos en cada álgebra.

1.1.4 Momentos mixtos y distribución conjunta

De la misma manera en que los momentos pueden ser utilizados para estudiar
la distribución de una variable aleatoria, los momentos mixtos pueden ser
utilizados para estudiar la distribución conjunta de una familia de variables
aleatorias.

Definición 1.1.10 (Momentos mixtos). Sea X1, . . . ,Xn una familia finita
de variables aleatorias. Si estas son reales, los momentos mixtos de la fa-
milia son los valores de la forma

E[Xk1
1 . . . Xkn

n ],

donde k1, . . . kn son enteros no negativos. Si son variables aleatorias com-
plejas, los momentos mixtos son los valores de la forma

E[Xk1
1 X

k′1
1 · · ·Xkn

n Xn
k′n ],

donde k1, k
′
1, . . . , kn, k

′
n son enteros no negativos.

Consideremos el vector aleatorio X̂ = (X1, . . . ,Xn). Notemos que

supp(X̂) =
n
⋃

j=1

supp(Xj),



12 CAPÍTULO 1. PROBABILIDAD LIBRE Y MATRICES ALEATORIAS

por lo que si todas las variables aleatorias de la familia tienen soporte com-
pacto, el soporte de X̂ será compacto. Notemos que la distribución de X̂ es
precisamente la distribución conjunta de las variables aleatorias X1, . . . ,Xn.
Con un argumento análogo al dado en la demostración del Teorema 1.1.4,
se puede demostrar que la distribución de X̂ queda determinada por los
momentos mixtos de la familia, y por lo tanto la distribución conjunta está
determinada por sus momentos mixtos.

Si se relaja la condición del soporte compacto a que las variables aleato-
rias de la familia estén determinadas por momentos, se puede obtener que un
resultado más débil. La independencia tensorial de las variables es equiv-
alente al hecho de que para cada k1, . . . , kn ≥ 0, los momentos mixtos se
factorizen de la siguiente manera

E[Xk1
1 . . . Xkn

n ] = E[Xn1
1 ] · · ·E[Xkn

n ].

La relación entre la distribución y los momentos mixtos es evidente y de
suma utilidad a nivel téorico. De hecho, en varias ocasiones, una manera
alternativa de describir la distribución de una familia de variables aleatorias
X = (Xj)

m
j=1, es a través del siguiente conjunto

ΦX

m := {(i1, . . . , im) 7→ E[Xi1 · · ·Xim ] : 1 ≤ i1, . . . , im ≤ n}. (1.4)

Este conjunto será llamado la familia de aplicaciones de momentos de orden
n.

1.1.5 Distribuciones asintóticas en el caso clásico

En esta tesis estudiaremos el comportamiento asintótico de sucesiones de ma-
trices aleatorias. Cuando se piensan a las matrices como variables aleatorias,
el álgebra definida por estas no es conmutativa, marcando una diferencia im-
portante al caso en el que el álgebra de variables aleatorias śı conmuta. En
particular, en esta sección veremos que para ciertas sucesiones de variables
aleatorias es posible definir la noción de una “variable aleatoria ĺımite”. En
el caso de matrices aleatorias, dado que consideraremos sucesiones de matri-
ces crecientes en dimensión, no será posible hablar de “una matriz aleatoria
ĺımite”. Esta es una motivación importante para estudiar espacios de vari-
ables aleatorias no conmutativas de forma abstracta, las cuales sirven como
espacios ĺımites de sucesiones de espacios de matrices aleatorias.

Una sucesión de variables aleatorias (Xn)
∞
n=1 define una sucesión de dis-

tribuciones en R, digamos (µn)
∞
n=1, que como se comentó en la primera
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sección, definen una sucesión de funcionales (ℓn)
∞
n=1 en C∗

∞(R). Dado que
este último es un espacio de Banach, la noción de convergencia tiene sen-
tido, sin embargo, t́ıpicamente es más importante estudiar la convergencia
de funcionales en una topoloǵıa que no es la inducida por la métrica.

Definición 1.1.11 (Topoloǵıa débil). Sea W un espacio de Banach y W ∗

su espacio dual. La topoloǵıa débil en W es la topoloǵıa más débil para la
cual todos los funcionales en W ∗ son continuos.

Si W es un espacio de Banach, W ∗ también lo es, por lo que podemos
hablar deW ∗∗ := (W ∗)∗. Entonces,W ∗∗ induce la topoloǵıa débil sobreW ∗.
En este caso hay una inclusión continua y densaW →֒W ∗∗ dada por x 7→ x,
donde x es el funcional sobre W ∗ definido por la aplicación evaluación en x,
es decir x(λ) = λ(x), para todo λ ∈ W ∗. Denotemos por W a la inclusión
de W en W ∗∗, entonces W induce una topoloǵıa aún más débil en W ∗.

Definición 1.1.12 (Topoloǵıa débil-*). Sea W ∗ el dual de un espacio de
Banach. La topoloǵıa débil-* es la topoloǵıa más débil sobre W ∗ para la cual
las aplicaciones λ 7→ λ(x), con x ∈W fija, son continuos.

De la definición anterior, es claro que una sucesión de funcionales (λn)
∞
n=1

en W ∗, converge a un λ ∈ W ∗ si y solo si para todo x ∈ W se tiene que
limn→∞ λn(x) = λ(x). En el caso particular en el queW = C(R) y tomamos
los funcionales (ℓn)

∞
n=1 en C

∗
∞(R) definidos anteriormente, tenemos que estos

convergen a un funcional ℓµ si y solo si limn→∞ ℓn(f) = ℓµ(f). Si este es el
caso, es fácil ver que ℓµ es positivo, por el Teorema 1.1.1, hay una medida
µ tal que para toda función f ∈ C∗

∞(R) se tiene que

lim
n→∞

∫

fdµn =

∫

fdµ.

Esto motiva la siguiente definición.

Definición 1.1.13 (Convergencia en distribución). Sea (Xn)
∞
n=1 una sucesión

de variables aleatorias tomando valores en R. Diremos que esta sucesión
converge en distribución a una variable aleatoria R, si para cualquier función
continua y acotada, f : R → R , se tiene que limn→∞ E[f(Xn)] = E[f(X)].

Dado un entero positivo k, de la definición anterior, en el caso particular
en donde el soporte de las variables aleatorias es compacto, tomando f(x) =
xk, notemos que limn→∞ E[Xk

n] = E[Xk]. Entonces, en el caso en que las
variables aleatorias son reales, los momentos de las variables en la sucesión
convergen a los momentos de la variable ĺımite. Tomando la función f(z) =
zkzl, se obtiene el mismo resultado para el caso en el que las variables
aleatorias son complejas.
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Definición 1.1.14 (Convergencia en momentos). La sucesión de variables
aleatorias (Xn)

∞
n=1 converge en momentos a la variable aleatoria X si

• Cuando R = R: Para todo entero positivo k se tiene que limn→∞ E[Xk
n] =

E[Xk].

• Cuando R = C: Para cualesquiera enteros positivos k, l, se tiene

limn→∞ E[Xk
nX

l
n] = E[XkX

l
].

En el caso en el que las variables de la sucesión, aśı como la variable
ĺımite, tienen soporte compacto, la convergencia en distribución implica
convergencia en momentos. Como las variables aleatorias con soporte com-
pacto están determinadas por sus momentos, la convergencia en momentos
también implica convergencia en distribución. Más aún, se puede demostrar
que en el caso en el que la variable ĺımite tiene una distribución determinada
por momentos, la convergencia en momentos implica la convergencia en dis-
tribución. En estos casos, para demostrar convergencia en distribución basta
demostrar convergencia en momentos, a esta euŕıstica de demostración se le
conoce como el método de los momentos.

La virtud de las nociones de convergencia en distribución y en momentos,
es que no requiere que las variables aleatorias tengan el mismo dominio.
Cuando las variables aleatorias coinciden en el dominio es posible definir
nociones más fuertes de convergencia.

Definición 1.1.15 (Convergencia en probabilidad). La sucesión de vari-
ables aleatorias (Xn)

∞
n=1 converge en probabilidad a la variable aleatoria X,

si para cada ǫ > 0 se cumple que

lim
n→∞

P ({ω ∈ Ω : |X(ω) −Xn(ω)| > ǫ}) = 0.

La convergencia en probabilidad implica convergencia en distribución.
El lector puede consultar distintas nociones de convergencia, y la relación
entre ellas, en el primer caṕıtulo de [31].

A continuación presentaremos dos teoremas fundamentales sobre dis-
tribuciones asintóticas. A pesar de ser estándar, han sido incluidos, por
un lado para contrastarlos con sus análogos libres, y por otro porque las
demostraciones incluidas ilustran de forma clara el método de momentos.

Teorema 1.1.7 (Ley de los grandes números). Sea (Xn)
∞
n=1 una sucesión

de variables aleatorias escalares independientes e identicamente distribuidas,
denotamos por

Yn :=
X1 + · · · +Xn

n
.
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Entonces, la sucesión de variables aleatorias (Yn)
∞
n=1 converge en probabili-

dad a µ. Donde µ = E[X1].

Demostración. Si X,Y son variables aleatorias independientes, entonces
V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y ), más aún, si λ ∈ R entonces V ar(λX) =
λ2V ar(X). Utilizando que las variables (Xj) son i.i.d. obtenemos que

V ar(Yn) = n
n2V ar(X1) = V ar(X1)

n
, de donde V ar(Yn) → 0. Ahora, uti-

lizando la desigualdad de Chebyshev, tenemos que para cada ε > 0 y para
todo n,

P (|Yn − µ| ≥ ε) ≤ V ar(Yn)

ε2
,

de donde concluimos que P (|Yn − µ| ≥ ε) → 0. Por definición, lo anterior
demuestra que Yn converge en probabilidad a µ.

En el siguiente caṕıtulo presentaremos la versión libre del teorema del
ĺımite central, en donde daremos una prueba de este en el marco de la
Probabilidad no Conmutativa que también proveerá una demostración para
la siguiente versión débil del teorema del ĺımite central clásico.

Teorema 1.1.8 (Teorema del ĺımite central clásico). Sea (Xn)
∞
n=1 una

sucesión de variables aleatorias independientes, identicamente distribuidas,
centradas y con todos sus momentos finitos. Denotamos

Zn :=
X1 + · · · +Xn√

n
.

Entonces la sucesión (Zn)
∞
n=1 converge en distribución a una variable aleato-

ria con distribución Gaussiana y parámetros µ = 0 y σ2 = V ar(X1).

1.2 Probabilidad libre

La probabilidad libre fue introducida por Dan-Virgil Voiculescu en la década
de los 80 en los trabajos [32, 33, 36]. Esta teoŕıa nació con el objetivo de
resolver problemas clásicos en la teoŕıa de álgebras de Von Neumann, siendo
el problema del isomorfismo uno de sus principales objetivos.

Posteriormente la teoŕıa de probabilidad libre tomó distintas vertientes
y actualmente es un área de investigación por śı misma. Esta teoŕıa per-
mite entender a profundidad la naturaleza asintótica de familias de matri-
ces aleatorias de relevancia en diversas áreas, y por ende ha sido utilizada
en numerosas ocasiones al resolver problemas de teoŕıa de la información,
mecánica cuántica y gráficas aleatorias. En [34], el lector puede consultar un
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art́ıculo panorámico sobre los contextos en los cuáles la teoŕıa de probabili-
dad libre ha proliferado, aśı como los conceptos clave desarrollados, mientras
que en [14] se pueden consultar los temas en desarrollo más prometedores de
la actualidad en esta área, dentro de los cuales figura la Teoŕıa de Tráficos.

Además de ser un punto central del cual emanan resultados de impor-
tancia en distintas áreas de las matemáticas, la probabilidad libre ha sido
desarrollada haciendo uso también de diversas áreas de las matemáticas,
siendo el análisis funcional, análisis complejo y la combinatoria enumerativa
las principales áreas utilizadas.

En esta tesis nos interesan las aplicaciones a la teoŕıa de matrices aleato-
rias, por lo que la presentación que se desarrolla a continuación se hará con
esta orientación. Cualquier consulta general en el área se puede hacer en
[29].

Para estudiar espacios de variables aleatorias de manera abstracta pen-
saremos a estas de manera puntual. En vez de ser objetos con una estructura
subyacente, solo serán elementos de un álgebra.

Definición 1.2.1 (Espacio de probabilidad no conmutativo). Un espacio de
probabilidad no conmutativo (A, φ) consiste de una álgebra unitaria A sobre
C y un funcional lineal

φ : A → C; φ(1A) = 1.

La noción de espacio de probabilidad no conmutativo generaliza a la
noción clásica en donde las variables aleatorias śı conmutan.

Ejemplo 1.2.1. Sea (Ω,B, P ) un espacio de probabilidad y sea A = L∞−(Ω, P )
el álgebra de variables aleatorias complejas que tienen todos sus momentos,
es decir

L∞−(Ω, P ) :=
∞
⋂

p=1

Lp(Ω, P ).

Tomamos φ : A → C, dado por φ(X) = E[X] para todo X ∈ A.

Como se observó en la sección anterior, φ = E es un funcional lineal,
además, en L∞−(Ω, P ) la identidad es 1A = 1Ω, es decir, la función con-
stante 1, como

φ(1A) = E[1Ω] =

∫

Ω
1dP (ω) = P (Ω) = 1,

el espacio definido en el ejemplo anterior es en efecto un espacio de proba-
bilidad no conmutativo.
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Ejemplo 1.2.2. Sea A =Mn(C) el espacio de matrices aleatorias complejas
de n × n. Tomemos φ : A → C como la traza normalizada, es decir, para
todo A ∈Mn(C), con A = (aij) definamos

φ(A) := tr(A) =
1

n

n
∑

i=1

aii.

La traza normalizada es un funcional lineal, y cumple que tr(I) = 1
cuando I es la matriz identidad. Nuevamente, el espacio definido en el
ejemplo anterior es un espacio de probabilidad no conmutativo, esta vez con
elementos que no conmutan.

En general, dado un espacio de probabilidad no conmutativo (A, φ),
podemos considerar el espacio Mn(C)⊗A, de matrices con entradas en A,
este con el funcional tr⊗φ = φ◦tr es nuevamente un espacio de probabilidad
no conmutativo. Aśı podemos combinar los Ejemplos 1.2.1 y 1.2.2 para
obtener el siguiente.

Ejemplo 1.2.3. Sea A =Mn(C)⊗L∞−(Ω, P ) el álgebra de matrices cuyas
entradas son variables aleatorias complejas sobre (Ω,B, P ), dada A ∈ A
definimos

φ(A) = E[tr(A)] =
1

n

n
∑

i=1

E[aii].

La identidad en el álgebra anterior es la matriz determinista I, nueva-
mente tenemos φ(I) = 1, obteniendo un espacio de probabilidad no con-
mutativo. En el ejemplo anterior, al igual que en la mayoŕıa de los casos
dentro de la teoŕıa clásica de matrices aleatorias, se considera a las matrices
como ensambles de matrices aleatorias. Una de las razones por las cuales la
probabilidad no conmutativa tiene aplicaciones importantes al estudio de las
matrices aleatorias es que permite tratar a estas como una variable aleatoria
por śı misma.

Dado un espacio de probabilidad no conmutativo fijo, se pueden conside-
rar distintos funcionales sobre él, lo cual dotará de distribuciones distintas
a las variables aleatorias del álgebra, como veremos posteriormente. Por
ejemplo, sea A como en el Ejemplo 1.2.3, el funcional τ : A → C definido
por

τ(A) := E[a11], ∀A ∈ A, (1.5)

también cumple que (A, τ) es un espacio de probabilidad no conmutativo.

Ejemplo 1.2.4. Sea G un grupo y CG el álgebra de grupo de G, es decir
el espacio vectorial sobre los complejos obtenido al tomar los elementos de
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G como base, en donde la multiplicación se define de la manera que sea
distributiva con la suma. Definamos el funcional τG : CG→ C como

τG





∑

g∈G
λgg



 = λe,

donde e es la identidad de G. Entonces (CG, τG) es un espacio de probabi-
lidad no conmutativo.

Para hacer un análisis sobre la distribución de variables aleatorias no
conmutativas es necesario trabajar con espacios de probabilidad no conmu-
tativos equipados con una involución ∗.

Definición 1.2.2 (Espacio de probabilidad-∗ no conmutativo). Diremos
que (A, φ) es un espacio de probabidad-*, si es un espacio de probabilidad
no conmutativo equipado con una involución ∗, que cumple que para todo
a, b ∈ A y λ ∈ C:

• La involución es antilineal: (a+ λb)∗ = a∗ + λb∗.

• (ab)∗ = b∗a∗.

• El funcional φ es positivo: φ(aa∗) ≥ 0.

Si A tiene las primeras dos propiedades, aún cuando no tenga un funcional
φ satisfaciendo el tercer punto, diremos que A es un álgebra-∗.

En el Ejemplo 1.2.1 la involución corresponde a la conjugación compleja,
en 1.2.2 y 1.2.3 a la adjunción matricial, y en 1.2.4 la definimos como la
extensión antilineal de g∗ = g−1 para todo g ∈ G. En todos estos casos, los
funcionales mencionados resultan ser positivos.

Veremos que la positividad del funcional puede ser explotada amplia-
mente cuando el espacio está dotado de una métrica “consistente” con las
operaciones del álgebra. Aún cuando este no es el caso, se pueden inferir
resultados importantes a partir de la positividad. La demostración del sigu-
iente teorema puede ser consultada en el primer caṕıtulo de [29].

Teorema 1.2.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea (A, φ) un espacio
de probabilidad-∗. Para cualquier pareja de elementos a, b ∈ A se tiene la
siguiente desigualdad

|φ(b∗a)|2 ≤ φ(a∗a)φ(b∗b).
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Aśı mismo, ciertas propiedades algebraicas de las variables con respecto
a la involución permitirán obtener resultados sobre su distribución. Es por
esto que se le da un nombre a ciertos tipos de variables aleatorias no con-
mutativas.

Definición 1.2.3. Sea A una álgebra-∗ y a ∈ A.

• Si se cumple que a = a∗ diremos que a es autoadjunto.

• Si a∗a = aa∗ = 1 diremos que a es unitario.

• Si aa∗ = a∗a diremos que a es normal.

1.2.1 Distribuciones-∗
En la sección de probabilidad clásica se definió la distribución de una vari-
able aleatoria como el pushforward de la medida del dominio de la variable
aleatoria al rango R. Notemos que esta definición explota la estructura
subyacente de las variables aleatorias consideradas. En el marco de proba-
bilidad no conmutativa, las variables aleatorias no son más que elementos
de un álgebra por lo que a primera vista no es claro cómo asociarles una
medida de probabilidad sobre R. En la sección de probabilidad clásica
también se discutió la relación entre momentos y distribución, mencionando
casos en los que los momentos codificaban por completo la información de
la distribución. En general, dada una variable aleatoria no conmutativa,
no siempre será posible asociarle una medida, por lo que la información
provéıda por la familia de aplicaciones de momentos (análogo a (1.4)) será
el objeto que más se asemeje a su distribución.

Para hablar formalmente de las familia de aplicaciones de momentos en
este contexto, recurriremos al álgebra C〈x, x∗〉, la cual se define como sigue.

Dado un śımbolo x, sea C〈x, x∗〉 el conjunto de combinaciones lineales
formales con coeficientes complejos de palabras de la forma xε(1)xε(2) · · · xε(k),
donde ε(i) ∈ {1, ∗}. A este tipo de palabras les llamaremos monomios-* de
indeterminadas y cuando sea claro dentro del contexto simplemente las lla-
maremos monomios-∗.

Dicho de otra forma, C〈x, x∗〉 es el espacio vectorial sobre los complejos
generado al tomar como conjunto de vectores base a los elementos del grupo
libre generado por x y x∗.

El producto de monomios-∗ en C〈x, x∗〉 se define como la concatenación
de las respectivas palabras, i.e.

(xε1(1) · · · xε1(k)) · (xε2(l) · · · xε2(l)) = xε(1) · · · xε(k+l),



20 CAPÍTULO 1. PROBABILIDAD LIBRE Y MATRICES ALEATORIAS

en donde ε(j) = ε1(j) si j ≤ k y ε(j) = ε2(j) si j ≥ k. Extendiendo
este producto linealmente a C〈x, x∗〉 obtenemos una álgebra sobre C. Esta
álgebra puede ser pensada como el espacio de polinomios no conmutativos
en las variables x y x∗.

La distribución de una variable aleatoria a ∈ A podŕıa ser definida como
la familia de aplicaciones de momentos mixtos, la versión no conmutativa
de la familia definida en la ecuación (1.4). Sin embargo, la familia de apli-
caciones de momentos involucra a la variable aleatoria en śı, y como se
mencionó anteriormente la distribución es un concepto que debe de estar
definido sobre un espacio genérico y común a todas las variables aleatorias,
independientemente del espacio en donde viven.

Introduciremos este concepto con minuciosa formalidad con el fin de
motivar apropiadamente el concepto de distribución cuando se trabaje con
la noción extendida de momento en los espacios de tráficos.

Definición 1.2.4 (Distribución-∗). Sea (A, φ) un espacio de probabilidad-
∗ y a ∈ A. La distribución* de a se define como el funcional lineal µ :
C〈x, x∗〉 → C dado por:

µ(xε(1) · · · xε(k)) = φ(aε(1) · · · aε(k))

Para todo k ≥ 0 y todo ε(1), · · · , ε(k) ∈ {1, ∗}.

Sea P ∈ C〈x, x∗〉 y a ∈ A, podemos pensar a P como un polinomio,
dando sentido a P (a) ∈ A, es decir, a la evaluación de P en a.

Definición 1.2.5 (La aplicación evaluación). Sea A una álgebra-∗. Dada
x = (xj)j∈J una familia de indeterminadas y a = (aj)j∈J una familia de
variables aleatorias no conmutativas de A. Definimos la aplicación evala,
como la función lineal

evala : C〈x,x∗〉 → A,

que cumple que para cada P ∈ C〈x,x∗〉, eval(P ) := P (a), donde P (a) es el
elemento en A obtenido al sustituir las indeterminadas que aparecen en P

por los respectivos elementos en a que tienen el mismo ı́ndice.

De manera análoga, definimos la distribución-∗ conjunta de variables
aleatorias no conmutativas como la familia de aplicaciones de momentos
mixtos. Formalmente, dada una familia de ı́ndices J consideraremos la
familia de indeterminadas x = (xi)J y tomaremos a C〈x,x∗〉 como el álgebra
libre sobre C generada por los śımbolos en x ∪ x∗, donde x∗ = (x∗i )i∈J .
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Es decir, al álgebra que consiste de las combinaciones lineales finitas de
monomios de la forma

x
ε(1)
j(1)

· · · xε(k)
j(k)

,

donde j(i) ∈ J y ε(i) ∈ {1, ∗} para todo i ∈ [k]. Dando la siguiente
definición.

Definición 1.2.6 (Distribución-∗ conjunta). Sea (A, φ) un espacio de pro-
babilidad-∗ y a ⊂ A una familia de variables aleatorias indexada por la
familia de ı́ndices J , es decir, a = (ai)i∈J . La distribución conjunta de la
familia a está dada por la aplicación lineal µa : C〈x,x∗〉 → C, dada por

µa(x
ε(1)
j(1) · · · x

ε(k)
j(k)) = φ(a

ε(1)
j(1) · · · a

ε(k)
j(k)),

para todo ε : [k] → J y j : [k] → J .

1.2.2 Distribuciones anaĺıticas asociadas

Como se mencionó anteriormente, nociones métricas en el ágebra-* nos per-
mitirán asociar medidas a algunas de las variables aleatorias.

Observación 1.2.1. Sea H un espacio de Hilbert y B(H) el espacio de o-
peradores acotados sobre H. Si en B(H) tomamos a la involución ∗ como
la adjunción de operadores, este espacio se vuelve una álgebra-∗. Más aún,
cualquier subálgebra de B(H), cerrada bajo adjunción, es también una álgebra-
∗.

Por otro lado, es posible caracterizar a las álgebras-* que se pueden
encajar en un espacio de operadores acotados sobre un espacio de Hilbert.
Un desarrollo detallado de esto se lleva a cabo en [22].

Definición 1.2.7 (Álgebra de Banach). Sea A una álgebra compleja. La
pareja (A, || · ||) es un álgebra de Banach si se cumple que || · || es una norma
cuando A es visto como espacio vectorial, dicha norma es completa y cumple
la siguiente condición de continuidad respecto a la multiplicación

||ab|| ≤ ||a||||b||.

Para las álgebra de Banach que son álgebra-∗ se puede pedir una condición
de continuidad para la involución que la dota de una topoloǵıa suficiente-
mente fuerte para enunciar teoremas espectrales.
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Definición 1.2.8 (Álgebra C*). Decimos que (A, || · ||) es una álgebra C* si
es un álgebra-∗, una álgebra de Banach y el operador ∗ cumple la siguiente
condición respecto a la norma

||a∗a|| = ||a||2.

Gelfand y Naimark demostraron que cualquier álgebra-∗ tiene una repre-
sentación isométrica [11], conocida como la representación GNS, obteniendo
el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2 (Representación Gelfand-Naimark-Segal). Dada A una álgebra
C*, existe un espacio de Hilbert H y una isometŕıa-∗ π : A → B(H).

Notemos que combinando el resultado anterior con el teorema de re-
presentación de Riesz, además de que podemos representar muchas de las
álgebras de espacios de probabilidad-∗ no conmutativos, también podemos
representar sus funcionales a través del producto interior en el espacio de
Hilbert asociado.

Los teoremas de representación de Gelfand-Naimark hacen un fuerte uso
del análisis espectral de operadores.

Definición 1.2.9 (Espectro). Sea H un espacio de Hilbert y T ∈ B(H).
Diremos que λ ∈ C está en el espectro de T si T −λI no es invertible, donde
I es el operador identidad. De esta manera, para cada T , el espectro de T
es un subconjunto de C que denotaremos por σ(T ).

En el caso en el que H tiene dimensión finita n, tenemos que B(H) ∼=
Mn(C). Dada A ∈Mn(C) es claro que σ(A) es el conjunto de eigenvalores de
A. En el caso de matrices, los eigenvalores de una matriz dan un descripción
tangible de esta, de la misma manera en que propiedades de la matriz se
ven reflejadas en su conjunto de eigenvalores. Por ejemplo, es conocido que
si una matriz es hermitiana, es decir A∗ = A, entonces es diagonalizable y
todos sus eigenvalores son reales.

Análogamente, si T ∈ B(H) es un operador autoadjunto, es decir T ∗ = T ,
entonces σ(T ) ⊂ R. Si T es un operador unitario, es decir TT ∗ = I, entonces
σ(T ) ⊂ T, donde T es el grupo de complejos unitarios, una prueba de
esto último puede ser consultada en el primer caṕıtulo de [22]. Si T es un
operador positivo, o equivalentemente si existe S tal que T = SS∗ entonces
σ(T ) ⊂ R

+.
En general, independientemente de las propiedades del operador T , se

cumple que σ(T ) es un subconjunto compacto y no vaćıo de C. A contin-
uación presentamos un resultado que se desprende del teorema espectral.
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Teorema 1.2.3 (Cálculo funcional). Sea T un operador autoadjunto aco-
tado de un espacio de Hilbert H. Entonces hay un único homomorfismo-
∗ isométrico y continuo, Φ : C(σ(T )) → B(H). A Φ se le conoce como
el cálculo funcional de T y satisface que si f(z) ∈ C(σ(T )) es la función
f(z) = z, entonces Φ(f) = T .

Regresando al problema de asociar medidas a variables aleatorias no
conmutativas, sea (A, φ) un espacio de probabilidad-∗ no conmutativo tal
que A es una álgebra C*, sea a ∈ A autoadjunta. Sabemos que hay un
encaje π de A en una álgebra de operadores B(H). Como a es autoadjunta,
T := π(a) también es autoadjunto, por lo que podemos tomar el cálculo
funcional Φ : C(σ(T )) → B(H).

Sea A′ el álgebra C* unitaria generada por a, i.e. A′ := cl(〈a, 1A〉). Si
φ′ = φ ↾A′ , entonces (A′, φ′) es un espacio de probabilidad-∗ no conmutativo.
Notemos que la cadena

A′ ι−֒→ A π−֒→ B(H)
Φ−1

−֒−→ C(σ(T )),

induce una biyección entre A′ y C(σ(T )) 2, lo cual permite pensar al fun-
cional φ′ a un funcional ℓ sobre C(σ(T )). La positividad de φ induce pos-
itividad en φ′ y esta se traduce en la positividad de ℓ. Por el teorema de
Riesz-Markov (Teorema 1.1.1), existe una medida µ que cumple que

ℓ(f) =

∫

σ(T )
f(x)dµ(x),

para toda f ∈ C(σ(T )). Notemos que a a ∈ A′ le corresponde la función
x 7→ x en C(σ(T )) y a 1A le corresponde la función constante 1 sobre σ(T ),
por lo que a an le corresponde la función xn para todo entero no negativo
n, por la construcción de ℓ obtenemos

φ(an) = ℓ(xn) =

∫

σ(T )
xndµ(x).

Es decir, los momentos de a y los de µ coinciden. Más aún, como φ es un
funcional unitario, φ′(1A′) = φ(1A) = 1 y por lo tanto

1 = φ′(1A′) =

∫

σ(T )
1dµ = µ(σ(T )),

2Es importante mencionar que en el diagrama anterior estamos cometiendo un abuso
de notación, ya que Φ−1 no está definido en todo B(H), sin embargo śı está en la imagen
de la inclusión que estamos considerando.
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con lo cual se concluye que µ es una medida de probabilidad. Finalmente,
como T es autoadjunto, σ(T ) ⊂ R. Estos resultados se resumen en el si-
guiente teorema.

Teorema 1.2.4 (Definición de distribución anaĺıtica). Sea (A, φ) un espa-
cio de probabilidad-∗ no conmutativo tal que A tiene estructura de álgebra
C*. Sea a ∈ A una variable aleatoria autoadjunta. Existe una medida de
probabilidad con soporte compacto µ sobre R que cumple que

φ(an) =

∫

R

xndµ(x).

A la medida µ se le conoce como la distribución anaĺıtica de a.

Existe una versión más general del cálculo funcional para el caso en el
que a es normal [25], un argumento análogo al anterior da como resultado
el siguiente teorema.

Teorema 1.2.5. Sea (A, φ) un espacio de probabilidad-∗ no conmutativo.
Sea a ∈ A una variable aleatoria normal. Entonces a tiene distribución
anaĺıtica de soporte compacto µ sobre C, tal que para cualesquiera k, l enteros
no negativos se tiene

φ(ak(a∗)l) =
∫

C

zkzldµ(z).

Como la medida se construye sobre el espectro, en el caso en el que se
toma una variable aleatoria unitaria u, dado que u es también normal tiene
una distribución sobre C, como es unitaria su espectro está contenido en T

al igual que el soporte de su medida.
Más en general, dada una familia finita de n variables aleatorias nor-

males que conmutan entre śı, es posible asociarles una distribución anaĺıtica
conjunta sobre Cn que tenga los mismos momentos mixtos. Actualmente, no
hay un método general para analizar casos en donde no haya conmutativi-
dad, dejando clara la necesidad de una extensi’on de la teoŕıa de probabilidad
libre.

1.2.3 Independencia Libre

La noción de independencia libre fue introducida por Voiculescu. Aunque
originalmente el concepto surgió en el marco de álgebras de Von Neumann,
posteriormente, este descubrimiento resultó ser relevante en varias áreas de
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las matemáticas. Hay varias formas de hablar de este concepto, la exposición
que damos a continuación principalmente se basa en los Caṕıtulos 5 y 6 de
[29].

Definición 1.2.10 (Independencia Libre de Álgebras). Sea (A, φ) un espa-
cio de probabilidad no conmutativo e I un conjunto de ı́ndices. Para cada
i ∈ I sea Ai una subálgebra unitaria de A.
Diremos que las subálgebras (Ai)i∈I son independientes en el sentido libre si
para toda k-tupla a1, a2, . . . , ak con aj ∈ Aij , se tiene que bajo la hipótesis
de que φ(aj) = 0 para todo j = 1, · · · k y i1 6= i2 6= · · · 6= ik, se puede concluir
que

φ(a1 · · · ak) = 0.

Diremos que un conjunto de variables aleatorias son independientes si
las álgebras unitarias generadas por ellas lo son. La definición anterior, para
variables aleatorias, se traduce en la siguiente.

Definición 1.2.11. [Independencia libre para v.a.n.c.] Sea (A, φ) un espa-
cio de probabilidad no conmutativo e I un conjunto de ı́ndices. Las variables
aleatorias no conmutativas (ai)i∈I son libres si para cualesquiera polinomios
P1, . . . , Pk ∈ C〈x〉 y cualesquiera ai1 , . . . , aik con i1 6= i2 6= · · · 6= ik se
cumple que

φ(P1(ai1) · · ·Pk(aik)) = 0,

siempre que se cumpla que φ(Pj(aij )) = 0 para todo j = 1, . . . , k.

Cuando el espacio sea un espacio de probabilidad-∗, la independencia
libre-* entre variables aleatorias requiere que las álgebras-* unitarias gener-
adas sean libremente independientes, por lo que la definición anterior cambia
a, en vez de solo considerar polinomios en C〈x〉, también se deben considerar
los polinomios en C〈x, x∗〉.

El nombre libre viene precisamente del hecho de que el producto univer-
sal ∗ corresponde al producto libre de álgebras. Para motivar tomemos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.5. Del ejemplo 1.2.4 recordemos que, dado un grupo G, (CG, τG)
es un espacio de probalidad-*. Sea I un conjunto de ı́ndices y (Gi)i∈I es
una familia de subgrupos. Es fácil ver que los siguientes dos enunciados son
equivalentes.

• Los grupos (Gi)i∈I son libres.

• Las álgebras (CGi)i∈I son independientes en el sentido libre en el es-
pacio de probabilidad no conmutativo (CG, τG).
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Más generalmente, dado un conjunto de espacios de probabilidad no conmu-
tativos, se pueden obtener realizaciones independientes en el sentido libre
de estos espacios, encajándolos en su producto libre.

Definición 1.2.12 (Producto libre de álgebras unitarias). Sea (Ai)i∈I una
familia de álgebras unitarias. El producto libre de (Ai, φi)i∈I con iden-
tificación de unidades es una álgebra unitaria A junto con una familia
de homeomorfismos unitarios (Vi : Ai → A)i∈I , cumpliendo la siguiente
propiedad universal. Siempre que B sea una álgebra unitaria sobre C y
(Wi : Ai → B)i∈I una familia de homeomorfismos, entonces existe un único
homeomorfismo Φ : A → B cumpliendo que Φ ◦ Vi =Wi para toda i ∈ I.

Se puede demostrar a partir de la propiedad universal que el álgebra A
es única salvo isomorfismos y que los morfismos Vi son encajes, por lo que
podemos pensar a las álgebras en la familia como subálgebras del producto
libre, en donde la unidad de A es la unidad de todas. Esta última forma de
pensar el producto libre es la canónica y la denotaremos por

∗
i∈I

Ai.

Notemos que en el producto A := ∗
i∈I

Ai las álgebras Ai solo coinciden en el

álgebra generada por la unidad, es decir en C1A. Para cada i ∈ I sea A0
i un

espacio subespacio de Ai de codimensión 1 complemento del espacio C1A.
De lo mencionado anteriormentetenemos tenemos que las subálgebras A0

i

son ajenas, por lo que aunque la misma álgebra aparezca más de una vez en
el producto (por ejemplo B ∗B ∗ B), sus respectivos encajes solo coincidirán
en C1A. Con esto en mente, podemos dar una descripción tangible del
producto libre.

∗
i∈I

Ai = C1⊕









∞
⊕

n=1

⊕

i1,...,in∈I
i1 6=i2 6=···6=in

Wi1,...,in









. (1.6)

En donde para cada n-tupla de ı́ndices que cumple i1 6= i2 6= · · · 6= in,
definimos a Wi1,...,in como el álgebra generada por los elementos de la forma
a1 . . . an que cumplen que aj ∈ Aij para j = 1, . . . , n.

Con esta última descripción en mano podemos definir el producto libre
de espacios de probabilidad no conmutativos.

Definición 1.2.13 (Producto libre de espacios de probabilidad). Sea (Ai, φi)i∈I
una familia de espacios de probabilidad no conmutativos. Para cada i ∈ I
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sea A0
i := Ker(φi). Definimos el producto libre de estos espacios como el es-

pacio de probabilidad no conmutativo (A, φ), donde A := ∗
i∈I

Ai y φ : A → C

es el un morfismo unitario que cumple que

Ker(φ) =









∞
⊕

n=1

⊕

i1,...,in∈I
i1 6=i2 6=···6=in

Wi1,...,in









.

Donde los Wi1,...,in están definidos como antes tomando las subálgebras A0
i :=

Ker(φi) para cada i ∈ I.
En la definición anterior, los encajes de las álgebras (Ai)i∈I son inde-

pendientes en el sentido libre, ya que para cada i ∈ I, el conjunto A0
i es el

conjunto de los elementos centrados de la respectiva álgebra y los elementos
en los conjuntos de la forma Wi1,...,in son precisamente los productos que se
deben de anular para que se satisfaga la condición pedida en la Definición
1.2.10.

Dada una familia de álgebras, cualquier álgebra que las contenga se puede
obtener como el cociente del producto libre de estas, en donde el cociente
está inducido por las relaciones algebraicas entre los elementos de distintas
álgebras. Entonces, si un conjunto de variables aleatorias es independiente
en el sentido libre, estas tienen muy pocas relaciones algebraicas entre śı.
Como la conmutatividad es un tipo de relación algebraica, es de esperarse
que la teoŕıa de probabilidad libre sea una teoŕıa altamente no-conmutativa.

Para concluir esta sección expondremos la manera estándar de calcular
momentos mixtos de variables libres.

Ejemplo 1.2.6. Sea (A, φ) un espacio de probabilidad no conmutativo. Sean
a1, a2, b ∈ A variables que cumplen que {a1, a2} es libre de b.

Para calcular φ(a1ba2), notemos que como las variables no están cen-
tradas no es posible aplicar directamente la Definición 1.2.11. Para resolver
esto basta observar que a1 −φ(a1)1A, a2 − φ(a2)1A y b− φ(b)1A son libres y
centradas, por lo que

φ((a1 − φ(a1)1A)(b− φ(b)1A)(a2 − φ(a2)1A)) = 0.

Después de desarrollar el producto dentro de φ, utilizar la linearidad de este
y cancelar términos correspondientes, se obtiene

φ(a1ba2) = φ(a1a2)φ(b). (1.7)
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En el caso particular en que a2 = 1A tenemos que

φ(a1b) = φ(a1)φ(b). (1.8)

Las ecuaciones (1.7) y (1.8) brindan reglas importantes para factorizar
momentos mixtos. Por ejemplo, si ahora A = {a1, a2, a3}, B = {b1, b2} y
C = {c1, c2, c3} son libres, para calcular φ(a1c1a2c2b1b2c3a3), notemos que
por la asociatividad y conmutatividad de la noción de independencia libre, la
familia A∪C es libre de B, por lo que utilizando la ecuación (1.7) obtenemos
φ(a1a2c1c2b1b2c3a3) = φ(a1a2c1c2c3a3)φ(b1b2). Luego, como A y C son
libres tenemos que φ(a1a2c1c2c3a3) = φ(a1a2a3)φ(c1c2c3). Concluyendo que

φ(a1a2c1c2b1b2c3a3) = φ(a1a2a3)φ(b1b2)φ(c1c2c3).

En cambio, la misma técnica no puede ser aplicada para calcular

φ(a1c1c2a2b1c3a3).

Es natural preguntarse cuándo un momento mixto es igual al producto de
los momentos en cada álgebra. Este se puede hacer analizando la combina-
toria del producto dentro del funcional. Dado un producto w1w2 · · ·wn de
variables aleatorias no conmutativas, pertenecientes a algunas álgebras que
se sabe que son libres, podemos asociarle una partición del conjunto [n] en
donde cada bloque estará conformado por el conjunto de ı́ndices que cumplen
que las respectivas variables están en una misma álgebra. Por ejemplo, la
partición del conjunto {1, 2, . . . , 8} asociada al producto a1a2c1c2b1b2c3a3, es
{{1, 2, 8}, {5, 6}, {3, 4, 7}} y la partición asociada al producto a1c1c2a2b1c3a3
es {{1, 4, 7}, {5}, {2, 3, 6}}. Las cuales se pueden representar en diagramas
de la siguiente forma

Notemos que el primero corresponde a una partición que no se cruza
mientras que el segundo a una que śı se cruza. Se puede ver que los productos
que se pueden factorizar bajo el funcional son precisamente aquellos cuya
partición asociada es una partición que no se cruza.

Al igual que en el ejemplo anterior, la ret́ıcula de particiones que no
se cruzan surge de forma natural cuando se estudia la combinatoria de la
probabilidad libre.

1.2.4 Distribuciones asintóticas en probabilidad no conmu-

tativa

Dado que la noción de distribución anaĺıtica solo se tiene para algunas varia-
bles aleatorias no conmutativas, en la teoŕıa de probabilidad no conmutativa,
la convergencia en distribución se define como la convergencia en momentos.
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Figura 1: En cada diagrama muestra las envolventes convexas de los puntos
que corresponden a elementos en un mismo bloque en la respectiva partición.

Definición 1.2.14 (Convergencia en distribución). Sea (an)
∞
n=1 una sucesión

de variables aleatorias no conmutativas, con an en el espacio de probabilidad-
∗ (An, φn). Diremos que la sucesión converge en distribución a a ∈ A,
donde (A, φ) es un espacio de probabilidad-∗, si las familias de aplicaciones
de momentos mixtos de cada an convergen a la familia de aplicaciones de
momentos de a. En otras palabras, si para cada cada k entero positivo y
cualesquiera ε1, . . . , εk ∈ {∗, 1}, se cumple que

lim
n→∞

φn(a
ε1
n · · · aεkn ) = φ(aε1 · · · aεk).

De manera más general, se define la convergencia en distribución con-
junta, como la convergencia en momentos mixtos.

Definición 1.2.15 (Convergencia en distribución conjunta). Sea I un con-
junto de ı́ndices y ((ai,n)i∈I)∞n=1 una familia de sucesiones de variables aleato-
rias no conmutativas, cada una en un espacio de probabilildad-* (An, φn).
Diremos que la sucesión converge a la familia de variables aleatorias no con-
mutativas (ai)i∈I en el espacio de probabilidad-∗ (A, φ), si se cumple que para
todo k, para cualesquiera i1, . . . , ik ∈ I y cualesquiera ε1, . . . , εk ∈ {∗, 1}, se
cumple que

lim
n→∞

φ(aε1i1,na
ε2
i2,n

· · · aεkik,n) = φ(aε1i1 · · · a
εk
ik
).

Por el Teorema 1.2.5, si las variables consideradas son normales, cada
una de ellas tendrá una distribución anaĺıtica con soporte compacto. Las
variable ĺımite también será normal con distribución anaĺıtica con soporte
compacto. En este caso, las distribuciones asociadas a las variables de la
sucesión convergerán a la distribución asociada a la variable aleatoria ĺımite.
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Sea (an)
∞
n=1 una sucesión de variables aleatorias autoadjuntas, indepen-

dientes, ya sea en el sentido tensorial o en el libre, e identicamente dis-
tribuidas en el espacio de probabilidad-∗ (A, φ). Sean

yn =
a1 + · · ·+ an

n
, zn =

a1 + · · · + an√
n

.

Estudiaremos la distribución de yn y zn por el método de momentos. Sean
m y n enteros positivos fijos, entonces, dado que φ es lineal

φ((a1 + · · ·+ an)
m) =

∑

r:[m]→[n]

φ(ar(1) · · · ar(m)). (1.9)

Ahora, tal y como se mostró en la sección anterior, la independencia de
a1, . . . , an nos da una regla para expresar sus momentos mixtos en términos
de sus momentos individuales. La manera en que φ se descomponga en las
distribuciones marginales dependerá de la función r que se esté considerando.
Espećıficamente, si r y s son funciones de [m] a [n], dado que las variables
a1, . . . , an son independientes e idénticamente distribuidas, tendremos que

φ(ar(1) · · · ar(m)) = φ(as(1) · · · as(m)),

si para todo i, j ∈ [m] se cumple que , r(i) = r(j) si y solo si s(i) = s(j).
Esto motiva el concepto de kernel.

Definición 1.2.16 (Kernel de una función). Sea X cualquier conjunto y
r : [m] → X. Definimos el kernel de r, denotado por ker(r), como la
partición en P(m), cuyos bloques están dados por las imágenes inversas de
los elementos en Im(r). Es decir, cualesquiera i, j ∈ [m] están en un mismo
bloque de ker(r), si y solo si r(i) = r(j).

Con esto, la observación anterior se puede reformular como el hecho de
que para toda π ∈ P(m), el valor del funcional evaluado en los productos
asociados a las funciones cuyo kernel es π, tienen un valor común que de-
notaremos por f(π). Ahora notemos que para cada π ∈ P(m), si |π| es la
cantidad de bloques de π, entonces el número de funciones r : [m] → [n] con
ker(r) = π, es n(n−1) · · · (n−|π|+1), pues a cada bloque le corresponde un
valor distinto en [n]. Si denotamos por (n)|π| al valor n(n−1) · · · (n−|π|+1),
podemos rescribir la ecuación (1.9) como

φ((a1 + · · ·+ an)
m) =

∑

π∈P(m)

f(π)(n)|π|. (1.10)
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Entonces, si queremos estudiar el ĺımite de φ(ymn ) cuando n tiende a infinito,
basta dividir la suma anterior por nm y calcular el ĺımite. Dado que (n)|π|
es asintótico a n|π|, todos los términos asociados a una partición π con
|π| < m serán asintóticamente 0, por lo que en el ĺımite los únicos términos
representativos son aquellos asociados a particiones con m bloques. Por otro
lado, la única partición con m bloques es 1m. Además, por lo demostrado
en la sección anterior, si a y b son variables aleatorias no conmutativas,
entonces φ(ab) = φ(a)φ(b), si a y b son independientes ya sea en el sentido
libre o tensorial. De aqúı que f(1m) = φ(a1)

m y por lo tanto

lim
n→∞

φ(ymn ) = φ(a1)
m.

Si llamamos µ = φ(a1), por el método de momentos, concluimos que la
distribución ĺımite de yn es δµ. Lo cual nos da una demostración de la ley
de los grandes números, tanto para el caso clásico como para el libre. Es
importante notar, que aunque en este caso las distribuciones ĺımites son
iguales tanto en el caso libre como en el clásico, no siempre pasa esto. De
hecho, veremos a continuación, que la distribución “gaussiana” libre, no es
igual a la distribución gaussiana clásica.

Ahora, supongamos que las variables aleatorias no conmutativas de la
sucesión (an)

∞
n=1 son centradas y de varianza σ2, es decir φ(a1) = 0 y

φ(a21) = σ2. Para analizar el ĺımite de φ(zmn ) tenemos que dividir la suma en
la ecuación (1.10), por n

m
2 . Notemos que los términos asociados a particiones

con menos de m
2 bloques son asintóticamente 0. Por otro lado, supongamos

que π ∈ P(m) tiene un singulete, es decir, un bloque de tamaño uno. Si
las variables aleatorias son independientes en el sentido clásico, podemos
directamente factorizar el elemento asociado al singulete, y dado que las
variables consideradas son centradas, el producto asociado a π será cero. Si
las variables son independientes en el sentido libre, recordemos de la sección
anterior, que si {a1, a2} es libre de {b}, entonces φ(a1ba2) = φ(a1a2)φ(b)
y φ(a1b) = φ(a1)φ(b) = φ(ba1). Entonces, independientemente de cuál
sea el singulete en la partición, podremos factorizar en φ el elemento aso-
ciado a este y nuevamente el producto será cero. Por lo tanto, para que
f(π) 6= 0, todos los bloques de π tendrán que tener más de un bloque,
luego, dado que solo nos interesan las particiones con |π| ≥ m

2 , concluimos
que las únicas particiones cuyo valor asociado es asintóticamente represen-
tativo son los emparejamientos. Por lo tanto, los momentos impares de zn
son asintóticamente cero. Para analizar los momentos pares analizemos por
separado el caso libre y el clásico.

• Caso clásico: Sea P2(m) el conjunto de emparejamientos de m. Note-
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mos que si π ∈ P2(m), utilizando que las variables son independientes
en el sentido tensorial, tenemos que f(π) = φ(a21)

m
2 = σm, independi-

entemente de π. Con esto, basta contar la cantidad de emparejamien-
tos. Sea m = 2k, entonces

|P2(m)| = 1

k!

(

2k

2

)(

2k − 2

2

)

· · ·
(

2

2

)

=
(2k)!

2kk!
.

De aqúı que

lim
n→∞

φ(zmn ) =
∑

π∈P2(m)

f(π) =

{

(2k)!
2kk!

σ2k si m = 2k.

0 si m es impar.
(1.11)

Estos son preciasamente los momentos de una distribución gaussiana
centrada con varianza σ2, la cual, como demostramos en la sección
anterior, está determinada por sus momentos. Con esto, obtenemos
una demostración del teorma del ĺımite central clásico.

• Caso libre: Tomemos r : [m] → [n] tal que ker(r) ∈ P2(m). Recorde-
mos que una de las caracterizaciones de independencia libre es que un
producto de elementos centrados, donde cualesquiera dos consecutivos
son libres, es también centrado. Por lo tanto, si no hay un j ∈ [m] tal
que r(j) = r(j +1), entonces el producto se anulará. Por otro lado, si
r(j) = r(j + 1) para algún j entonces

φ(ar(1) · · · ar(m)) = φ(ar(j)ar(j+1))φ





∏

i 6=j,j+1

ar(i)



 .

Y ahora podemos repetir lo mismo con el producto restante, pensando
a la restricción de r sobre [m]\j, j + 1 como una función sobre [m−2].
Iterando este proceso, notemos que si en cada paso de la reducción
encontramos dos elementos consecutivos iguales al final tendremos

φ(ar(1) · · · ar(m)) = φ(a21)
m
2 = σm.

De lo contrario, el producto se anulará bajo φ. Es fácil ver que la
condición de encontrar siempre dos concecutivos es equivalente a la
condición de que π ∈ NC2(m), donde NC2(m) es el conjunto de em-
parejamientos que no se cruzan. Es un resultado clásico, el cual puede
ser consultado en [29], que la cantidad de emparejamientos de [2k]
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que no se cruzan es igual al k-ésimo número de Catalán, dado por
Ck := 1

k+1

(

2k
k

)

. Por lo que en este caso obtenemos

lim
n→∞

φ(zmn ) =
∑

π∈P2(m)

f(π) =

{

Ckσ
2k si m = 2k.

0 si m es impar.
(1.12)

Para concluir la demostración del caso libre, resta encontrar una distribución
que tenga los momentos indicados. Esta resulta ser la distribución semicir-
cular.

Definición 1.2.17 (Distribución semicircular). Dado σ un real positivo.
Definimos la distribución semicircular con varianza σ2 como la medida de
probailidad sobre los reales inducida por la función de densidad

ρ(t) =
1

2πσ

√

4− t2

σ2
· 1−2σ2≤t≤2σ2 .

Como la distribución semicircular es simétrica, es claro que los momentos
impares una variable aleatoria semicircular serán 0. Integrando por partes
se puede demostrar que los momentos pares de la distribución semicircular
coinciden con los respectivos números de Catalán multiplicado por la res-
pectiva potencia de σ. Dado que la distribución semicircular tiene soporte
compacto, está determinada por sus momentos. Con esto se concluye el
siguiente teorema.

Teorema 1.2.6 (Teorema del ĺımite central libre). Sea (A, φ) un espacio
de probabilidad-∗ y (an)

∞
n=1 una sucesión de variables aleatorias libres, au-

toadjuntas, centradas e idénticamente distribuidas. Entonces la sucesión

zn :=
a1 + · · ·+ an√

n
,

converge en distribución a una variable aleatoria con distribución semicir-
cular de parámetro σ, donde σ2 = φ(a21).

Esto establece una analoǵıa entre la distribución del semićırculo y la
distribución Gaussiana clásica. Esta analoǵıa se puede extender a medidas
infinitamente divisibles [3].

1.3 Matrices Aleatorias

La teoŕıa moderna de matrices aleatorias se originó en el marco de la f́ısica
nuclear y hasta la fecha ambas áreas se mantienen entrelazadas. Sin em-
bargo, en décadas recientes se han encontrado numerosas aplicaciones de la
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teoŕıa de matrices aleatorias a distintas áreas de las matemáticas. Entre
estas figuran la teoŕıa de números, la teoŕıa de gráficas y el estudio de sis-
temas de comunicación inalámbrica. A su vez, los problemas relacionados
con matrices aleatorias han sido resueltos en marcos diversos. Sin duda, en
la actualidad, el análisis armónico y la combinatoria son dos herramientas
fundamentales para el estudio de esta teoŕıa. En esta tesis presentaremos
un estudio combinatorio de las matrices aleatorias originado en el marco de
la probabilidad libre.

Para el estudio de matrices aleatorias en general, referimos al lector a [9]
para un estudio profundo del tema en el contexto de f́ısica cuántica, a [13] y
[31] como referencias que abarcan desde un nivel introductorio hasta temas
especializados, y a [21] como referencia para entender las conexiones entre
matrices aleatorias y probabilidad libre.

El espectro de una matriz aleatoria, es decir el conjunto de sus eigen-
valores, es un objeto relevante en muchas de las aplicaciones de la teoŕıa de
matrices aleatorias.

Recordemos que dos matrices A,B ∈ MN (C) se dicen unitariamente
equivalentes si existe una matriz unitaria U con A = UBU∗. El teorema
espectral en dimensión finita nos da una importante condición de diagona-
lización.

Teorema 1.3.1 (Teorema espectral para matrices). Una matriz cuadrada
es normal si y solo si es unitariamente equivalente a una matriz diagonal.
Más aún, si la matriz es autoadjunta entonces su espectro está contenido en
los reales.

Geométricamente, en el caso de matrices reales, el teorema anterior
puede ser entendido como que la condición de normalidad de una matriz
es equivalente a la condición de que una matriz sea isométricamente equiva-
lente a una expansión.

De la definición de matriz normal es claro que si una matriz es au-
toadjunta o unitaria, entonces es normal. A continuación presentaremos
resultados clásicos que serán retomados posteriormente sobre las matrices
aleatorias autoadjuntas (matrices de Wigner), sobre las matrices aleatorias
uniformes unitarias (matrices unitarias de Haar), y sobre matrices aleatorias
de permutación, las cuales son un subconjunto de las unitarias.

1.3.1 Matrices de Wigner

Una matriz aleatoria hermitiana, o autoadjunta, es una matriz que es tomada
de forma aleatoria dentro del conjunto de matrices hermitianas. Esto puede
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hacerse de varias maneras, nosotros nos enfocaremos en el estudio del modelo
introducido por el f́ısico Eugene Wigner para el estudio de núcleos pesados.

Definición 1.3.1 (Matriz de Wigner). Una matriz aleatoria WN = (wij)
de N ×N es una matriz de Wigner si las variables aleatorias wij son con-
juntamente independientes para todo 1 ≤ i ≤ j ≤ N y wij = wji para todo
1 ≤ i, j ≤ N . Más aún, pediremos que las variables aleatorias wij sean
centradas con V ar(wij) = 1

N
para todo i 6= j, y V ar(wii) = 2

N
para todo

1 ≤ i ≤ N , y que wij sean identicamente distribuidas para todo i < j, aśı
como las wii para todo i.

Como las matrices de Wigner son matrices autoadjuntas , los eigenvalores
de cualquier realización de una matriz de Wigner serán reales. Entonces,
los eigenvalores de una matriz de Wigner son variables aleatorias reales, y
su espectro puede ser pensado como un vector aleatorio real de tamaño N .
Dentro de las matrices de Wigner los ensambles gaussianos son de particular
interés.

Definición 1.3.2 (GOE y GUE). Un ensamble gaussiano de dimemsión
N , digamos BN , es una matriz de Wigner de N ×N en donde sus entradas
son variables aleatorias gaussianas. Si las entradas fuera de la diagonal son
reales diremos que BN es el ensamble gaussiano ortogonal (GOE) y cuando
son complejas lo llamaremos el ensamble unitario gaussiano (GUE).

Los ensambles GOE y GUE son de relevancia dentro de la f́ısica cuántica,
ya que se usan como un modelo en el estudio de espectros altamente excita-
dos de algunos sistemas cuánticos [9]. Por otro lado, dado que son matrices
aleatorias cuya distribución es invariante bajo conjugación unitaria y en
donde los momentos mixtos de sus entradas pueden ser manejados con rel-
ativa facilidad, por ejemplo con la fórmula de Wick (Caṕıtulo 1 de [21]),
estos ensambles han sido estudiados ampliamente. Por ejemplo, se conoce
la fórmula expĺıcita para su distribución conjunta de eigenvalores.

Teorema 1.3.2 (Densidad conjunta de eigenvalores). Sea BN un ensable
gaussiano con eigenvalores λ1, . . . , λN , entonces la densidad de la distribución
conjunta de estos está dada por la fórmula

ρ(λ1, . . . , λN ) =
1

Gβ,N
exp

(

−β
2

∑

λ2j

)

∏

1≤j<k≤N

|λk − λj |β, (1.13)

donde β es el ı́ndice de Dyson, este vale 1 cuando el ensamble es el GOE y
2 cuando se considera el GUE. Gβ,N es la respectiva constante de normal-
ización.
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Notemos que dentro de la expresión (1.13) aparece como factor el de-
terminante de Vandermonde asociado al conjunto de eigenvalores. Esto nos
dice que la densidad se vuelve pequeña cuando dos eigenvalores son cer-
canos. En otras palabras, hay un fenómeno de repulsión entre los eigenval-
ores, ejemplificando con esto el alto nivel de dependencia que hay entre ellos.
Esta dependencia hace que el comportamiento del espectro de una matriz
de Wigner sea ordenado para matrices que no son pequeñas. El compor-
tamiento ĺımite del espectro de una matriz de Wigner está dado por la ley
del semićırculo, la cual será discutida posteriormente.

1.3.2 Matrices aleatorias de permutación

Sea N un entero positivo fijo. Sea γN la permutación de [N ] con único ciclo
(1, 2, . . . , N) y AγN la matriz de permutación asociada. Es fácil calcular su
polinomio caracteŕıstico de forma expĺıcita, fAγN

(z) = (−1)NzN +(−1)N+1,

el cual tiene ráıces 1, ω, . . . , ωN−1, para ω una ráız N -ésima primitiva de la
unidad.

De aqúı es fácil calcular el espectro de una matriz de permutación en
general. Si σ ∈ SN es una permutación, con ciclos c1, . . . , ck, y Aσ es la
matriz de permutación asociada, entonces

fAσ(z) =

k
∏

i=1

fAci
(z) = (−1)

∑k
j=1 ℓ(cj)+k

k
∏

j=1

(zℓ(cj) − 1),

donde ℓ(ci) denota la longitud del ciclo ci. Por lo tanto, el espectro de Aσ

está contenido en la circunferencia unitaria y es una unión del conjunto de
ráıces ℓ(cj)-ésimas de la unidad, con j corriendo de 1 a k.

El conjunto de matrices de permutación es un grupo finito que refleja
las propiedades de SN . Desde el punto de vista de matrices aleatorias es de
interés entender el espectro de matrices de permutación con medida uniforme
en SN .

Definición 1.3.3 (Matrices aleatorias de permutación). Una matriz aleato-
ria de permutación UN es una matriz tomada con distribución uniforme en
el conjunto de matrices de permutación de N ×N .

Para hacer un análisis asintótico del espectro de estas matrices es nece-
sario conocer algunas estad́ısticas de las permutaciones aleatorias unformes.

Sea N un entero positivo fijo. Una manera de generar una permutación
aleatoria con distribución uniforme en SN es a través del siguiente proceso.
Primero se toma un entero j1 ∈ [N ] arbitrario. Luego, se toma otro entero
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del mismo conjunto con distribución uniforme, si este es nuevamente j1
entonces este entero será un ciclo de la permutación de longitud 1, de lo
contrario se considera el entero j2 6= j1 escogido. Entonces, el siguiente
entero se escoge dentro del conjunto [N ]−{j2}, si este es nuevamente j1, el
ciclo se cierra y (j1j2) será un ciclo de la permutación aleatoria. Si j3 6= j1
el proceso continúa sobre el conjunto [N ] − {j2, j3}, hasta que j1 vuelva a
aparecer. En el momento en el que un ciclo se forma, todos sus elementos
se retiran del espacio muestral y el proceso se reinicia, pero ahora sobre el
nuevo conjunto de enteros. Esta forma de generar permutaciones aleatorias
nos permite obtener resultados sobre las permutaciones aleatorias de forma
sencilla.

Lema 1.3.1. Sea N y k enteros positivos con k ≤ N y sea j ∈ [N ] arbitrario.
Sea σ ∈ SN una permutación aleatoria uniforme. Entonces, la probabilidad
de que j pertenezca a un ciclo de tamaño k en σ es 1

N
.

Demostración. Tomando σ de acuerdo al proceso descrito anteriormente
con j = j1, vemos que para que el ciclo al que j pertenece sea de longitud k
se requiere que j1 6= j2 6= · · · 6= jk = j1. Esto último ocurre con probabilidad

N − 1

N
· N − 2

N − 1
· · · N − k + 1

N − k + 2
· 1

N − k + 1
=

1

N
.

Del resultado anterior podemos obtener el siguiente corolario.

Corolario 1.3.1. Sean j ∈ [N ] y σ como antes. El valor esperado de la
longitud del ciclo al cual pertenece j en σ es N+1

2 .

Demostración. Sea ℓ la longitud aleatoria del ciclo de j, entonces

E[ℓ] =
N
∑

i=1

i

N
=
N + 1

2
.

Dado que un ciclo de longitud l aporta al espectro el conjunto de ráıces
l-ésimas de la unidad, el hecho de que el valor esperado de las longitudes de
los ciclos sea grande nos dice que el espectro de una matriz de permutación
está bien distribuido en el ćırculo unitario en C. Esta discusión se retomará
posteriormente.
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1.3.3 Matrices unitarias de Haar

Dado que las matrices de Wigner son un ensamble de variables aleatorias
se puede hacer un análisis de las entradas de la matriz de forma directa,
más aún, como veremos en caṕıtulos subsecuentes, el hecho de tener control
sobre cada entrada de la matriz permite obtener estad́ısticas precisas del
espectro. En el caso de matrices aleatorias de permutación, aunque estas no
pueden ser vistas como un ensamble, es fácil dar un modelo de ellas dado
que la cantidad de matrices de permutación con una dimensión fija es finita.
En el caso de las matrices unitarias, no es sencillo dar un modelo no trivial
cuyas realizaciones estén en este conjunto.

Si G un grupo topológico localmente compacto, entonces existe una me-
dida de probabilidad invariante bajo la acción del grupo en śı mismo, esta
medida es conocida como la medida de Haar. Para una exposición directa y
autocontenida del tema el lector puede consultar [12]. En particular necesi-
tamos el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3 (Existencia y unicidad de la medida de Haar). Sea G un
grupo topológico localmente compacto. Entonces existe una medida de Borel
regular µ que cumple que para cualquier subconjunto Borel medible S ⊂ G y
todo g ∈ G, se tiene que µ(gS) = µ(S). Más aún, si µ′ es otra medida que
cumple las mismas condiciones, entonces µ = aµ′ para algún real positivo a.
Más aún, si G es compacto entonces las medidas que cumplen lo anterior
son finitas.

Recordemos que el conjunto de matrices complejas unitarias de N ×N

forma un grupo, el cual se conoce como el grupo unitario y se denota por
U(N). Pensando a las matrices como puntos en R

N2
, U(N) es un grupo

topológico compacto. Por el teorema anterior, hay una única medida de
probabilidad sobre U(N) que es invariante bajo la acción del grupo en śı
mismo.

Definición 1.3.4 (Matriz unitaria de Haar). Sea µ la medida de Haar sobre
U(N) con µ(U(N)) = 1. Una matriz unitaria de Haar de N × N es una
matriz aleatoria tomada en U(N) con distribución µ.

En el desarrollo de esta tesis, explotaremos el hecho de que en el caso
de las matrices de Wigner es posible calcular el valor esperado de productos
de sus entradas de forma expĺıcita, más aún el hecho de que las entradas
en una matriz de Wigner, o son independientes, o son totalmente dependi-
entes. Dado que las matrices unitarias de Haar no se pueden ver como un
ensamble de variables aleatorias, y en particular, dado que sus entradas no
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son independientes, no es posible, a primera vista, calcular los valores esper-
ados de productos de sus entradas. Para hacer esto es necesario el cálculo
de Weingarten, un método introducido por Benôıt Collins en [7]. Para los
propósitos de este texo serán suficientes los siguientes resultados.

Teorema 1.3.4. Sea UN = (uij)
N
i,j=1 una matriz unitaria de Haar y k ≤ N .

Sean r y r′ enteros positivos, i, j : [r] → [N ] e i′, j′ : [r′] → [N ] entonces

E[ui(1)j(1) · · · ui(r)j(r)ui′(1)j′(1) · · · ui′(r′)j′(r′)],
vale cero cuando r 6= r′, y cuando r = r′ vale

∑

σ,τ∈Sk

δi(σ(1))i′(1) · · · δi(r)i′(σ(r))δj(τ(1))j′(1) · · · δj(τ(r))j′(r)Wg(σ ◦ τ−1, N).

(1.14)
Donde δij es la delta de Kronecker y Wg(α,N) es la función de Weingarten
dada por

Wg(α,N) = E[u11 · · · urru1α(1) · · · urα(r)].
El cálculo de Weingarten originalmente fue desarrollado por Collins con

métodos avanzados, aunque actualmente hay un tratamiento elemental que
puede encontrarse en [24]. Para efectos de esta tesis basta entender el com-
portamiento asintótico de la función Wg. En [8] se presenta la siguiente
aproximación de la función de Weingarten que utilizaremos en el Caṕıtulo
4.

Lema 1.3.2. Sean σ, τ ∈ SN y r como antes, entonces

Wg(σ ◦ τ−1, N) = ψ(σ ◦ τ−1)N−2r+#(σ◦τ−1)(1 +O(N−2)),

con ψ(σ ◦ τ−1) =
∏L

i=1(−1)ki−1Cki−1, donde Ck denota al k-ésimo número
de Catalán y k1, . . . , kL son las longitudes de los ciclos de σ ◦ τ−1.

1.3.4 Método de los momentos en matrices aleatorias

Ha quedado claro que muchas propiedades estad́ısticas del espectro de una
matriz aleatoria pueden ser descritas de manera satisfactoria. Consideremos
el experimento de tomar una matriz al azar y de esta matriz tomar uno de
sus eigenvalores al azar con probabilidad uniforme.

Primero, si A es una matriz normal determińıstica deN×N y λ1, λ2, . . . , λN
son sus eigenvalores, y λ es la variable aleatoria que describe el proceso de
tomar un eigenvalor al azar, entonces la distribución de λ es

1

N

N
∑

j=1

δλj
.
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En cambio, si WN es una matriz de Wigner, con eigenvalores λ1, . . . , λN ,
entonces µ(WN ) := 1

N

∑N
j=1 δλj

es una medida aleatoria. El tratamiento
formal de las medidas aleatorias es técnico pero intuitivo pues estas se com-
portan de manera muy similar a las variables aleatorias, por esta razón no
ahondaremos en el tema, pero referimos al lector a [17] para una exposición
formal.

Dada una medida aleatoria, es posible integrar sobre ella funciones deter-
mińısticas, lo cual da como resultado una variable aleatoria. En particular,
los momentos de una medida aleatoria son variables aleatorias. También,
dada una medida aleatoria es posible hablar de su valor esperado, el cual es
una medida determińıstica.

En este caso, a µ(WN ) la llamaremos la medida espectral de WN , y a su
valor esperado, denotado por E[µ(WN )], la llamaremos la medida espectral
promedio. Resulta ser que la medida espectral promedio es una medida de
probabilidad determińıstica y es precisamente la distribución de la variable
aleatoria real dada por el proceso de tomar una realización deWN y posteri-
ormente tomar un eigenvalor al azar. Tı́picamente, la distribución espectral
promedio se estudia con el método de los momentos. Para estudiar los mo-
mentos de la medida espectral promedio, es de suma utilidad saber que para
toda función continua y acotada f : R → R se tiene que

E

[∫

R

f(x)dµ(WN )

]

=

∫

R

f(x)dE[µ(WN )].

En particular, los valores esperados de los momentos de µ(WN ) son los
momentos de E[WN ]. Por otro lado, el k-ésimo momento de la distribución
espectral está dado por

∫

R

xkdµ(WN ) =
1

N

k
∑

j=1

λkj =
1

N
Tr(W k

N) = tr(W k
N ),

donde tr(·) denota la traza normalizada. Por lo tanto, el k-ésimo momento
de la distribución espectral promedio estará dado por E[tr(W k

N)].

En general, si A es una matriz aleatoria, llamaremos al conjunto de valo-
res de la forma E[tr(Ak)], los momentos de A, y estos nos darán información
sobre su distribución espectral. En ocasiones, estos momentos se pueden dar
de manera expĺıcita. Un ejemplo es el caso del GUE, en donde la fórmula
para sus momentos es un polinomio en la dimensión del ensamble, esta
esclarece una propiedad topológica sobre las particiones que tienen asociadas
sumandos que no se anulan asintóticamente. Para una descripción más



1.3. MATRICES ALEATORIAS 41

amplia del tema el lector puede consultar la Sección 1.7 de [21], en donde se
desarrolla el siguiente resultado.

Teorema 1.3.5 (Expansión por género). Sea XN un GUE de dimensión N
y k un entero positivo. Sea γ2k la permutación de [2k] que tiene un único
ciclo (1, 2, . . . , 2k), entonces

E[tr(X2k
N )] =

∑

π∈P2(2k)

N#(γ2kπ)−k−1,

donde para cada emparejamiento π ∈ P2(2k), #(γ2kπ) denota el número
de ciclos de la permutación γ2kπ cuando π se piensa como la respectiva
involución.

1.3.5 Distribuciones espectrales asintóticas

Como se mencionó anteriormente, en la mayoŕıa de los modelos de matrices
aleatorias, los eigenvalores de estas son altamente dependientes entre śı.
Esto tiene como consecuencia que, aún en dimensiones no muy grandes, los
eigenvalores de las realizaciones muestren ya un cierto orden, como se puede
observar en la Figura 2.

Como es de esperarse, después de ver los resulatados de las simulaciones,
la distribución espectral de las matrices aleatorias de permutación, aśı como
la de la familia de matrices Haar unitarias, converge a la medida de proba-
bilidad uniforme en la circunferencia unitaria. Por otro lado, las matrices de
Wigner convergen a la distribución del semićırculo con soporte en los reales.

Teorema 1.3.6. Sea (UN )∞N=1 una familia de matrices aleatorias de per-
mutación o una familia de matrices unitarias de Haar. Para cada N , sea
µN la distribución espectral promedio de UN . Entonces, la sucesión µN con-
verge en distribución a la medida ν. Donde ν es la medida de Lebesgue
normalizada sobre la circunferencia unitaria T.

La discusión previa sobre matrices de permutación nos brinda algo de
intuición sobre el Teorema 1.3.6. Por ejemplo, ya vimos que si una per-
mutación σ tiene un ciclo de tamaño k, entonces este aporta al espectro de
la matriz asociada el conjunto de ráıces k-ésimas de la unidad. Por otro lado,
si σ es una permutación aleatoria uniforme en SN , entonces para cualquier
elemento fijo j ∈ [N ], el valor esperado de la longitud del ciclo al que j
pertenece en σ es N+1

2 . Esto nos dice que las realizaciones de permutaciones
aleatorias t́ıpicamente tienen ciclos grandes, los cuales a su vez contribuyen
a que el espectro de la matriz esté distribuido uniformemente en el ćırculo.
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Figura 2: En la figura de la izquierda se muestran los eigenvalores de una
realización de una matriz aleatoria de permutación de dimensión 100. En
la figura del centro se muestra el histograma de los eigenvalores de una
realización de un GOE de dimensión 1000. Hasta la derecha se muestran los
eigenvalores de una realización de una matriz de Haar de dimensión 100.

Teorema 1.3.7 (Teorema de Wigner). Sea (WN )∞N=1 una familia de matri-
ces de Wigner y para cada N , sea µN la distribución espectral promedio de
WN . Entonces, la sucesión µN , converge en distribución a la distribución
semicircular con parámetro 1 descrita en la Definición 1.2.17.

El teorema de Wigner se puede demostrar utilizando el método de los
momentos. Aqúı presentaremos un esbozo de la demostración utilizando la
expansión por género para el caso en que las matrices de Wigner son GUE,
es decir, cuando las entradas son variables aleatorias gaussianas complejas.
Como se mencionó al final de la Sección 2, los momentos impares de la
distribución semicircular son cero y para todo k, el momento 2k es el número
de Catalán Ck. No es dif́ıcil ver que los momentos impares de las matrices
de Wigner se anulan. Para los momentos pares basta demostrar que para
todo k se cumple que

∑

π∈P2(2k)

N#(γ2kπ)−k−1 −→ Ck.

Notemos que si #(γ2kπ) − k − 1 < 0 entonces el respectivo sumando,
N#(γ2kπ)−k−1, es asintóticamente cero. En el primer caṕıtulo de [21] se
hace un análisis sobre la relación de las propiedades de π con el valor de
#(γ2kπ)− k− 1, en particular se usa el resultado de Philippe Biane que es-
tablece que para todo k y todo π ∈ P2(2k), se tiene que #(γ2kπ)−k−1 ≤ 0,
con igualdad si y solo si π ∈ NC2(2k). El resultado se sigue del hecho de
que la cantidad de emparejamientos que no se cruzan en [2k] es precisamente
Ck. Cabe destacar que hay un resultado aún más general, en donde a cada
permutación se le asocia una gráfica. Luego, con esta asociación se cumple
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que para cualquier entero positivo n y para cualesquiera dos particiones
σ, π ∈ [n] que cumplan que el grupo generado por ellas actúa transitiva-
mente en [n], se satisface que #(π)+#(π−1σ)+#(σ) = n+2(1− g), donde
g es el mı́nimo entero tal la gráfica de π relativa a σ se puede encajar en
una superficie de género g sin autointersectarse, de ah́ı el nombre que se le
da a la fórmula. Para este caso, tomando n = 2k y σ = γ2k, tenemos que
la gráfica asociada a γ2k es un ciclo de 2k vértices, y dado que π es una
involución, su gráfica asociada es la unión de segmentos cuyos extremos son
elementos que están en un mismo bloque. Por otro lado, estamos buscando
caracterizar las π que cumplen que #(γ2kπ) = k + 1, entonces

2k+2 = k+(k+1)+1 = #(π)+#(π−1σ)+#(σ) = n+2(1−g) = 2k+2(1−g),
por lo tanto g = 0. Entonces buscamos encajar la gráfica descrita en una
esfera. De aqúı que las particiones que buscamos son precisamente NC2(2k).

1.3.6 Asintoticidad libre

Recordemos de la sección anterior, que dado un espacio de probabilidad-∗
(A, φ), un elemento s ∈ A es semicircular si es autoadjunto y su distribución
anaĺıtica es semicircular. Equivalentemente, s es semicircular si es autoad-
junta y para todo m > 0

φ(sm) =

{

(2kk )
k+1 si m = 2k.

0 si m es impar.
(1.15)

En el contexto de probabilidad libre, dado que podemos ver al conjunto
de matrices aleatorias de dimensión fija como un espacio de probabilidad-∗,
lo obtenido con el método de los momentos implica que una sucesión de
matrices de Wigner converge a un elemento semicircular. Esto, no es más
que parafracear la convergencia en distribución presentada anteriormente.
La verdadera ventaja de hablar de convergencia a elementos de un álgebra
en el contexto de probabilidad libre, es que esto permite también hablar de
la relación entre ĺımites de sucesiones independientes. En [35], Voiculescu
encontró la siguiente generalización del teorema de Wigner.

Teorema 1.3.8. Sean {W (1)
N }∞N=1, {W

(2)
N }∞N=1, . . . , {W

(p)
N }∞N=1, familias de

matrices de Wigner independientes entre śı. Entonces

W
(1)
N , . . . ,W

(p)
N

dist.−−→ s1, . . . , sp,

donde s1, . . . , sp son elementos semicirculares libres y la convergencia es en
distribución conjunta.
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Este teorema fue un parteaguas, pues abrió una ĺınea de investigación
que fusionó la probabilidad libre con la teoŕıa de matrices aleatorias. Más
aún, dio un ejemplo en donde la independencia libre surge de manera natural
a partir de la independencia tensorial. De este momento en adelante, la in-
dependencia libre asintótica en modelos de matrices aleatorias fue estudiada
ampliamente.

Sea ν la distribución espectral ĺımite de las matrices unitarias de Haar,
es decir, ν es la medida de probabilidad uniforme con soporte en la circun-
ferencia unitaria T. Es fácil ver que

∫

T

zkzldν =

{

1 si k = l.

0 en otro caso.
(1.16)

Esto motiva la siguiente definición.

Definición 1.3.5 (Elemento unitario de Haar). Sea (A, φ) espacio de probabilidad-
∗ y u ∈ A. Diremos que u es un elemento unitario de Haar, si u es unitario
y sus momentos mixtos están dados por

φ(uk(u∗)l) =

{

1 si k = l.

0 en otro caso.
(1.17)

El hecho de que la distribución espectral ĺımite de las matrices unitarias
de Haar sea la medida de Lebesgue con soporte en T es equivalente a que la
sucesión de matrices unitarias de Haar converge a un elemento unitario de
Haar. Nuevamente, Voiculescu demostró que en este caso, familias indepen-
dientes de matrices unitarias de Haar convergen a elementos unitarios de
Haar libres. De hecho dio un resultado aún más general, en donde estudió
su relación con matrices determińısticas.

Teorema 1.3.9. Sean {U (1)
N }∞N=1, {U

(2)
N }∞N=1, . . . , {U

(p)
N }∞N=1 sucesiones in-

dependientes de matrices unitarias de Haar y sean {D(1)
N }∞N=1, {D

(2)
N }∞N=1,

. . . , {D(q)
N }∞N=1 sucesiones de matrices determińısticas que cumplen que

D
(1)
N , . . . ,D

(q)
N

dist.−−→ d1, . . . , dq.

Entonces se cumple que

U
(1)
N , (U

(1)
N )∗, . . . , U (p)

N , (Up
N )∗,D(1)

N , . . . ,D
q
N

dist.−−→ u1, u
∗
1, . . . , up, u

∗
p, d1, . . . , dq,

donde los ui son elementos unitarios de Haar, la convergencia es en dis-
tribución conjunta y los conjuntos {u1, u∗1}, . . . , {up, u∗p}, {d1, . . . , dq} son li-
bres.
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Este teorema tiene diversos corolarios. Por ejemplo, dadas dos sucesiones

de matrices determińısticas {D(1)
N } y {D(2)

N } que convergen en distribución
a d1, d2, y {UN} una sucesión de matrices unitarias de Haar, se cumple que

la sucesión {UND
(2)
N U∗

N} converge a un elemento con la misma distribución
que d2, pero libre de d1.

Posteriormente, Alexandru Nica demostró que sucesiones independientes
de matrices aleatorias de permutación también convergen a un conjunto de
elementos unitarios de Haar libres [23].
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Caṕıtulo 2

Gráficas asociadas a

productos de matrices

En el 2012, Roland Speicher y James Mingo, en [20], encontraron una manera
de asociar gráficas a algunos tipos de sumas de productos de entradas de
matrices, que aparecen con frecuencia en la Teoŕıa de Matrices Aleatorias.
Estas gráficas a su vez, pueden ser entendidas como una operación entre
transformaciones lineales, lo cuál permite acotar la suma considerada en
términos de las normas de las matrices involucradas, dando una cota que
puede ser expresada en términos de la estructura combinatoria de la gráfica
asociada. Aunque el resultado principal de este art́ıculo está presentado
en términos elementales, el trabajo desarrollado es profundo. Este caṕıtulo
tiene dos propósitos, elucidar lo presentado en [20], aśı como evidenciar la
conexión de este con el trabajo realizado posteriormente, del 2012 al 2016,
por Camille Male y otros en [6, 19].

Por lo apenas mencionado, los objetos que consideraremos en este caṕıtulo,
pueden ser pensados de varias maneras: como la codificación de una suma de
productos de entradas de matrices, como una “composición ramificada” de
operadores, y de manera abstracta como operaciones entre variables aleato-
rias no conmutativas. Originalmente, los autores llamaron a estos objetos
gráficas de matrices, nombre que utilizaremos cuando trabajemos con sumas
de productos de entradas de matrices. Sin embargo, cuando estos objetos
se piensan como composiciones ramificadas de operadores, los llamaremos
carcajes de entrada-salida, por razones que serán aparentes a continuación.
Finalmente, cuando estos objetos son pensados de manera abstracta en el
contexto de espacios de tráficos, nos referiremos a ellos como K-operaciones
de gráfica.

47
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2.1 Motivación

Al estudiar las propiedades asintóticas del espectro de familias de matri-
ces aleatorias, con frecuencia es necesario calcular el orden de sumas de la
siguiente forma

∑

j:[2m]→[N ]
Tal que P (j)

a
(1)
j1j2

a
(2)
j3j4

· · · a(m)
j2m−1j2m

, (2.1)

en donde para todo j, a
(i)
j2i−1j2i

es la entrada de alguna matriz Ai y P (j)
denota una propiedad que debe de cumplir la función j para ser considerada
dentro de la suma, varios ejemplos de esto pueden ser encontrados en [21]
y [29]. Por ejemplo, dadas matrices de N × N , digamos A1, . . . , Ak con

Ai = (a
(i)
rs ), es fácil ver que

Tr(A1A2 · · ·Am) =
∑

j:[m]→[N ]

a
(1)
j1j2

a
(2)
j2j3

· · · a(m)
jmj1

. (2.2)

Para reescribir esta suma en la forma de la expresión (2.1), la condición P (j)
requerida es j2 = j3, j4 = j5, . . . , j2m−2 = j2m−1, j2m = j1. En general, nos
enfocaremos en estudiar sumas en donde P (j) puede ser expresada como
una conjunción de igualdades entre ı́ndices, en este caso podemos asociar a
P (j) una partición de [2m] en donde los bloques estarán compuestos por los
ı́ndices que deben de ser iguales.

Recordemos de la Definición 1.2.16, que dada una función j : [2m] → [N ],
el kernel de j, dontado por ker(j), es la partición de 2m en donde dos e-
lementos en [2m], digamos r y s, están en un mismo bloque de ker(j) si
y solo si j(r) = j(s). Dado que a P = P (j) le podemos asociar una par-
tición πP , la suma que consideraremos correrá sobre todas las funciones
j : [2m] → [N ] que cumplan que πP es un refinamiento de ker(j). Por
ejemplo, en la expresión (2.2), la condición P (j) ≡ (j2 = j3) ∧ (j4 =
j5) ∧ · · · ∧ (j2m−2 = j2m−1) ∧ (j2m = j1), tiene asociada la partición πP :=
{(1, 2m), (2, 3), . . . , (2m− 2, 2m− 1)} y por lo tanto

Tr(A1A2 · · ·Am) =
∑

j:[2m]→[N ]
ker(j)≥π

a
(1)
j1j2

a
(2)
j3j4

· · · a(m)
j2m−1j2m

. (2.3)

A continuación desarrollaremos las herramientas necesarias para estable-
cer las conecciones entre este tipo de sumas y gráficas dirigidas.



2.2. CARCAJES DE ENTRADA-SALIDA 49

2.2 Carcajes de entrada-salida

Definición 2.2.1 (Carcaj). Un carcaj G = (V,E) es una gráfica dirigida
finita en donde se permiten lazos, aśı como varias aristas entre una misma
pareja de vértices. Para cada arista e ∈ E, denotaremos por s(e) al vértice
del cual esta sale y por t(e) al vértice al cual entra 1.

Definición 2.2.2 (Representación de un carcaj). Una representación G de
G = (V,E) está dada por asociar a cada vértice v ∈ V un espacio vectorial
Hv, y a cada arista e ∈ E, una transformación lineal Te : Hs(e) → Ht(e).
Esto lo denotaremos por G = (G = (V,E), (Hv)v∈V , (Te)e∈E).

En esta sección estaremos interesados en una familia particular de car-
cajes, a los cuales llamaremos carcajes de entrada-salida, veremos que estos
se pueden entender de manera natural como una composición “ramificada”
de operadores.

Definición 2.2.3 (Carcaj de entrada-salida). Sea G un carcaj. Diremos
que G es un carcaj de entrada-salida si tiene dos subconjuntos no vaćıos de
vértices, denotados por Vin (vértices de entrada) y Vout (vértices de salida)
que cumplen las siguientes condiciones:

• G no tiene ningún ciclo dirigido.

• Cualquier vértice de G pertenece a una trayectoria dirigida que va de
un vértice en Vin a un vértice en Vout.

• Cualquier vértice de entrada solo tiene aristas que van hacia afuera,
mientras que cualquier vértice de salida solo tiene aristas que entran
a él.

Sea G = (V,E) un carcaj de entrada-salida, sean Vin sus vértices de
entrada y Vout los de salida. Para cada representación de G, digamos G =
(G, (Hv)v∈V , (Te)e∈E), asociaremos una transformación lineal resultante

TG :
⊗

v∈Vin

Hv →
⊗

w∈Vout

Hw.

Esto se puede hacer de forma natural para ciertas representaciones. Por
ejemplo, es natural asociar a G1, la representación en la Figura 3, la trans-
formación TG1 : Hvn → Hv0 , dada por TG1 = T1 ◦ T2 ◦ · · · ◦ Tn. Para G2, la

1Las definiciones de carcaj y gráfica son las mismas. Se utiliza la palabra carcaj, en
vez de gráfica, para indicar que el objeto se está pensando en el contexto de teoŕıa de
representaciones y que en algún momento se equipará con una estructura adicional
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transformación TG2 : Hu1 ⊗Hu2 → Hv1 ⊗Hv2 estará dada por TG2 = S ⊗ T .
Sin embargo, cuando haya vértices en los cuales entren y salgan varias aris-
tas, como en G3, no serán suficientes las nociones de tensor y composición.

. . .

v0 v1 v2 vn−1 vn

T1 T2 Tn
T

S
v1

v2

u1

u2

v

G1
G2 G3

b b b b b
b b

b b

b

b b b

b bb b

Figura 3: Ejemplos de representaciones de carcajes.

Sea G un carcaj de entrada-salida. Si un vértice v de G tiene varias
aristas entrando y varias saliendo, v puede ser pensado como una compuerta
lógica que recibe información, si la información es “consistente”, canalizará
la información a sus vecinos, de lo contrario la anulará. De hecho, el carcaj
completo puede ser pensado como una maquina, en donde los vértices de
entrada reciben información, es decir cada vértice v ∈ Vin recibe un vector en
Hv, o equivalentemente el carcaj recibe un vector en

⊗

v∈Vin
Hv y los vértices

en Vout emiten el producto final. Cuando la información fluye dentro de G ,
cada vértice recibe vectores de los operadores asociadas a las aristas que
entran a él y emite otros a través de los operadores asociados a las aristas que
salen de él. Entonces, si a v llegan varias aristas, quiere decir que en algún
momento recibirá información de varios operadores, para poder canalizar
esta información a los operadores asociados a las aristas que salen de v, esta
deberá de ser coherente. Formalmente, si Hv es el espacio vectorial asociado
a v, con base (ξi)i∈I , δ−(v) es la cantidad de aristas que entran a v y δ+(v)

las que salen de él, v será pensado como el operador Lv : H⊗δ−(v)
v → H⊗δ+(v)

v ,
definido por

Lv(ξi1 ⊗ ξi2 ⊗ · · · ⊗ ξi
δ−(v)) =

{

ξ
⊗δ+(v)
i1

si i1 = i2 = · · · = iδ−(v)

0 en otro caso
. (2.4)

Sea H1 el subespacio de H⊗δ−(v)
v generado por los vectores de la forma

ξ
⊗δ−(v)
i y H2 el de H⊗δ+(v)

v generado por los de la forma ξ
⊗δ+(v)
i . Como Lv

es trivial en el complemento ortogonal de H1 y Lv ↾H1 : H1 → H2 es una
isometŕıa, Lv es una isometŕıa parcial. De la definición no es dif́ıcil calcular
de forma expĺıcita a Lv, para hacer esto basta saber cómo evaluarla en los
tensores puros. Sean w1, . . . , wδ−(v) vectores en Hv dados por wj =

∑

λj,iξi,
entonces
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Lv(w1 ⊗w2 ⊗ · · · ⊗ wδ−(v))

=
∑

λ1,i1λ2,i2 · · ·λδ−(v),iδ−(v)
Lv(ξi1 ⊗ · · · ⊗ ξiδ−(v)

)

=
∑





δ−(v)
∏

j=1

λj,i



 ξ
⊗δ+(v)
i .

(2.5)

Habiendo entendido cómo tratar localmente este nuevo tipo de “com-
posición” de operadores cuando el vértice tiene varias aristas entrando y
varias saliendo, resta entender el “orden” en que debemos componer los op-
eradores. Para aplicar los operadores que salen de un vértice primero se
debieron haber aplicado todos los operadores que entran a él, los cuales a su
vez necesitan la información de todos los operadores que llegan a sus respec-
tivas entradas. Entonces, los vértices de la gráfica, al igual que las aristas,
deben de ser jerarquizados, siendo los vértices de entrada los del primer
estrato y los de salida los del último. Esto motiva la siguiente definición.

Definición 2.2.4. Dado G = (V,E) un carcaj de entrada-salida. Para cada
v ∈ V definimos el rango de v, denotado por r(v), como la longitud del
mayor camino dirigido que hay de algún vértice de entrada a v.

La función r estratifica a V en los conjuntos Vk = {v ∈ V |r(v) = k},
donde V0 = Vin. En principio esto es suficiente para definir TG para cualquier
representación G de G. Sin embargo, para disminuir el nivel de tecnicismo
requerido, comenzaremos por defnir TG para una familia particular de car-
cajes de entrada-salida.

Definición 2.2.5. Decimos que un carcaj G = (V,E) de entrada-salida
está bien estratificado si para cualesquier e ∈ E se cumple que r(t(e)) =
r(s(e)) + 1 y para cualesquiera dos vértices de salida, u y v se cumple que
r = r(u) = r(v).

Tomemos G un carcaj de entrada salida bien estratificado y G una rep-
resentación de G. Sea Ek = {e ∈ E|r(t(e)) = k}, como G está bien estrat-
ificado, Ek es el conjunto de aristas que conectan a un vértice en Vk−1 con
un vértice en Vk. Entonces, sea

Tk :
⊗

e∈Ek

Hs(e) →
⊗

e∈Ek

Ht(e) dado por Tk :=
⊗

e∈Ek

Te,

y sea,
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Lk :=
⊗

v∈Vk

Lv en donde Lv es como antes.

Notemos que en la definición de Tk el producto tensorial corre sobre todas
las aristas de un estrato, en vez de sobre todos los vértices. Entonces, en el
dominio de Tk, cada espacio Hv, con v ∈ Vk, aparece δ

+(v) veces, mientras
que en el rango de Tk cada espacio Hv, con v ∈ Vk+1, aparece δ

−(v) veces,
por lo tanto tienen sentido las composiciones Lk ◦ Tk y Tk+1 ◦ Lk.

Definición 2.2.6. Definimos TG :
⊗

v∈Vin
Hv →⊗

w∈Vout
Hw, como TG :=

Tr ◦ Lr−1 ◦ Tr−1 ◦ · · · ◦ T1.

Para extender la definición de TG a los carcajes de entrada-salida que no
están bien estratificados encontraremos una fórmula expĺıcita para TG . Para
motivar la fórmula, recordemos que si H1 y H2 son espacios de Hilbert con
bases (ξi)i∈I y (ξj)j∈J respectivamente, y A : H1 → H2 es un operador lineal,
entonces A(ξl) =

∑

k〈ξk, A(ξl)〉ξk. Por lo tanto 〈ξk, A(ξl)〉 es el coeficiente de
ξk cuando expresamos a A(ξl) en la base (ξj)j∈J . Entonces, es suficiente con
conocer a los valores de la forma 〈ξk, A(ξl)〉 para determinar a A, más aún,
en el caso en el que H1 y H2 sean de dimensión finita, el valor 〈ξk, A(ξl)〉
corresponderá a la entrada kl de la matriz asociada a A con respecto a las
bases que consideramos. Más en general, si A :

⊗N
k=1Hik → ⊗M

k=1Hjk ,

en donde (ξ
(k)
i )i∈Ik es una base para Hik y (ξ

(k)
j )j∈Jk es una base para Hjk ,

nos bastará con conocer los valores de la forma 〈⊗N
r=1 ξ

(k)
jr
, A(
⊗M

s=1 ξis)〉,
para todo j : [N ] → ∪N

r=1Jr e i : [M ] → ∪M
s=1Is, donde jr ∈ Jr para todo

r ∈ [N ] e is ∈ Is para todo s ∈ [M ]. Dicho valor indicará el coeficiente de
A(
⊗M

s=1 ξis) cuando se expresa en la respectiva base de
⊗N

k=1Hjk .

Teorema 2.2.1. Sea G = (G, (Hv)v∈V , (Te)e∈E) un carcaj de entrada-salida
bien estratificado y sea TG :

⊗

v∈Vin
Hv →⊗

w∈Vout
Hw el operador definido

anteriormente. Entonces, para cualesquiera funciones i y j con respectivos
dominios y rangos adecuados, se tiene que

〈
⊗

w∈Vout

ξjw , TG (
⊗

v∈Vin

ξiv)〉 =
∑

k:V→N

∏

e∈E
〈ξkt(e) , Te(ξks(e))〉, (2.6)

en donde la suma de la derecha corre sobre todas las funciones k que cumplen
que k ↾Vin

= i, k ↾Vout
= j y que ξk(s(e)) y ξk(t(e)) son elementos de las bases de

Hs(e) y Ht(e), para toda e ∈ E.
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Demostración. Primero calcularemos χ1 := T1(
⊗

v∈Vin
ξiv). Recordemos

que para todo e ∈ E1 se cumple que

Te(ξis(e)) =

dimHt(e)
∑

r=1

〈ξ(t(e))r , Te(ξis(e))〉ξ(t(e))r ,

donde los ξ
(t(e))
r son los elementos de la base de Ht(e). Luego, como χ1 =

⊗

e∈E1
Te(ξis(e)), tenemos que

χ1 =
⊗

e∈E1





dimHt(e)
∑

r=1

〈ξ(t(e))r , Te(ξis(e))〉ξ(t(e))r





=
∑

k1:t(E1)→N

∏

e∈E1

〈ξ(t(e))
k1(t(e))

, Te(ξis(e))〉
⊗

e∈E1

ξ
t(e)
k1(t(e))

.

Entonces al aplicar L1(χ1) notemos que todos los términos asociados a los

tensores puros de la forma
⊗

e∈E1
ξ
t(e)
k1(t(e))

se harán cero bajo L1 si para

algunas aristas e y f se cumple que k1(t(e)) 6= k1(t(f)) y t(e) = t(f) cuando
se piensan como vértices. De aqúı que k1 pueda reducirse a una función
sobre V1, digamos k′1.

Iterando este proceso, tantas veces como el rango del carcaj de entrada-
salida se obtiene la fórmula (2.6), donde la k de la suma de esta es k =

∪rank(G )
l=1 k′l.

Utilizaremos la fórmula anterior para extender la definición de TG para el
caso en el que G es un carcaj de entrada-salida que no está bien estratificado.

Definición 2.2.7. Sea G = (G, (Hv)v∈V , (Te)e∈E) un carcaj de entrada-
salida, entonces definimos TG :

⊗

v∈Vin
Hv →⊗

w∈Vout
como

〈
⊗

w∈Vout

ξjw , TG (
⊗

v∈Vin

ξv)〉 =
∑

k:V→N

∏

e∈E
〈ξkt(e) , Te(ξks(e))〉, (2.7)

para todo i, j funciones con dominios y rangos adecuados, y en donde la
suma de la derecha corre sobre todas las funciones k que cumplen que k ↾Vin

=
i, k ↾Vout

= j y que ξk(s(e)) y ξk(t(e)) son elementos de las bases de Hs(e) y Ht(e),
para toda e ∈ E. .

Finalmente, demostraremos que cualquier carcaj de entrada-salida puede
ser modificado en un carcaj de entrada-salida bien estratificado, de forma
que el lado derecho de (2.7) permanezca invariante. Esto, además de servir
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como justificación de la Definición 2.2.7, será de suma utilidad para acotar
sumas asociadas a productos de matrices en las Sección 4 de este caṕıtulo.

Sea G = (G, (Hv)v∈V , (Te)e∈E) un carcaj de entrada-salida. Primero
notemos que para cualquier e ∈ E se tiene que r(t(e)) ≥ r(s(e)) + 1, mod-
ificaremos el carcaj para que se cumpla r(t(e)) = r(s(e)) + 1. Para esto,
agregaremos una arista e′ poniendo una copia de s(e), digamos u, de modo
que e′ = (u, s(e)) y todas las aristas que entraban a s(e) ahora entran a u.
Luego, si en G la transformación Te estaba asociada a e, en la representación
que tomaremos asociada al nuevo carcaj pondremos en u una copia de Hs(e),
en e′ la transformación IdHs(e)

y en e2 la transormación Te, las transofrma-
ciones y espacios asociados al resto de aristas y vértices serán las mismas.
Es claro que si r(t(e)) > r(s(e)) + 1, este procedimiento hace que r(s(e))
aumente en 1, mientras que r(t(e)) se preserva. Por otro lado, de la fórmula
(2.7) vemos que este procedimiento no altera a TG , una demostración de
este hecho se hará más adelante en el Lema 2.5.1 para el caso de matrices, el
caso general se hace de la misma manera. Iterando el proceso, llegaremos a
que r(t(e)) = r(s(e))+1. Repitiendo lo mismo para todas las aristas obten-
dremos un carcaj en donde los rangos de t(e) y s(e) diferiran exactamente
en 1, para toda e ∈ E.

Finalmente, modificaremos el carcaj de manera que cualesquiera dos
vértices en Vout tengan el mismo rango. Sea m = max{r(v)|v ∈ Vout}. Si,
para algún v ∈ Vout tenemos que r(v) < m, al igual que antes podemos
tomar la única arista que entra al vértice y “partirla” en dos agregando un
vértice, la primera parte de la arista tendrá la transformación identidad y la
segunda la transformación que originalmente teńıa la arista, esto aumenta
el valor de r(v) en 1. Nuevamente este proceso no altera a TG . Iterando
hasta obtener r(v) = m y repitiendo lo mismo para todos los vértices en
Vout, habremos modificado el carcaj a uno bien estratificado y el operador
final asociado igual al original.

2.3 Gráficas de matrices

Sea G = (G, (Hv)v∈V , (Te)e∈E) un carcaj de entrada-salida, si todos los
espacios Hv son de dimensión finita, entonces podemos pensar a los opera-
dores Te como matrices. Para cada arista e ∈ E sea Ae la matriz asociada
a Te en la base canónica, entonces, el lado derecho de la ecuación (2.6)
puede ser expresado en términos de las entradas de las matrices Ae, ya que
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Ae(kt(e), ks(e)) = 〈ξkt(e) , Te(ξks(e))〉. Expĺıcitamente tenemos

〈
⊗

w∈Vout

ξiw , TG (
⊗

v∈Vin

ξjv)〉 =
∑

k:V→N
k↾Vin=j,k↾Vout=i

∏

e∈E
Ae(kt(e), ks(e)), (2.8)

donde la suma corre sobre todas las funciones k que cumplen que k(v) ≤
dimHv para todo v ∈ V . Entonces, si sumamos dicha expresión sobre todas
las posibles i : Vout → N y j : Vin → N, obtendremos una expresión que
no dependerá de los conjuntos Vin ni Vout. Esta suma, que solo depende
de la estructura del carcaj G y de las matrices en la representación G ,
digamos A1, A2, . . . , Am si {e1, . . . , em} es una enumeración de las aristas,
la denotaremos por

S(G ) =
∑

k:V→N

m
∏

i=1

Ai(kt(ei), ks(ei)).

Más aún, S(G ) puede ser expresada en la forma de la expresión (2.3) que
presentamos al principio del caṕıtulo. Para ver esto tomaremos una partición
πG ∈ P(2m) en donde dados i, j ∈ [2m], estos estarán en un mismo bloque
si y solo si s(ei) = s(ej) en el caso en el que i, j sean impares, t(ei) = t(ej)
en el caso en el que i, j sean pares, s(ei) = t(ej) si i es impar y j par, y
t(ei) = s(ej) si i es par y j impar. Es decir, etiquetamos a los vértices s(ei)
y t(ei) con los números 2i− 1 y 2i y después juntamos en un bloque a todas
las etiquetas que se hayan puesto en un mismo vértice. Es claro que

S(G ) =
∑

k:V→N

∏

e∈E
Ae(kt(e), ks(e)) =

∑

j:[2m]→[N ]
ker(j)≥πG

A1(j1, j2)A2(j3, j4) · · ·Am(j2m−1, j2m).

Por otro lado, si se comienza con una partición π y una suma

∑

j:[2m]→[N ]
ker(j)≥πG

A1(j1, j2)A2(j3, j4) · · ·Am(j2m−1, j2m),

podemos construir Gπ de modo que S(Gπ) sea la suma de arriba. Para esto
tomemosm aristas dirigidas disjuntas, digamos e1, . . . , em. Luego, para cada
1 ≤ i ≤ m, sea v2i−1 = s(ei) y v2i = t(ei). El carcaj Gπ será el resultado de
identificar a todos los vértices cuyo sub́ındice esté en un mismo bloque de
π, y la representación Gπ que tomaremos será la que le asocia a cada ei la
matriz Ai.
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Ejemplo 2.3.1. Sean A1, . . . , Am, matrices de N × N , al principio del
caṕıtulo vimos que la suma Tr(A1A2 · · ·Am) tiene asociada la partición π =
{{1, 2m}, {2, 3}, · · · , {2m − 2, 2m − 1}}. Entonces la gráfica Gπ descrita
anteriormente, es en este caso un ciclo dirigido de m vértices, en donde
para todo 1 ≤ i ≤ m, la arista ei tiene asociada a la matriz Ai.

En el caso particular en el que tenemos m = 1, es decir consideramos
Tr(A), el carcaj asociado consiste de un vértice con un lazo en el cual pon-
dremos la matriz A.

Notemos que en los casos considerados en esta sección, los espacios aso-
ciados a los vértices en una representación dejan de ser relevantes, además
de que no es necesario que la gráfica considerada sea un carcaj de entrada-
salida. Más aún, podemos considerar directamente a las matrices asociadas
a los operadores puestos en las aristas. Cuando este sea el caso, simplemente
denotaremos a la representación como G = (G, (Ae)e∈E) y llamaremos a los
objetos de esta forma gráficas de matrices. Es importante recalcar que para
que una gráfica de matrices tenga sentido, las matrices que salen de un
mismo vértice deben de tener la misma cantidad de columnas aśı como las
matrices que entran a un mismo vértice deben de tener la misma cantidad
de filas.

Con este simple concepto es posible obtener resultados que relacionen la
estructura combinatoria de una gráfica con la suma asociada.

Lema 2.3.1. Sea G = (G, (Ae)e∈E) una gráfica de matrices. Sean G1, G2, . . . , Gn

las componentes conexas de G y G1,G2, . . . ,Gn las respectivas gráficas de ma-
trices. Entonces

S(G ) = S(G1)S(G2) · · · S(Gn).

Demostración. Para cada 1 ≤ i ≤ n sea Gi = (Vi, Ei). Denotemos por
F (Vi,N) a la familia de funciones de Vi a N, cuyo valor en v no excede al
número de columnas de las matrices que salen del vértice, o equivalentemente
el número de filas de las matrices que entran, para todo v ∈ Vi. Dado que
los conjuntos de vértices de la subgráficas Gi son ajenos, podemos definir
una biyección de F (V,N) a F (V1,N)× F (V2,N)× · · · × F (Vn,N), dada por
k 7→ (k ↾V1 , k ↾V2 , . . . , k ↾Vn). Entonces la siguiente igualdad se da debido a
que cada término del lado izquierdo aparece exactamente una vez del lado
derecho y viceversa

∑

k:V→N

∏

e∈E
Ae(kt(e), ks(e)) =

n
∏

i=1





∑

k:Vi→N

∏

e∈Ei

Ae(kt(e), ks(e))



 .
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2.4 K-operaciones de gráfica

En el siguiente caṕıtulo desarrollaremos de manera abstracta la noción de
espacio de tráficos dando una especial atención a una familia de espacios
de tráficos particular que llamaremos espacios de tráficos de matrices. Con
lo desarrollado hasta el momento podemos presentar las operaciones que se
utilizarán dentro de los espacios de tráficos de matrices, a las que llamaremos
K-operaciones de gráfica.

Sea G un carcaj de entrada-salida en donde |Vin| = |Vout| = 1, es decir,
que solo tiene un vértice de entrada, al cual denotaremos por vin y uno de
salida que denotaremos por vout. En este caso tendremos que TG : Hvin →
Hvout . Entonces, en el caso en que los espacios asociados a los vértices sean
de dimensión finita, tanto el operador TG , como los operadores asociados a
las aristas, podrá ser pensados como una matriz. Si denotamos por ξi a los
vectores base de los espacios en los vértices y por AG a la matriz asociada a
TG , la ecuación (2.8) se convierte en

AG (i, j) = 〈ξi, TG (ξj)〉 =
∑

k:V→N
k(vout)=i,k(vin)=j

∏

e∈E
Ae(kt(e), ks(e)).

Al igual que en las gráficas de matrices, podemos ahora olvidarnos de
los espacios asociados a los vértices y pensar a los carcajes de entrada-salida
como un objeto en el cual podemos insertar matrices, cuidando la compa-
tibilidad de filas y columnas de matrices adyacentes a un mismo vértice, y
obtener una nueva matriz. Más aún, si todas las matrices son cuadradas y
de la misma dimensión, podemos pensar al carcaj como una m-operación en
MN (C), en donde m es la cantidad de aristas del carcaj y N es cualquier
entero positivo de nuestra elección. Esto motiva la siguiente definición,
introducida en [6].

Definición 2.4.1 (K-operación de gráfica). Dado un entero no negativo K,
una K-operación de gráfica es una gráfica conexa con K aristas orientadas
y dos vértices distinguidos vin y vout. Al conjunto de todas las K-operaciones
de gráfica, con K corriendo sobre todos los enteros no negativos, lo deno-
taremos por G.

Una K-operación de gráfica debe de ser pensada como una operación
que recibe K objetos y emite uno del mismo tipo.

Definición 2.4.2. Si g es una K-operación de gráfica, definimos la trans-
formación lineal Zg :M

⊗K
N (C) →MN (C) como
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Zg(A1 ⊗A2 ⊗ · · · ⊗AK) =
∑

k:V→[N ]

(

∏

e∈E
Ae(kt(e), ks(e))

)

Ekvout ,kvin
, (2.9)

donde Ei,j es la matriz con un 1 en la entrada ij y 0 en todas las demás.

En la sección anterior, vimos cómo a partir de una suma con cierta
restricción de ı́ndices pod́ıamos construir una gráfica de matrices con dicha
suma asociada. De la misma manera, ahora podemos construirK-operaciones
de gráfica que estén asociadas a una operación dada, para una gama amplia
de operaciones. Por supuesto, el considerar K-operaciones de gráfica nos
permitirá hablar en un mismo marco de operaciones que anteriormente se
defińıan de forma aislada.

Ejemplo 2.4.1. Aqúı presentamos las gráficas asociadas a algunas opera-
ciones conocidas. Sean A y B matrices de N ×N .

• Identidad: Solo hay 4 1-operaciones de gráfica, una de ellas se com-
porta como la identidad.

Sea I la 1-operación con conjunto de vértices V = {vin, vout} y con
una sola arista saliendo de vout y terminando en vin. Es claro de la
fórmula (2.9) que ZI(A) = A.

• Transpuesta : Sea It la 1-operación de gráfica que resulta de invertir la
orientación de la única arista en I, entonces se tiene que ZIt(A) = At.

• Proyección sobre la diagonal: Sea ∆ la 1-operación de gráfica con un
solo vértice, que es a la vez vértice de entrada y vértice de salida, y
con una arista que conecta al vértice con śı mismo. Entonces, Z∆(A)
es la matriz que resulta de modificar a A poniendo ceros en todas las
entradas fuera de la diagonal.

• Grado: Sea δ la 1-operación de gráfica, con dos vértices, uno de e-
llos será vértice de entrada y de salida. La única arista de δ irá
del vértice que es entrada y salida al otro vértice. Entonces, si A
es la matriz de adyacencia de una gráfica G de N vértices, entonces
Zδ(A) = diag((

∑N
j=1 aij)

N
i=1) es la matriz de grados de G, es decir, es

la matriz diagonal que en la entrada ii tiene el grado del vértice i.

• Multiplicación: Como era de esperarse, cuando g es la 2-operación de
gráfica con tres vértices {vin, u, vout}, y dos aristas E = {e1, e2}, con
e1 yendo de u a vin y e2 de vout a u, entonces Zg(A⊗B) = AB.
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• Producto de Hadamard: Sea I ◦ I la 2-operación con dos vértices V =
{vin, vout} y dos aristas, ambas de vout a vin. Entonces ZI◦I(A⊗B) =
A ◦ B, donde ◦ denota el producto de Hadamard, también conocido
como el producto entrada por entrada.

El conjugar por una matriz define un automorfismo en (MN (C), ·), de
manera expĺıcita, si Q ∈ MN (C) es una matriz invertible, entonces para
cualesquiera A,B ∈MN (C) se cumple que

Q−1(AB)Q = (Q−1AQ)(Q−1BQ).

Cuando se enriquece la estructura algebraica de MN (C) con las operaciones
en G es natural que se pierda simetŕıa, pues ahora se tienen operaciones que
permiten discernir propiedades que eran indistinguibles antes. En el siguien-
te caṕıtulo ahondaremos en este tema, por el momento notemos que conjugar
por una matriz, en general, ya no es un automorfismo de (MN (C),G), por
ejemplo Q−1(A ◦ B)Q no necesariamente es igual a (Q−1AQ) ◦ (Q−1BQ).
Sin embargo, esta propiedad se preserva para el caso en el que Q es una
matriz de permutación.

Lema 2.4.1. Sea g una K-operación, sean A1, . . . , AK ∈MN (C), y sea UN

una matriz de permutación de N ×N . Entonces

Zg(UNA1U
∗
N ⊗ · · · ⊗ UNAKU

∗
N ) = UNZg(A1 ⊗ · · · ⊗Ak)U

∗
N .

Demostración. Sea σ la permutación del conjunto [N ] asociada a la
matriz UN . Sabemos que dada una matriz A tendremos que UNAU

∗
N (i, j) =

A(σ(i), σ(j)). Fijemos i y j. Para cada función k : V → [N ], con k(vin) = j

y k(vout) = i tenemos que

∏

e∈E
UNAeU

∗
N (k(t(e)), k(s(e))) =

∏

e∈E
Ae(σ(k(t(e))), σ(k(s(e))).

Por lo tanto, el sumando asociado a la función k cuando se calcula Zg(UNA1U
∗
N⊗

· · · ⊗ UNAKU
∗
N )(i, j), será igual al sumando asociado a la función σ ◦ k

cuando se calcula Zg(A1 ⊗ · · · ⊗ Ak)(i, j), entonces la entrada (i, j) de la
primera matriz será igual a la entrada σ(i)σ(j) de la segunda. La igualdad
se sigue.
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2.5 Cotas para sumas asociadas a gráficas de ma-

trices

En esta sección unificaremos lo desarrollado en las Secciones 2.1 y 2.2 para
obtener una cota para sumas de la forma de la expresión (2.3).

Sea G = (G, (Hv)v∈V , (Te)e∈E) un carcaj de entrada-salida y TG su trans-
formación lineal asociada. Supongamos nuevamente que las dimensiones de
los espacios en los vértices son finitas y sea Nv = dimHv. Fijando bases
en cada espacio, podemos tomar las matrices Ae correspondientes a cada
Te y pensar a G también como una gráfica de matrices. Notemos, de (2.8),
que los coeficientes de TG son similares a la suma total S(G ). Sin embargo,
la suma S(G ) corre sobre todas las elecciones de ı́ndices posibles para los
vértices de G, mientras que los coeficientes de TG se pueden expresar como
sumas en donde los valores de los ı́ndices asociados a los vértices en Vin∪Vout
son fijos, mientras que los ı́ndices de los vértices internos corren sobre todos
los valores posibles. Entonces S(G ) es la suma de los coeficientes de TG .
Expĺıcitamente, tenemos

S(G ) =
∑

i:Vin→N

j:Vout→N

∑

k:V→N
k↾Vin=i,k↾Vout=j

∏

e∈E
Ae(kt(e), ks(e)).

Notemos el lado derecho puede ser factorizado. Para cada vértice v, sea
ξv :=

∑Nv

i=1 ξi ∈ Hv, entonces la ecuación anterior es equivalente a

S(G ) = 〈
⊗

w∈Vout

ξw, TG (
⊗

v∈Vin

ξv)〉.

Una aplicación directa de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, junto con
la definición de norma de operador, nos da

S(G ) = 〈
⊗

w∈Vout

ξw, TG (
⊗

v∈Vin

ξv)〉 ≤
∥

∥

∥

∥

⊗

v∈Vin

ξv
∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

⊗

w∈Vout

ξw
∥

∥

∥

∥

‖TG ‖.

En la Sección 1.3. se introdujo el concepto de producto tensorial para
espacios de Hilbert. De la definición es claro que si φ ∈ H1 y ψ ∈ H2

son cualesquiera dos vectores, entonces ‖φ⊗ ψ‖H1⊗H2
= ‖φ‖H1

‖ψ‖H2
. Más

aún, se puede demostrar que si S y T son trasnsformaciones lineales entre
espacios de Hilbert, no necesariamente iguales, entonces ‖S⊗T‖ = ‖S‖‖T‖.
De aqúı que podamos expresar la norma de

⊗

v∈Vin
ξv como producto de

las normas de los ξv y de igual manera con
⊗

w∈Vout
ξw, luego tenemos que
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‖ξv‖ = dimHv = N
1
2
v . También, dado que TG = Tr ◦ Lr−1 ◦ · · · ◦ T1, y que

para todo 1 ≤ k ≤ r, Tk =
⊗

e∈Ek
Te, tenemos que ‖Tk‖ =

∏

e∈Ek
‖Te‖.

Por otro lado, es un hecho conocido que dados dos operadores acotados, S
y T , se tiene que ‖ST‖ ≤ ‖S‖‖T‖. Con esto, aunado al hecho de que los Lk

son cuasi-isometŕıas y por tanto tienen norma 1, podemos acotar a TG por
∏r

k=1‖Tk‖. Juntando todo y usando que ‖Te‖ = Ae obtenemos el siguiente
teorema.

Teorema 2.5.1. Sea G = (G, (Ae)e∈E) una gráfica de matrices proveniente
de un carcaj de entrada-salida con espacios de dimensión finita asociados a
los vértices. Entonces tenemos

S(G ) ≤





∏

v∈Vin∪Vout

Nv





1
2
∏

e∈E
‖Ae‖,

donde Nv = dimHv para todo v ∈ V . En el caso particular en que todos los
espacio son de dimensión N , lo anterior se rescribe como

S(G ) ≤ N
1
2
|Vin∪Vout|

∏

e∈E
‖Ae‖.

El teorema anterior nos da, para cada suma con restricción de ı́ndices,
el orden asintótico en términos de la dimensión de las matrices con el que
podemos acotar a dicha suma. Es decir, el teorema anterior es precisamente
el tipo de resultado que estábamos buscando.

Sin embargo, no todas las gráficas de matrices provienen de un carcaj de
entrada-salida, o equivalentemente, hay restricciones sobre los ı́ndices que
generan sumas con gráficas asociadas para las que no podemos aplicar el
teorema anterior. En lo que sigue presentaremos un procedimiento para
modificar cualquier gráfica de matrices en una que proviene de un carcaj
de entrada-salida, de manera que la suma asociada quede invariante, aśı
como el producto de las normas de las matrices en sus aristas. Esto per-
mitirá aplicar el teorema anterior para cualquier gráfica de matrices, sin
embargo esto no será suficiente, pues para obtener la cota seŕıa necesario en
cada caso, primero encontrar el carcaj de entrada-salida en el que quedará
modificada la gráfica en cuestión, lo cual representaŕıa un obstáculo para
obtener un resultado general. Entonces, el último paso consistirá en encon-
trar caracteŕısticas combinatorias de la gráfica de matrices que predigan el
tipo de gráfica de entrada-salida que se obtendrá al final. Para esto primero
introduciremos algunos términos.
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Definición 2.5.1. Sea G una gráfica.

• Árbol: Si G es conexa y no tiene ciclos, diremos que G es árbol.

• 2-conexidad: Si G es conexa, una arista de corte en G es una arista
que cumple que al borrarla la gráfica resultante es disconexa. Si G no
tiene aristas de corte diremos que G es 2-conexa. Una componente
2-conexa de una gráfica será una subgráfica 2-conexa que no está con-
tenida en ninguna otra subgráfica 2-conexa.

• Bosques y hojas: Diremos que G es un bosque si es una unión disjunta
de árboles. Diremos que un árbol es trivial si consiste únicamente de
un vértice. En los árboles no triviales llamaremos hojas a los vértices
que tengan grado 1. El único vértice en un árbol trivial también será
llamado hoja trivial.

Dada una gráfica G, denotaremos por F(G) a la gráfica que resulta de
poner un vértice por cada componente 2-conexa de G y poner una arista no
dirigida entre dos vértices de F(G) si las respectivas componentes 2-conexas
están conectadas por una arista de corte. Notemos que F(G) no puede tener
ciclos, de lo contrario si tomamos cualquier arista de corte asociada a una
arista del ciclo, su eliminación no desconectaŕıa a G, pues la modificación
de F(G) sigue siendo conexa y por lo tanto G es conexa. De aqúı que F(G)
siempre es un bosque, al cual llamaremos bosque de componentes 2-conexas.
Dada G, definimos τ(G) = h1

2 + h2, donde h1 es la cantidad de hojas no

G

F(G)v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v1, v2

v3, v4, v5, v7

v8

v6

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b

b

Figura 4: Un carcaj con su respectivo árbol de componentes 2-conexas.

triviales y h2 es la cantidad de hojas triviales de F(G). En lo que sigue nos
enfocaremos a probar el siguiente teorema.
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Teorema 2.5.2. Sea G = (G, (Ae)e∈E) una gráfica de matrices de N ×N ,
entonces

|S(G )| ≤ N τ(G)
∏

e∈E
‖Ae‖.

Además, la cota es justa en el sentido de que para toda gráfica dirigida G,
existe una gráfica de matrices de N × N , digamos G = (G, (Ae)e∈E), que
cumple que ‖Ae‖ = 1 para todo e ∈ E y

S(G ) = N τ(G).

Para la prueba de este resultado se necesitan varios elementos. Desar-
rollaremos el procedimiento para convertir cualquier gráfica de matrices en
una gráfica de entrada-salida. Sea G = (G, (Ae)e∈E) un gráfica de ma-
trices arbitraria. Primero notemos que por la definición de S(G ), pode-
mos cambiar la orientación de las aristas, si la respectiva matriz se cambia
por su transpuesta, dejando invariante esta suma. Esto último no altera
el bosque de componentes 2-conexas F(G). Además, dado que para toda
matriz cuadrada A, se cumple que ‖A‖ = ‖At‖, esta modificación tampoco
altera el producto de las normas de las matrices.

Recordemos que parte de la definición de carcaj de entrada-salida re-
quiere que este no tenga ciclos dirigidos. Para “destruir” los ciclos dirigidos
de G no bastará con cambiar las orientaciones de sus aristas, esto es evidente
para el caso en el que hay un ciclo de longitud uno.

Lema 2.5.1. Sea G = (G, (Ae)e∈E) una gráfica de matrices de N × N .
Supongamos que para una arista f ∈ E, Af = IdN . Sea Ĝ = (Ĝ, (Ae)e∈E−f )
la gráfica de matrices obtenida al identificar los extremos de f en G y borrar
esta arista. Entonces

S(G ) = S(Ĝ ).

Demostración. Los sumandos de S(G ) son de la forma
∏

e∈E Ae(kt(e), ks(e)).
Para que un sumando dado sea distinto de cero, se tiene que cumplir en
particular que Af (kt(f), ks(f)) 6= 0, pero como Af = IdN entonces kt(f) =
ks(f), en cuyo caso Af (kt(f), ks(f)) = 1 y entonces

∏

e∈E Ae(kt(e), ks(e)) =
∏

e∈E−f Ae(kt(e), ks(e)). Esta última observación nos permite construir una

biyección entre los sumandos no nulos de S(G ) y los de S(Ĝ ).

Definición 2.5.2 (Modificación de una gráfica de matrices). Decimos que
Ĝ = (Ĝ, (Ae)e∈Ê) es una modificación de G = (G, (Ae)e∈E), si se puede
llegar de la última iterando las siguientes operaciones:
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• Cambiar la dirección de una arista e y sustituir Ae por At
e.

• “Dividir” un vértice v en v y v′. Agregar una arista de v a v′ asociándole
la matriz IdN . Luego, redistribuir las aristas que entran a v entre los
nuevos vértices v y v′ al igual que las aristas que salen de v. En el caso
en el que {v} sea una componente 2-conexa de la gráfica se agregará
una segunda arista de v a v′ con las matriz IdN .

Ya hab́ıamos observado que la primera operación en la definición anterior
no altera la suma asociada a la gráfica de matrices, ni el producto de las
normas de las matrices, ni la estructura combinatoria del bosque de las
componentes 2-conexas. Del Lema 2.5.1 es claro que la segunda opera-
ción no altera la suma asociada a la gráfica de matrices. Luego, como
‖IdN‖ = 1, el producto de las normas de las matrices también permanece
invariante después de la operación. El agregar una doble arista en el caso
en el que {v} sea una componente 2-conexa de la gráfica nos garantiza que
el bosque de dos componentes conexas también permanezca invariante. Por
lo tanto, cualquier modificación de una gráfica mantiene invariante los tres
parámetros que estamos considerando. Para probar el Teorema 2.5.2, resta
demostrar que toda gráfica de matrices tiene una modificación de entrada-
salida.

Para modificar G de manera apropiada, consideremos F(G). Como cada
componente conexa puede ser tratada de manera independiente podemos
asumir sin pérdida de generalidad que F(G) es conexa, es decir, podemos
asumir que es un árbol. Si F(G) no es trivial, tomemos una hoja cualquiera,
digamos w, la cual llamaremos hoja de entrada y a todas las demás las
llamaremos hojas de salida. Como F(G) es un árbol, para cada vértice hay
un único camino de w a dicho vértice. Este camino define una orientación
en las aristas pertenecientes a él, más aún, esta orientación de aristas es
concistente para cualquier vértice que se tome. De esta manera, poniendo
las aristas de F(G) en la orientación inducida por los caminos que salen de
w, obtenemos un flujo de w a las hojas de salida de F(G). Los vértices de
F(G) representan componentes 2-conexas de G y sus aristas corresponden
a las aristas de corte de G. El lema que probaremos a continuación nos
permitirá modificar cada una de las componentes 2-conexas en una gráfica
de entrada-salida que tenga un único vértice de entrada y un único vértice
de salida. Después, el vértice de entrada de la modificación final será el
vértice de entrada de la componente correspondiente a la hoja de entrada.
Los vértices de salida de las componentes correspondientes a las hojas de
salida serán los vértices de salida de la modificación final. Mientras que el
vértice de entrada de cada componente correspondiente a un vértice interno
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en F(G) se colocará en la parte final de la arista de corte que llega a dicha
componente y el vértice de salida en la parte inicial de la arista de corte
que sale de dicha componente. Esto producirá una gráfica de matrices de
entrada-salida que será una modificación de G . En esta modificación la
cardinalidad de Vin ∪ Vout será igual a la cantidad de hojas de F(G), de
donde una aplicación directa del Teorema 2.5.1 concluirá la prueba en el
caso en el que F(G) sea un árbol no trivial. Si F(G) es un árbol trivial,
el siguiente lema garantiza que G puede ser modificado en una gráfica de
entrada-salida con |Vin ∪ Vout| = 2, nuevamente una aplicación directa del
Teorema 2.5.1 concluye la prueba.

Lema 2.5.2. Sea G = (G, (Ae)e∈E) una gráfica de matrices, con G 2-
conexa. Sean v y w cualesquiera dos vértices de G. Entonces existe una
modificación Ĝ = (Ĝ, (Ae)e∈E) que cumple que Ĝ es una gráfica de entrada-
salida, con v su único vértice de entrada y w su único vértice de salida.

Demostración. Construiremos recursivamente gráficas de entrada-salida,
G0, G1, . . . Gp, todas ellas modificaciones de una subgráfica de G, de manera
que Gp será la gráfica asociada a la modificación final buscada. Ignorando
la orientación de las aristas de G, tomemos un camino de v a w. Definamos
G0 como la gráfica orientada que representa dicho camino de v a w, con
la orientación de aristas elegida de manera que el camino sea un camino
orientado, en donde v será el vértice de entrada y w el vértice de salida.
Ahora, supongamos que Gk ya ha sido definida, por construcción Gk es una
modificación de una subgráfica de G, si esta subgráfica es todo G entonces
habremos terminado. De lo contrario, hay un vértice en G y Gk, digamos
x, que es adyacente a una arista de G que no está en Gk, sea e esta arista y
z el otro de sus vértices. Como G es 2-conexa, e no es una arista de corte,
por lo que si la eliminamos la gráfica se mantiene conexa, de donde hay un
camino (no necesariamente orientado) de z a algún vértice de G, digamos y.

Si y 6= x, entonces tomemos Gk+1 será la gráfica resultante de agregarle
a Gk la arista e y el camino de z a y. Si, dentro de Gk hay un camino dirigido
de x a y, orientaremos el nuevo camino de x a y en esta misma dirección.
En cambio, si en Gk hay un camino de y a x, orientaremos el nuevo camino
en esta dirección. Notemos que solo una de las anteriores puede pasar, ya
que Gk es una gráfica de entrada-salida y por ende no tiene ciclos dirigidos.
En el caso en el que no haya ningún camino orientado de x a y ni viceversa,
orientemos el nuevo camino en cualquiera de las dos direcciones posibles.

En el caso en el que x = y. Separemos a x en dos vértices, x y x′,
poniendo una arista de x a x′, dejando todas las aristas en su lugar todas
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las aristas que entran a x y poniendo en x′ todas las aristas que saĺıan de x.
Después, orientemos el nuevo camino de x a x′.

Sin pérdida de generalidad supongamos que el nuevo camino va de x a y.
Es claro que, bajo una elección apropiada de matrices lo anterior garantiza
que Gk+1 es una modificación de una subgráfica de G que ahora ya contiene
a la arista e. Por construcción, Gk+1 no tiene ciclos dirigidos. Luego, si u es
un nuevo vértice en Gk+1, veremos que hay un camino del vértice de entrada
al vértice de salida que pasa por u. Como Gk era una gráfica de entrada-
salida, hay un camino dirigido de v a w que pasa por x, en particular hay
un camino dirigido de v a x, de la misma manera hay un camino dirigido
de y a w, luego, el nuevo camino que va de x a y pasa por u, componiendo
estos tres caminos obtenemos un camino que va de v a w y pasa u. Con esto
concluimos que la gráfica Gk+1 es de entrada-salida.

Como podemos continuar el proceso indefinidamente, en cada paso garan-
tizando que una arista nueva de G es considerada en la modificación cor-
respondiente y G es finita, el proceso terminará en una cantidad finita de
pasos.

El lema anterior concluye la demostración de la cota. Para demostrar
que la cota es óptima, recordemos que demostramos que cualquier gráfica de
matrices puede ser convertida en una unión disjunta de gráficas conexas de
entrada-salida, digamos G1, . . . , Gr, cada una con un solo vértice de entrada,
por lo que basta analizar este caso. Por el Lema 2.3.1, la suma S(G ) es
igual al producto de las S(Gi), y como τ(G) = τ(G1) + · · · + τ(Gr) nos
bastará con analizar el caso conexo. Supongamos que G es conexa, si en cada
arista que no sea de corte ponemos la identidad, por el Lema 2.5.1, evaluar
en la gráfica de matrices es equivalente a evaluar en F(G), con cualquier
orientación de sus aristas. Para cada componente conexa no trivial en G,
tomemos la orientación que genera un flujo del vértice de entrada al vértice
de salida. Por lo tanto, bastará demostrar la cota en cada componente
conexa. Notemos que una gráfica de matrices en donde todas las matrices
son IdN cumple que su suma asociada es N , por lo tanto las hojas triviales
correspondientes aportan un término N . Para el caso en el que hay un árbol
no trivial, pongamos nuevamente IdN en todas las aristas internas, es decir
en las aristas que no sean adyacentes a una hoja. Esto, nuevamente por el
Lema 2.5.1 reducirá la gráfica a una escoba (Figura 5), es decir, la gráfica
tendrá el vértice de entrada v, un solo vértice interno u y los vértices de
salida w1, . . . , wk. Habrá una arista de v a u y una arista de u a cada wi.

Sea AN la matriz con entradas 1√
N

en la primera columna y cero en
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Figura 5: k-escoba de matrices.

las demás. La norma de esta matriz es la norma del vector 1√
N
(1, 1, . . . , 1),

entonces ‖AN‖ = 1. Sea v el vértice de entrada de la escoba, u el interno
y w1, . . . , wk los de salida. Como en la Figura 5, pongamos At

N en la arista
de v a u, y la matriz AN en cada una de las otras aristas. Sea Ek la gráfica
de matrices resultante. Sea E el conjunto de aristas de Ek. Para calcular
S(Ek), notemos que para que

∏

e∈E Ae(kt(e), ks(e)) 6= 0, es necesario que
k(t(e)) = 1 si e = (v, u) y k(s(e)) = 1 si e es cualquier otra arista. Entonces,
para que el producto asociado a k no se anule podemos escoger libremente los
valores k(v), k(w1), . . . , k(wk). Por lo que hay N

k+1 funciones cuyo producto
asociado no se anula. Por otra parte, si

∏

e∈E Ae(kt(e), ks(e)) 6= 0 entonces

es igual a N− k+1
2 , de donde

S(Ek) = Nk+1N− k+1
2 = N

k+1
2 = N τ(G) = N τ(G)

∏

e∈E
‖Ae‖,

con lo cual se concluye la demostración del Teorema 2.5.2.
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Caṕıtulo 3

Fundamentos de espacios de

tráficos

En el primer caṕıtulo motivamos y fundamentamos el método de momentos y
presentamos algunas aplicaciones de este dentro de la Teoŕıa de Probabilidad
Libre y Matrices Aleatorias. En el caso de espacios de probabilidad no
conmutativa, ya vimos que la información provéıda por los momentos es
suficiente para definir una distribución anaĺıtica en el caso en el que las
variables aleatorias no conmutativas son normales. También, en el estudio
de matrices aleatorias, para varios modelos, el método de los momentos es
suficiente para determinar la distribución espectral asintótica de estos. Sin
embargo, para las variables aleatorias no conmutativas que no son normales
no se tiene aún un método de estudio de su distribución que en general sea
suficientemente descriptivo. De la misma manera, para varios modelos de
matrices, el método de los momentos no basta, además de que en otros casos,
la distribución espectral ĺımite de modelos distintos resulta ser la misma, lo
cuál no permite discernir, desde la Teoŕıa de Probabilidad Libre usual, a
algunas matrices grandes provenientes de distintos modelos.

La Teoŕıa de Tráficos toma las herramientas desarrolladas en el caṕıtulo
anterior y las abstrae para darles un significado general dentro espacios de
probabilidad no conmutativos. Ahora, para describir la distribución de un
elemento, ya no nos limitaremos a estudiar sus momentos, sino que ahora
por cada gráfica dirigida tendremos una noción de momento generalizado,
logrando con esto interpolar la noción de distribución dentro de la Teoŕıa de
Probabilidad Libre. Aqúı presentamos las bases de esta teoŕıa y en los dos
caṕıtulos subsecuentes algunos de los logros obtenidos por ella.

69



70 CAPÍTULO 3. FUNDAMENTOS DE ESPACIOS DE TRÁFICOS

3.1 Gráficas como operaciones

3.1.1 Estructura de G y G-álgebras
De la sección anterior, recordemos la noción de K-operación de gráfica.

Definición 3.1.1 (K-operación de gráfica). Dado un entero no negativo K,
una K-operación de gráfica es una gráfica dirigida, conexa, con K aristas
numeradas y dos vértices distinguidos vin y vout. Al conjunto de todas las K-
operaciones de gráfica, con K corriendo sobre todos los enteros no negativos,
lo denotaremos por G. A los elementos de este conjunto los llamaremos
operaciones de gráfica.

Sea g una K-operación de gráfica. Pensemos a g como un carcaj y
tomemos una representación de este, es decir, pongamos espacios vectoriales
en sus vértices y transformaciones lineales en sus aristas. Entonces, la K-
operación de gráfica puede ser pensada como una composición de dichas
transformaciones lineales que resulta en una transformación lineal que va del
espacio en vin al espacio en vout, digamos Tg : Hvin → Hvout . Por lo tanto,
si tenemos dos operaciones de gráfica, digamos g1 con vértices distinguidos
v1in y v1out, y g2 con v2in y v2out, es natural definir su concatenación g1g2, como
la operación de gráfica resultante de identificar v1out con v

2
in, tomando a v1in

como el vértice de entrada de la nueva operación de gráfica y v2out como el
de salida. De esta manera Tg1g2 = Tg2 ◦ Tg1 . Más en general, dada una
operación de gráfica, podemos sustituir en cualquiera de sus aristas otra
operación de gráfica, poniendo su vértice de entrada en el comienzo de la
arista y su salida en el final de su arista como se muestra en la Figura 6.

Definición 3.1.2 (Composición de operaciones de gráfica). Sea K un entero
positivo y sean L1, . . . , LK enteros no negativos. Sea g una K-operación de
gráfica. Para i = 1, . . . ,K, sea gi una Li-operación de gráfica. Definimos
g(g1, . . . , gK) como la L1+L2+ · · ·+LK-operación de gráfica que se obtiene
al sustituir cada gi en la arista i de g como se describió anteriormente. Esta
operación será llamada composición de operaciones de gráficas.

La composición de operaciones de gráfica depende de la enumeración
de las aristas de la K-operación de gráfica. El grupo simétrico SK , actúa
sobre GK , el conjunto de K-operaciones de gráfica, donde cada elemento
σ ∈ SK manda a cada K-operación de gráfica a la operación que resulta
de permutar con σ la numeración de sus aristas. Por ejemplo, si g es como
en la definición y e1, . . . , eK son las aristas de g escritas en orden, entonces
eσ−1(1), . . . , eσ−1(K) será el orden de las aristas de gσ := σ(g).
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Figura 6: En la izquierda se muestra la operación de gráfica (con aristas
punteadas) que se sustituye en la arista punteada de la gráfica debajo de
ella. Esto produce la operación de gráfica de la derecha.

Recordemos del caṕıtulo anterior que I es la operación de gráfica cuyo
conjunto de vértices es {vin, vout} y que tiene una única arista que va de vin a
vout. En el caso en el que G actúa sobre el espacio de matrices, I actúa como
la función identidad. Cuando, dentro de G, se considera la composición de
una operación de gráfica con I, esta última también actúa como la identidad.
Concretamente, G con la composición tiene una estructura algebraica que
satisface la siguientes propiedades:

• I es la identidad : g(I, . . . , I) = g = I(g).

• Asociatividad en la composición:

g(g1(g1,1, . . . , g1,k1), . . . , gK(gK,1, . . . , gK,kK ))

= g(g1, . . . gK)(g1,1, g1,k1 , . . . , gK,1, . . . , gK,kK ).

• Equivarianza: Si g es una K-operación, dada una permutación σ ∈
SK , tenemos

gσ(gσ−1(1), gσ−1(2), . . . , gσ−1(K)) = g(g1, . . . , gK).

También, si σ1, . . . , σK son permutaciones, con σi ∈ Ski entonces
g((g1)σ1 , (g2)σ2 , . . . , (gK)σK

) = g(g1, · · · , gK)σ1×···×σK
.

En el caṕıtulo anterior definimos de manera expĺıcita una acción de G
sobre MN (C). La idea fundamental en la Teoŕıa de Tráficos es la de consi-
derar la acción de G, de una manera más abstracta, sobre cualquier espacio
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vectorial A y con esto dotar al espacio con una estructura de álgebra uni-
taria en donde además habrá otras operaciones que permitan dar una mejor
descripción de sus variables aleatorias no conmutativas.

Definición 3.1.3 (Acción de G sobre un espacio vectorial). Una acción
de G sobre un espacio vectorial complejo A está dada por una familia de
aplicaciones lineales (Zg)g∈G, con Zg : A⊗K → A cuando g ∈ GK , que
satisfacen

• ZI = IdA.

• Zg(Zg1 ⊗ · · · ⊗ ZgK ) = Zg(g1,...,gK).

• Zg(a1 ⊗ · · · ⊗ aK) = Zgσ(aσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ aσ−1(K)).

Llamemos Z0 a la 0-operación de gráfica con un único vértice. Por con-
vención Z0 : C → A y definimos 1A := Z0(1).

La acción de G induce una estructura algebraica en A. Particularmente,
si g es la operación de gráfica multiplicación, es decir la gráfica con tres
vértices {vin, u, vout} y una arista yendo de vin a u y otra de u a vout, entonces
esta le da a A una estructura de álgebra compleja asociativa definida por el
producto como ab := Zg(a⊗ b).

Si G actúa sobre A, diremos que A es una G-álgebra. Llamaremos G-
subálgebra a cualquier subespacio de A invariante bajo la acción de G. Dada
otra álgebra B, diremos que f : A → B es un G-morfismo si f(Zg(a1 ⊗ · · · ⊗
aK)) = Zg(f(a1) ⊗ · · · ⊗ f(aK)). Como se mencionó al final de la Sección
2.4., la noción de G-álgebra, en varios casos, es estrictamente más fuerte que
la noción clásica de morfismo de álgebra.

Cuando se trabaje con álgebras-* será también útil tener una noción de
adjunción en G. Expĺıcitamente, si g ∈ GK , entonces g∗ es la K-operación de
gráfica obtenida el cambiar la orientación de las aristas de g e intercambiar
el vértice de entrada con el vértice de salida. Por ejemplo I∗ = I.

Por último, es importante notar que 1A en efecto se comporta como la
unidad. Sea g una K-operación de gráfica con elementos de A sustituidos en
sus aristas, de manera que en la arista i se encuentra 1A. Por la asociatividad
de la composición de operaciones de gráfica, y dado que 1A = Z0(1), es lo
mismo evaluar g en las variables que están en sus aristas, que sustituir la
0-gráfica en la arista i, y posteriormente evaluar. Esto se resume en la
siguiente observación, la cual es una generalización del Lema 2.5.1.
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Observación 3.1.1. Sea g una K-operación de gráfica y ĝ la (K − 1)-
operación de gráfica obtenida al identificar los extremos de la arista i en g

y después borrar dicha arista. Si a1, . . . , aK ∈ A y ai = 1A, entonces

Zg(a1 ⊗ · · · ⊗ aK) = Zĝ(a1 ⊗ · · · ⊗ aK),

en donde ai se omite en el producto de la derecha.

Aunque la noción de acción parece ser poco restrictiva, es posible hacer
inferencias sobre la estructura algebraica de una G-álgebra a partir de la
información provéıda por la acción de ciertos elementos en G. Por ejemplo,
tomemos A una G-álgebra, y sea A0 := ∆(A), donde ∆ es la 1-operación de
gráfica con un único vértice que es de entrada y salida a la vez.

Recordemos que si A es una matriz cuadrada, entonces ∆(A) es la matriz
que resulta de poner ceros en todas las entradas fuera de la diagonal de
A, por lo que ∆(MN (C)) = DN (C), donde DN (C) es la subálgebra de
matrices diagonales. Más en general, si It es la 1-operación de gráfica en
la cual su única arista va de vout a vin, dado que ∆ = It(∆), tenemos que
∆(a) = It(∆(a)). En otras palabras, A0 es invariante bajo transposición.
Por esta razón, en general, nos referiremos a los elementos de A0 como
elementos diagonales.

Notemos también que Z∆(∆) = Z∆ y por lo tanto ∆ actúa como la iden-
tidad sobre A0, de aqúı concluimos que ∆ : A → A es una proyección. Más
aún, si g es la 2-operación asociada a la multiplicación e I◦I es la 2-operación
de gráfica asociada al producto de Hadamard, definida en el caṕıtulo ante-
rior, entonces tenemos que ∆(I ◦I) = g(∆,∆). Ahora, sean ∆(a),∆(b) ∈ A,
la simetŕıa de g(∆,∆) junto con la propiedad de equivarianza nos da que
g(∆,∆)(a, b) = g(∆,∆)(b, a) y por lo mencionado anteriormente tenemos
que

g(∆(a),∆(b)) = g(∆,∆)(a, b) = g(∆,∆)(b, a) = g(∆(b),∆(a)).

Por lo tanto A0 es una subálgebra abeliana.

3.1.2 Operaciones de gráficas como momentos generalizados

Recordemos del Caṕıtulo 1, que dado un espacio de probabilidad-* (A, φ),
la distribución de una variable aleatoria no conmutativa a ∈ A, está dada
por el conjunto de valores

φ(aε1aε2 · · · aεn),
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donde εi ∈ {1, ∗} y n es cualquier entero positivo. En el caso en el que A =
MN (C), la distribución espectral de una matriz A ∈ A queda determinada
por sus momentos mixtos

tr(Aε1Aε2 · · ·Aεn).

En espacios de tráficos, además de considerar los momentos mixtos de
una variable aleatoria, también se considerarán los valores que toma la traza
al evaluar la variable aleatoria en distintas operaciones de gráficas. Para el
caso particular de matrices, la distribución en tráficos de una matriz A estará
dada por el conjunto de valores de la forma

tr(Zg(A
ε1 ⊗Aε2 ⊗ · · · ⊗Aεn)),

donde εi ∈ {1, ∗}, y g es cualquier n-operación de gráfica. Denotemos por
ĝ := ∆(g), es decir, a la gráfica que resulta de identificar vin con vout en g.
Por la asociatividad de la composición, evaluar a un conjunto de matrices
en ĝ = (V̂ , Ê) es equivalente a evaluarlas en g y luego poner cero en todas
las entradas fuera de la diagonal en la matriz resultante. Entonces

tr(Zg(A
ε1 ⊗Aε2 ⊗ · · · ⊗Aεn)) = tr(Zĝ(A

ε1 ⊗Aε2 ⊗ · · · ⊗Aεn)).

Notemos que la evaluación en ĝ ya no depende de dónde estén los vértice de
entrada y salida ya que

tr(Zĝ(A
ε1 ⊗Aε2 ⊗ · · · ⊗Aεn)) =

1

N

∑

k:V̂→[N ]

∏

e∈Ê

A(k(t(e)), k(s(e))).

Entonces, si otra operación de gráfica g′ cumple que ĝ′ ∼= ĝ, donde el isomor-
fismo se toma ignorando el lugar del vértice de entrada y salida, obtendremos
el mismo resultado al sacar la traza de la matriz resultante al evaluar un
mismo conjunto de matrices en ambas operaciones de gráficas. Por lo tanto,
la gráfica ĝ contiene la información de varias gráficas. Esto motiva las si-
guientes definiciones.

Definición 3.1.4 (Momento de gráfica). Diremos que T es un K-momento
de gráfica si T es una gráfica dirigida conexa con K aristas numeradas. El
conjunto de K-momentos de gráfica será denotado por TK , y denotaremos
por T = ∪∞

K=1TK .

Definición 3.1.5 (Funcional de tráfico en matrices). Sea T = (V,E) un
K-momento y A1, . . . , AK matrices de N × N , definimos el funcional de
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tráfico τ como

τ [T (A1, . . . , AN )] :=
1

N

∑

k:V→[N ]

∏

e∈E
Ae(k(t(e)), k(s(e))),

donde la matriz Ai será colocada en la i-ésima arista de T . Si las matrices
son aleatorias entonces

τ [T (A1, . . . , AK)] :=
1

N
E





∑

k:V→[N ]

∏

e∈E
Ae(k(t(e)), k(s(e)))



 .

En el caso de matrices aleatorias hay una descomposición de τ que resulta
sumamente útil.

Definición 3.1.6 (Funcional inyectivo en matrices). Sea T = (V,E) un K-
momento y A1, . . . AK matrices aleatorias de N ×N , definimos el funcional
de tráfico τ0 como

τ0[T (A1, . . . , AK)] :=
1

N
E









∑

k:V→[N ]
k es inyectiva

∏

e∈E
Ae(k(t(e)), k(s(e)))









.

Sea T = (V,E) un momento de gráfica y k : V → [N ]. Recordemos
del Caṕıtulo 1 que el kernel de k, denotado por ker(k), es la partición de
V en donde dos vértices u, v ∈ V están en el mismo bloque si k(u) =
k(v). Entonces, si denotamos por T ker(k) al momento de gráfica que resulta
de identificar los vértices en V que están en un mismo bloque de ker(k),
podemos pensar a la función k como una función inyectiva en T ker(k). En
general para toda π ∈ P(V ), donde P(V ) es el conjunto de particiones
del conjunto V , denotaremos por T π = (V π, E) al cociente de gráfica que
resulta de identificar a los vértices de T que están en un mismo bloque
de π. Entonces, para todo π, podemos pensar a las funciones inyectivas
k : V π → [N ] como funciones en los vértices de T . Es fácil ver que esta
asociación es biyectiva, dándonos el siguiente resultado.

Lema 3.1.1 (Descomposición inyectiva del funcional de tráfico). Sea T =
(V,E) un K-momento de gráfica y A1, . . . , AK matrices aleatorias. Entonces

τ [T (A1, . . . , AK)] =
∑

π∈P(V )

τ0[T π(A1, . . . , AK)].
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En algunas ocasiones, cuando se estudie la distribución en tráficos de
una familia de matrices A = (Aj)j∈J , y ya haya una asignación de algunas
matrices en A a las aristas de un momento de gráfica, por simplicidad deno-
taremos a la evaluación en el funcional como τ [T (A)]. En el caso particular
en el que se considere la distribución en tráficos de una sola matriz, τ [T (A)]
denotará el valor del funcional evaluado en T cuando la matriz A se pone
en todas sus aristas.

En el siguiente caṕıtulo presentaremos varias aplicaciones de la teoŕıa de
tráficos al estudio de matrices aleatorias.

3.2 Espacios algebraicos de tráficos

En su tesis doctoral, en el 2011, Male introdujo el concepto de funcional
de tráfico para cualquier espacio de probabilidad no conmutativo y lo dio
a conocer en [19]. Posteriormente, en el 2016, Male junto con Guillaume
Cèbron y Antoine Dahlqvist modificaron ligeramente el concepto en lo que
llamaron espacios algebraicos de tráficos [6].

Definición 3.2.1 (Espacio algebraico de tráficos). Un espacio algebraico de
tráficos está dado por un espacio vectorial A y un funcional lineal Φ : A → C

cumpliendo:

• Existe una acción de G en A, es decir A es una G-álgebra.

• Φ(1A) = 1.

• Φ es independiente de la entrada y la salida, es decir, para todo g ∈ G
se cumple que Φ ◦ Zg = Φ ◦ Z∆(g).

Un homomorfismo entre espacios algebraicos de tráficos A y B con respec-
tivos funcionales Φ y Ψ es un G-morfismo f : A → B que cumple que
Φ = Ψ ◦ f .

La condición de que el funcional sea independiente de la entrada y la
salida implica que Φ es un funcional tracial sobre el álgebra que se obtiene al
dotar a A con el producto definido por la operación de gráfica multiplicación.
Para hablar de la distribución de los elementos de A, aśı como de una noción
de positividad para Φ, es conveniente introducir una noción que generaliza
las nociones de operación de gráfica y de momento de gráfica.

Recordemos del caṕıtulo anterior que es posible considerar composiciones
“ramificadas” de operadores que van del producto tensorial de un conjunto
de espacios al producto tensorial de otro. Para esto, Mingo y Speicher,
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en [20], consideraron carcajes con varios vértices de entrada y varios varios
vértices de salida. Las operaciones de n-gráfica en cierto sentido rescatan
esta estructura, pero sin hacer distinción entre los vértices de entrada y los
vértices de salida. Para esto, recordemos que dados dos espacios vectoriales
V y W , sobre un mismo campo, hay una identificación natural V ∗ ⊗W ∼=
Hom(V,W ), donde el lado derecho denota al espacio de transformaciones
lineales de V a W . En el caso en el que V es dimensión finita V ∼= V ∗,
de donde V ⊗ W ∼= Hom(V,W ). En particular, dados N,n y m enteros
positivos, tenemos que (CN )⊗n+m ∼= Hom((CN )⊗n, (CN )⊗m). Aśı, podemos
pasar de una estructura con n vértices de entrada y m vértices de salida,
por ejemplo un elemento en Hom((CN )⊗n, (CN )⊗m), a una estructura con
n + m vértices distinguidos, que en este caso puede ser pensado como un
elemeto en (CN )⊗n+m.

Definición 3.2.2 (Operaciones de n-gráfica). Los momentos de gráfica
definidos anteriormente corresponden a las operaciones de 0-gráficas. Luego,
si n ≥ 1, una operación de n-gráfica es un momento de gráfica con n vértices
distinguidos y ordenados, digamos v = (v1, . . . , vn). Al conjunto de opera-
ciones de n-gráfica lo denotaremos por G(n).

En el caso en el que n = 2, G(2) corresponde al conjunto de operaciones
de gráfica definido anteriormente.

Veamos cómo funcionan estos objetos en el caso particular de matrices
aleatorias.

Ejemplo 3.2.1. Sea A = MN (C) ⊗ L∞−(Ω, S, P ) el álgebra de matrices
aleatorias cuyas entradas tienen todos sus momentos. Sea t = (V,E, v) una
operación de n-gráfica con las matrices aleatorias (Ae)e∈E colocadas en sus
aristas. Entonces definimos la evaluación en t, como el tensor aleatorio
T (t) ∈ (CN )⊗n, como sigue. Si v = (v1, . . . , vn) entonces

T (t) =
∑

k:V→[N ]

(

∏

e∈E
A(k(t(e)), k(s(e)))

)

ξk(v1) ⊗ · · · ⊗ ξk(vn).

En efecto, si n = 2, entonces T (t) corresponde a evaluar la operación de
gráfica Zt en las matrices correspondientes.

3.2.1 Distribución de tráficos

Tomemos un espacio algebraico de tráficos (A,Φ), la condición de que Φ
es independiente de las entradas y salidas, nos permitirá definir para cada
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K-momento de gráfica T , un funcional multilineal τ [T (·)] : A⊗K → C, dado
por

τ [T (·)] := Φ(Zĝ(·)),
donde g es cualquier K-operación de gráfica que cumple que si se identifica
su entrada con su salida, es decir al considerar ĝ, tenemos que ĝ ∼= T .
Alternativamente, si denotamos por G(0)〈A〉 al conjunto de momentos de
gráficas con elementos de A sustituidos en sus aristas, y por CG(0)〈A〉 a sus
combinaciones lineales formales con ceoeficientes en C, podemos pensar a τ ,
extendiendo por linealindad, como el funcional

τ : CG(0)〈A〉 → C.

El funcional τ caracteriza completamente a Φ, pues τ [∆(a)] = Φ(a), en-
tonces este es una extensión de Φ que permite extraer información sobre los
momentos de gráficas de variables aleatorias no conmutativas que anterior-
mente era imposible detectar. Podemos pensar a τ como una interpolación
de Φ. Por esta razón llamaremos a τ el funcional de tráfico y a partir de
este definiremos la distribución en tráficos de nuestras variables aleatorias
no conmutativas.

Definición 3.2.3 (Distribución en tráficos). Sea (A,Φ) un espacio alge-
braico de tráficos. Al funcional τ : CG(0)〈A〉 → C lo llamaremos el funcional
de tráfico y a la información provéıda por este, es decir a la familia de apli-
caciones de momentos de gráfica, la llamaremos distribución en tráficos.
Por ejemplo, si a ∈ A, entonces su distribución en tráficos es

{(T, ε1, . . . , εK) 7→ τ [T (aε1 , . . . , aεK )] : T ∈ G(0), ε1, . . . , εK ∈ {1, ∗}}.
Tı́picamente, dado que de τ se puede recuperar Φ, y para indicar que

A no solo está siendo pensada como espacio de probabilidad-*, sino que
también se está considerando su estructura como espacio de tráficos, deno-
taremos al espacio como (A, τ). Por la misma razón, en vez de llamarlos
variables aleatorias no conmutativas, llamaremos tráficos a los elementos de
A.

Motivado por el caso en el que los tráficos son matrices, se define el
funcional de tráfico inyectivo de la siguiente manera.

Definición 3.2.4 (Funcional inyectivo). Dado un espacio de tráficos (A, τ),
definimos el funcional inyectivo τ0 : CG(0)〈A〉 → C, de manera impĺıcita,
con la siguiente fórmula

τ [T (a1, . . . , aK)] =
∑

π∈P(V )

τ0[T π(a1, . . . , aK)],
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para cada T = (V,E) y K = |E|.

Es claro que el funcional inyectivo determina el funcional de tráficos. Es
posible demostrar que el funcional de tráfico también determina el funcional
inyectivo. Para esto se requiere la fórmula de inversión de Möbius para cada
momento de gráfica T . Este último es un método estándar en la teoŕıa de
álgebras de incidencia que puede ser consultado en [28]. La aplicación de
de la fórmula de inversión de Möbius para este caso en particular se puede
consultar en [6], en donde obtienen la siguiente fórmula

τ0[T (·)] =
∑

π∈P(V )

Mob(π, 1P(V ))τ [T
π(·)].

En ocasiones, particularmente cuando los tráficos son matrices aleatorias, es
más conveniente estudiar la distribución con respecto a τ0 que la distribución
con respecto a τ .

Ahora, recordemos que, dentro de la Teoŕıa de Probabilidad Libre, la
distribución-* conjunta de una familia de variables aleatorias no conmuta-
tivas se define formalmente como un funcional lineal en el espacio C〈x,x∗〉,
donde x es una familia de indeterminadas. Es decir, el dominio de la dis-
tribución-* conjunta es el espacio de polinomios-* no conmutativos en la
familia de indeterminadas x.

El hecho de pensar a la distribución como una función lineal sobre el
álgebra-* libre generada por un conjunto de indeterminadas permite com-
parar las distribuciones de variables aleatorias no conmutativas que viven
en distintos espacios de probabilidad-*. De la misma manera, dentro de
la Teoŕıa de Tráficos, en ocasiones es necesario recurrir a una noción más
formal de distribución. En este marco, dada una familia de indeterminadas
x = (xj)j∈J , pensaremos ahora a los momentos de gráfica como objetos
con una estructura adicional de la forma T = (V,E, γ, ε), donde V y E

son como antes, γ : E → J y ε : E → {1, ∗}. Escencialmente, ahora esta-
mos agregando a la estructura de los momentos de gráfica una etiquetación
de las aristas usando śımbolos de la forma xj y x∗j . De la misma mane-
ra, podemos pensar a las operaciones de gráfica de manera formal como
g = (V,E, vin, vout, γ, ε), y más en general a las operaciones de n-gráfica
como t = (V,E,v, γ, ε), donde v es el vector de vértices distinguidos.

El álgebra C〈x,x∗〉 es el conjunto de combinaciones lineales formales de
monomios-* con indeterminadas en la familia x, los cuales son palabras de

la forma x
ε(1)
j(1) · · · x

ε(k)
j(k). En el caso de tráficos, los monomios de gráfica-*

serán las operaciones de gráfica etiquetadas que se mencionan en el párrafo
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anterior y este espacio será denotado por G〈x,x∗〉. Más generalmente, deno-
taremos por G(n)〈x,x∗〉 al espacio de operaciones de n-gráfica en las indeter-
minadas x. El espacio de combinaciones lineales formales de elementos en
G(n)〈x,x∗〉 con coeficientes complejos será denotado por CG(n)〈x,x∗〉, al cual
nombraremos espacio de polinomios de gráfica-*. Ahora, dado que la dis-
tribución en tráficos no se define sobre las operaciones de gráfica sino sobre
los monomios de gráfica, para presentar el concepto formal de distribución
en tráficos consideraremos al espacio de combinaciones lineales formales de
momentos de gráficas etiquetadas, denotado por CG(0)〈x,x∗〉.

Definición 3.2.5 (Distribución formal en tráficos). Sea (A, τ) un espacio
algebraico de tráficos y a ⊂ A una familia de tráficos indexada como a =
(ai)i∈J . La distribución en tráficos de a está dada por la aplicación lineal
µa : CG(0)〈x,x∗〉 → C, dada por

µa(T ) = τ [T (a)],

donde τ [T (a)] denota al resultado de evaluar τ en T = (V,E) cuando en

cada arista e ∈ E se sustituye la variable a
ε(e)
γ(e).

Esto le da un sustento formal a la noción de convergencia en distribución
de tráficos.

Definición 3.2.6 (Convergencia en distribución de tráficos). Sea (An, τn)
∞
n=1

una sucesión de espacios algebraicos de tráficos, (A, τ) un espacio de tráficos
y J una familia de ind́ıces. Para cada n, sea an ⊂ An una familia indexada
por J , al igual que a ⊂ A. Decimos que la sucesión (an)

∞
n=1 converge en

distribución en tráficos a la familia a ⊂ A si

τn[T (an)] → τ [T (a)],

para todo T ∈ G(0)〈x,x∗〉, donde x es una familia de indeterminadas inde-
xada por J .

Es importante notar que la convergencia en distribución de tráficos con
respecto al funcional τ es equivalente a la convergencia en distribución de
tráficos con respecto al funcional τ0. En los próximos caṕıtulos utilizaremos
ampliamente este hecho.

3.2.2 Positividad para el funcional de tráfico

La noción de adjunción también puede ser extendida a los espacios de tráficos
algebraicos. Dada una operación de n-gráfica t, denotaremos por t∗ a la
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operación de n-gráfica obtenida al cambiar de orientación las aristas de
t. Dado cualquier conjunto A, denotaremos por G(n)〈A〉 al conjunto de
operaciones de n-gráfica cuyas aristas están etiqutadas con elementos en A
y por CG(n)〈A〉 a las combinaciones lineales formales de estas con coeficientes
complejos. Entonces, si en A hay una noción de adjunción, es decir, una
involución ∗ : A → A, para t ∈ G(n)〈A〉, t∗ denotará a la operación de n-
gráfica obtenida al invertir la orientación de las aristas de t y a cada etiqueta
a ∈ A cambiarla por a∗, es claro que esto define una involución

∗ : G(n)〈A〉 → G(n)〈A〉,

la cual puede ser extendida por antilinearidad a CG(n)〈A〉.
Por ejemplo, si x es una familia de indeterminadas y A = 〈x,x∗〉,

entonces para cada t = (V,E,v, γ, ε) ∈ G(n)〈x,x∗〉, tendremos que t∗ =
(V,E∗,v, γ, ε∗), donde ε∗(e) = 1 si ε(e) = ∗ y ε∗(e) = ∗ si ε(e) = 1, y E∗

son las aristas con la orientación opuesta a las de E. En el caso en el que A
es una G-álgebra tenemos la siguiente definición.

Definición 3.2.7. Si A es una G-álgebra, con una involución ∗ : A → A,
compatible con la adjunción en operaciones de n-gráfica y la evaluación en
estas, entonces diremos que A es una G∗-álgebra.

Un morfismo entre G∗-álgebras es un morfismo de G-álgebras que es com-
patible con ∗.

Al igual que en Probabilidad Libre, en la Teoŕıa de Tráficos es posible
hablar de una noción de positividad para el funcional. Para esto, dados
t, s ∈ G(n), denotaremos por t|s al momento de gráfica obtenido al identificar
el i-ésimo vértice distinguido de t con el i-ésimo vértice distinguido de s, y
en la gráfica resultante olvidar los vértices distinguidos.

Definición 3.2.8. Diremos que (A, τ) es un espacio de tráficos, si (A, τ)
es un espacio algebraico de tráficos, A es una G∗-álgebra y el funcional
de tráfico τ es positivo, es decir, para cada entero positivo n, y para cada
t ∈ G(n)〈A〉, se cumple que

τ [t|t∗] ≥ 0.

Un morfismo entre espacios de tráficos será un G∗-morfismo que también es
morfismo de espacio de tráficos algebraicos.

Tomando n = 2, la positividad de τ en un espacio de tráficos (A, τ),
implica que el funcional tracial inducido Φ : A → C es positivo en el sentido
de espacios de probabilidad no conmutativos. Para ver esto basta tomar la
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2-operación de gráfica I definida anteriormente, entonces para toda variable
aleatoria a la condición de positividad nos da que Φ(aa∗) = τ [I|I∗(a)] ≥ 0.
En otras palabras, si (A, τ) es un espacio de tráficos, entonces (A,Φ) es un
espacio de probabilidad-*.

Ejemplo 3.2.2. Conservando la notación del Ejemplo 3.2.1, demostraremos
que (A, τ) es un espacio de tráficos, para lo cual ya solo resta demostrar que
el funcional de tráfico es positivo. Para cada i ∈ [N ]n denotemos por

T (t)i := 〈T (t), ξi(1) ⊗ · · · ⊗ ξi(n)〉.

De la definición de T (t), para cada i ∈ [N ]n obtenemos la fórmula

T (t)i =
∑

k:V→[N ]
k↾v=i

∏

e∈E
Ae(t(e), s(e)).

Por otro lado, para calcular τ [t|t∗], notemos que cualquier función en los
vértices de t|t∗ puede ser descompuesta en una terna consistiendo de una
función en los vértices de t, otra en v, y otra en los vértices de t∗. Uti-
lizando esta descomposición, notemos que para i ∈ [N ]n fijo, el conjunto de
funciones en los vértices de t|t∗ cuya restricción a v es i, está en biyección
con el conjunto de parejas formadas por una función sobre los vértices de t
y otra sobre los vértices de t∗. De aqúı que T (t|t∗)i = T (t)iT (t

∗)i. Además,
de la definición de t∗ se sigue que T (t) = T (t∗).

Finalmente notemos que τ [t|t∗] no es más que el valor esperado de la
suma de los valores de la forma T (t|t∗)i, con i corriendo en [N ]n. De donde

τ [t|t∗] = 1

N
E





∑

i∈[N ]n

T (t)iT (t)i



 .

Lo cual claramente no es negativo.

3.3 Independencia y producto libre en tráficos

La noción de independencia en espacios de tráficas es complicada y poco
intuitiva. Inicialmente, en [19], Male estudió el comportamiento asintótico
de familias independientes de matrices aleatorias bajo la acción de espacios
de tráficos y en base a ello definió la independencia libre en tráficos. Pos-
teriormente, en [6], Cèbron, Dahlqvist y Male, dieron una caracterización
alternativa de la independencia para tráficos que les permitió estudiar la
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relación de esta con las independencias que se tienen en Probabilidad no
Conmutativa. Los resultados obtenidos, en cierto sentido, justificaron que
la definición orginal es la “correcta”.

3.3.1 Producto libre de G-álgebras
Dada una familia de G-álgebras {Aj}∞j=1, recordemos que la multiplicación
dentro de cada una está determinada por la acción de G en esta, de la misma
manera en que la G-álgebra ∗j∈JAj que construiremos estará definida en
términos de la acción de G sobre ella. Por esta razón es que el espacio de
tráficos obtenido como el producto libre de tráficos será más grande que el
producto libre usual.

Para motivar este concepto comencemos con su analoǵıa en el caso libre.
Supongamos que {Aj}j∈J es una familia de álgebras no conmutativas. Como
en el primer caṕıtulo, para cada j1 6= j2 6= · · · 6= jn ∈ J tomemos

Wj1,...,jn = {a1a2 · · · an|ai ∈ Aji}.

Entonces el producto libre de las álgebras no es más que tomar las combi-
naciones lineales formales con coeficientes complejos de todos los conjuntos
con la forma anterior y con lo obtenido hacer una suma directa con C, este
último factor representará a los múltiplos escalares de la identidad en la
nueva álgebra. Los conjuntos Wj1,...,jn son las palabras formadas por ele-
mentos tomadas de las álgebras consideradas de manera que no hay dos
letras consecutivas en la palabra que correspondan a elementos de la misma
álgebra. Una manera diferente de definir el producto libre seŕıa la de con-
siderar todas las palabras posibles, sin tomar en cuenta la restricción de que
letras consecutivas pertenezcan a álgebras distintas, y posteriormente iden-
tificar aquellas que deben de corresponder a elementos iguales de acuerdo a
la multiplicación dentro de cada Aj.

De acuerdo a lo mencionado en el párrafo anterior procederemos a hacer
la construcción para G álgebras. Para cada j ∈ J , sea Aj un conjunto. Dado
cualquier conjunto A, y cualquier entero positivo n, denotaremos por G(n)〈A〉
al conjunto de operaciones de n-gráfica cuyas aristas están etiquetadas por
los elementos de A y por CG(n)〈A〉 al conjunto de combinaciones lineales
formales de estas. Denotaremos por

∐

j∈J Aj a la unión disjunta de los
conjuntos Aj, es decir, si la intersección de algunos de estos conjuntos es
no vaćıa, para cada elemento en dicha intersección se pondrá un elemento
en
∐

j∈J Aj por cada conjunto que lo contenga. Notemos por ejemplo, que

G(0)〈∐j∈J Aj〉 será el análogo en Teoŕıa de Tráficos a los momentos mixtos
en Probabilidad Libre.
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Definición 3.3.1 (Producto libre en tráficos). Sea {(Aj, τj)}∞j=1 una familia
de G-álgebras. Denotamos por ∗j∈JAj a la G-álgebra dada por el cociente
de CG(2)〈∐j∈J Aj〉 con respecto a las identificaciones

Zg(·
Zg1(a1⊗···⊗ak)−−−−−−−−−→ · ⊗ · ak+1−−−→ · ⊗ · · · ⊗ · an−→ ·)

= Zg(Zg1(·
a1−→ · ⊗ · · · ⊗ · ak−→ ·)⊗ · ak+1−−−→ · ⊗ · · · ⊗ · an−→ ·),

para cualesquiera operaciones de gráfica g y g1, y a1, . . . , ak elementos de
una misma G-álgebra. Donde · a−→ · denota a la operación de gráfica I cuya
única arista está etiquetada con a. En la igualdad anterior, el lado derecho
denota a la operación de gráfica obtenida al sustituir g1 en la primera arista
de g y posteriormente poner las etiquetas correspondientes.

A la inclusión a 7→ · a−→ · la denotaremos por Vj : Aj → ∗j∈JAj para
cada j ∈ J .

Podemos ver que la G-álgebra definida es en efecto un producto libre en
el sentido de que satisface la correspondiente propiedad universal. Es decir,
toda familia de G-morfismos de los factores a una G-álgebra se factoriza de
forma única a través del producto.

Proposición 3.3.1. Sea B una G-álgebra, y sea fj : Aj → B una familia
de G-morfismos. Entonces existe un único G-morfismo ∗j∈Jfj : ∗j∈JAj → B
cumpliendo que fj = ∗j∈Jfj ◦ Vj para toda j ∈ J .

Demostración. Definimos ∗j∈Jfj de la manera natural como

∗j∈Jfj(Zg1(·
a1−→ · ⊗ · · · ⊗ · ak−→ ·)) = Zg(fj(1)(a1) · ⊗ · · · ⊗ fj(n)(an)),

donde j(i) es el ı́ndice correspondiente al álgebra a la cual pertenece el
elemento ai. Lo único que queda por hacer es ver que esta función está bien
definida, pues por construcción es ya un morfismo. Para ver que está bien
definida basta verificar que sea compatible con la identificación descrita en
la definición anterior. Esto último se sigue directamente de que cada fj es
un morfismo. La unicidad de ∗j∈Jfj se sigue de la propiedad universalidad
apenas probada.

Notemos que si para cada j ∈ J , tomamos a B como Aj, la proposición
anterior implica que la aplicación Vj es inyectiva, mostrándonos que esta
construcción nos da un espacio que contiene de manera disjunta a cada copia
de los factores, tal como sucede en Probabilidad Libre usual. Cuando se
define el producto libre de espacios algebraicos de tráficos, surge la dificultad
extra de entender el producto libre de funcionales.
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3.3.2 Independencia en espacios de tráficos.

Para hablar de independencia en espacios de tráficos nos será útil asociar
una gráfica no dirigida a cada momento de gráfica de un producto libre. Sea
J un conjunto de ı́ndices y {Aj}j∈J una familia de conjuntos. Tomemos
un momento de gráfica T ∈ G(0)〈∐j∈J Aj〉. Diremos que una arista de T
está coloreada del color j ∈ J si está etiquetada con un elemento de Aj.
Entonces, dado un color j ∈ J , al borrar todas las aristas de T con un
color distinto a j obtenemos una gráfica cuyas componentes conexas serán
las subgráficas monocromáticas conexas maximales de T con el color j, a
estas componentes las llamaremos componentes coloreadas. Si un vértice
pertenece a más de una componente diremos que el vértice es un conector.

Definición 3.3.2 (Gráfica de componentes coloreadas). Si T es como antes,
su gráfica de componentes coloreadas, denotada por Gc.c.(T ), es la gráfica no
dirigida cuyo conjunto de vértices es la unión del conjunto de componentes
coloreadas con el conjunto de conectores de T . En Gc.c.(T ), habrá una arista
entre una componente coloreada y un conector si dicho conector pertenece a
dicha componente.

b b

b

b

b b

r b

r

b

r

r

Figura 7: En la izquierda se muestra un momento de gráfica y en la derecha
su gráfica de componentes coloreadas asociada.

El valor del funcional inyectivo en un momento de gráfica mixto de-
penderá de la estructura de la gráfica de componentes coloreadas de esta.
Aunque poco intuitivo, esto no es completamente sorprendente si recordamos
que en el caṕıtulo anterior, establecimos el comportamiento asintótico de
sumas asociadas a matrices en términos del árbol de componentes 2-conexas,
el cual es parecido a la gráfica de componentes coloreadas. A continuación
presentamos las nociones de independencia en espacios de tráficos y la de
producto libre de funcionales de tráfico tal y como aparece en [6].

Definición 3.3.3 (Independencia en tráficos y producto libre de funcionales).
Para cada j ∈ J , sea Aj un conjunto y τj : CG(0)〈Aj〉 → C una aplicación
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lineal que manda al momento de gráfica sin ninguna arista al 1. El producto
libre de las aplicaciones lineales τj, denotado por ⋆j∈Jτj : CG(0)〈∐Aj〉 → C,
es el funcional lineal cuya versión inyectiva está dada por la siguente fórmula
para todo T momento de gráfica

(⋆j∈Jτj)
0[T ] = χGc.c.(T )es un árbol

∏

S

τ0[S],

donde el producto de la derecha corre sobre todas las S que son componentes
coloreadas de T .

• Sea (A, τ) un espacio algebraico de tráficos y J un conjunto de ı́ndices.
Para cada j ∈ J , sea Aj ⊂ A una G-subálgebra. Diremos que las
subálgebras (Aj)j∈J son independientes en el sentido de tráficos, si la
restricción de τ al G-álgebra generada por las Aj coincide con ⋆j∈Jτj.

• Sea A como arriba y {Xj}j∈J una familia de subconjuntos de A, dire-
mos que los conjuntos Xj son independientes en el sentido de tráficos
si sus respectivas G-álgebras generadas son independientes en el sen-
tido de tráficos.

• Si, (Aj , τj) es un espacio de tráficos, entonces (∗j∈JAj, ⋆j∈Jτj) también
lo es. Es decir, el producto libre de funcionales de tráfico preserva pos-
itividad.

En diferentes situaciones, la noción de independencia libre en tráficos
codificará nociones distintas de independencia. En [6], se dieron condiciones
para las cuales la independencia en el sentido de tráficos coincide con la
independencia libre.

Lema 3.3.1. Sea (A, τ) un espacio de tráficos con funcional asociado Φ.
Para cada a ∈ A, sea

η(a) := Φ(∆(a∗)∆(a))) − |Φ(a)|2 = Φ(a∗ ◦ a)− |Φ(a)|2.

Si para cada a ∈ A, η(a) = 0, entonces cualquier familia de G-subálgebras
de A que sea independiente en el sentido de tráficos será independiente en
el sentido libre.

De la misma manera, si en una subálgebra B de A, se cumple que η(a) =
0 para todo a ∈ B, entonces la independencia libre de familias de álgebras en
(B,Φ ↾B) es una consecuencia de la independencia en el sentido de tráficos
en (A, τ).
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Por otro lado, en un espacio algebraico de tráficos (A, τ), la indepen-
dencia en tráficos es equivalente a la independencia tensorial cuando los
tráficos considerados son diagonales, es decir, cuando pertenecen al conjunto
A0 := {∆(a)|a ∈ A}. Para ver esto comencemos por probar el siguiente
lema.

Lema 3.3.2. Sea T = (V,E) un momento de gráfica, cuyas aristas tienen
asignados tráficos de una familia a. Sea a ∈ a un tráfico diagonal. Si a está
colocado en alguna arista e ∈ E que no es un lazo, entonces

τ0[T (a)] = 0.

Demostración. Procederemos por inducción sobre la cantidad de aristas
de T . Para la base de inducción supongamos que T = · → ·. Como a es
diagonal, ∆(a) = a. Además, como a es diagonal, existe b tal que ∆(b) =
a, luego, por la asociatividad de la composición tenemos que τ [· a−→ ·] =
τ [∆(b)] = τ [∆(a)]. Usando esto y la descomposición inyectiva tenemos
τ [∆(a)] = τ [· a−→ ·] = τ0[· a−→ ·] + τ0[∆(a)]. Luego, como ∆ tiene un único
vértice, τ [∆(a)] = τ0[∆(a)] y por lo tanto τ0[· a−→ ·] = 0.

Ahora supongamos que la proposición es cierta para todos los momentos
de gráfica con n aristas y sea T = (V,E) un momento de gráfica con n+ 1
aristas. Sean v1 y v2 los extremos de la arista en la cual está colocado a.
Usando la descomposición inyectiva tenemos que

τ [T (a)] = τ0[T (a)] +
∑

π∈P(V )
v1≁πv2,π 6=0V

τ0[T π(a)] +
∑

π∈P(V )
v1∼πv2

τ0[T π(a)]. (3.1)

Por hipótesis de inducción, para toda partición π, con v1 ≁π v2 y π 6= 0V ,
tendremos τ0[T π(a)] = 0. Luego, si T̂ (a) es el momento de gráfica que
resulta de identificar v1 con v2 y poner a en el lazo resultante, entonces por
la asociatividad de la composición y dado que ∆(a) = a, tenemos τ [T̂ (a)] =
τ [T (a)]. Por otro lado

τ [T̂ (a)] =
∑

π∈P(V )
v1∼πv2

τ0[T π(a)].

Sustituyendo lo obtenido en (3.1), llegamos a que τ0[T (a)] = 0. Con lo cual
se concluye la demostración.

Ahora tomemos a = (aj)j∈J una familia de tráficos diagonales e inde-
pendientes en el sentido de tráficos. Por lo demostrado en el lema anterior,
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si T es un momento de gráfica con una arista que no es un lazo tendremos
que τ0[T (a)] = 0.

Utilizando la descomposición inyectiva, obtenemos que para todo mo-
mento de gráfica T se cumple que τ [T (a)] = τ0[T̂ (a)], donde T̂ es la gráfica
obtenida al identificar todos los vértices de T . Además, como T̂ tiene un
solo vértice, τ0[T̂ (a)] = τ [T̂ (a)]. Denotemos por ∆k al momento de gráfica
con un vértice y k lazos. Por lo ya mencionado, es suficiente estudiar la
distribución de los elementos diagonales en los ∆k. Más aún, si en ∆k(a)
coloreamos cada arista de color j si aj o a

ε
j están colocados en dichas arista,

entonces Gc.c.(∆k(a)) es una estrella, en particular es un árbol. Dado que
estamos tomando las aj independientes, por la definición de independencia
en tráficos tenemos que para cualquier momento de gráfica T con K aristas
se satisface que

τ [T (a)] = τ [∆K(a)] = τ0[∆K(a)] =
∏

j∈J
τ [∆kj(aj , a

∗
j )].

Entonces, dentro del álgebra abeliana A0, la independencia en tráficos es
equivalente a la independencia tensorial. Más aún, si (aj)j∈J = a ⊂ A0

es una familia de tráficos independientes en el sentido de tráficos, y para

cada j podemos encontrar una variable aleatoria clásica Xj, con E[Xk
jX

l
j ] =

∆k+l(aj , a
∗
j ), donde en ∆k+l(aj , a

∗
j ) aparece k veces aj y l veces a

∗
j . Entonces,

tomando las Xj independientes en el sentido clásico, la familia X = (Xj)j∈J
es un modelo anaĺıtico distribuido conjuntamente como a. Esto motiva la
siguiente definición.

Definición 3.3.4 (Tráfico gaussiano autoadjunto). Dado (A, τ) un espacio
de tráficos algebraico, diremos que d ∈ A es un tráfico gaussiano clásico
estándar si d es diagonal, autoadjunto y cumple que

τ [∆m(d)] =

{

(2k)!
k!2k

si m = 2k.

0 si m es impar.

Es decir, los momentos de d coinciden con los momentos de una variable
aleatoria real gaussiana estándar.



Caṕıtulo 4

Distribución de tráficos para

algunas familias de matrices

aleatorias

En el caṕıtulo anterior vimos que si A es una álgebra de matrices aleatorias,
entonces es posible definir τ y operaciones de n-gráficas de modo que (A, τ)
sea un espacio de tráficos. A pesar de ser una teoŕıa nueva, algunas aplica-
ciones importantes de la Teoŕıa de Tráficos al estudio de matrices aleatorias
ya han sido encontradas, ver por ejemplo [2].

En este caṕıtulo daremos aplicaciones concretas para el caso en el que los
tráficos son matrices aleatorias. Presentaremos algunos resultados obtenidos
por Male, que proveen demostraciones distintas para resultados clásicos,
como el Teorema de Wigner. También, en la Sección 4.4, presentaré una
manera de utilizar la teoŕıa de tráficos para refutar una conjetura hecha
en [18]. En cuanto a este resultado, agradezco particularmente a Jorge
Fernández Hidalgo por desarrollar el código del programa que hizo posible
dar una respuesta final.

Por otro lado, mostraremos que esta teoŕıa nos da un marco en donde
es posible discernir el comportamiento asintótico de modelos de matrices
aleatorias que son indiscernibles desde la Teoŕıa de Probabilidad Libre.
Podemos observar este fenómeno aún en matrices muy simples, tomemos
el ejemplo dado en [19] por Male. Para cada entero positivo N , sea JN la
matriz de N × N cuyas entradas son todas iguales a 1

N
. Es claro que esta

matriz es idempotente, es decir, J2
N = JN y por lo tanto Jk

N = JN para todo

89
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k > 0 y entonces los momentos de JN están dados por

tr(Jk
N ) = tr(JN ) =

1

N
.

Entonces, todos los momentos de JN convergen a cero cuando N tiende a
infinito, y por lo tanto JN converge a la variable aleatoria no conmutativa
0. Por otro lado, si T = (V,E) es un momento de gráfica, entonces

τ [T (Jk
N )] = τ [T (JN )] =

1

N

∑

k:V→[N ]

∏

e∈E
JN (k(t(e), k(s(e)))

=
1

N

∑

k:V→[N ]

N−|E| = N |V |−|E|−1.

(4.1)

Como T por definición es conexa, tenemos que |V |−|E|−1 ≤ 0, con igualdad
si y solo si T es un árbol. Por lo tanto

lim
N→∞

τ [T (JN )] =

{

1 si T es un árbol.

0 en otro caso.

En particular, la distribución de tráficos ĺımite de JN no es idénticamente
0.

Observemos que los eigenvalores de JN son 1 y 0, el primero con multi-
plicidad uno y el segundo con multiplicidad N−1. Entonces, la distribución
espectral emṕırica de JN es N−1

N
δ0 +

1
N
δ1. En efecto

N − 1

N
δ0 +

1

N
δ1

dist−−→ δ0.

Sin embargo, el espectro no es suficiente para describir todas las propiedades
algebraicas de una matriz. La distribución en tráficos permite extraer aque-
llo que el espectro no detecta a nivel asintótico, en este caso las diferencias
algebraicas entre la matriz 0N (la matriz cero de dimensión N) y la matriz
JN .

4.1 Preliminares

El análisis de matrices aleatorias a través de la teoŕıa de tráficos es suma-
mente combinatorio. A continuación introduciremos la notación que será
requerida en este caṕıtulo.
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• Śımbolo de Pochhammer o factorial descendiente: Dado un entero
positivo k, denotamos por (x)k al polinomio x(x − 1) · · · (x − k + 1).
Y por (x)0 al polinomio constante 1.

• Polinomios elementales simétricos: Sea n un entero positivo. Para 1 ≤
k ≤ n entero no negativo, definimos al polinomio elemental simétrico
ek(x1, . . . , xn), como el polinomio homogéneo de grado k en n variables
dado por la fórmula

ek(x1, . . . , xn) =
∑

1≤j1<j2<···<jk≤n

xj1 · · · xjk .

Definimos e0(x1, . . . , xn) = 1 y ek(x1, . . . , xn) = 0 para k > n.

• Números de Stirling del segundo tipo: Denotaremos por
{

n
k

}

a la canti-
dad de particiones del conjunto [n] que tienen k bloques, esto número
es conocido como el número de Stirling del segundo tipo asociado a n
y k.

• Adyacencias de bloques: Sea G = (E,V ) una gráfica dirigida, con n

vértices, digamos V = {v1, . . . , vn}. Dada una particición π ∈ P(n)
y bloques V1, V2 ∈ π, denotamos por EG(V1, V2) = {(i, j) ∈ V1 × V2 :
(vi, vj) ∈ E} y a eG(V1, V2) = |E(V1, V2)|. Notemos que EG(V1, V2) es
precisamente el conjunto de aristas que van del vértice correspondiente
al bloque V1 al vértice correspondiente a V2 en Gπ.

• Gráficas dobles: Dada una gráfica dirigida G = (V,E), diremos que
esta es una gráfica doble si para cualesquiera dos vértices u, v ∈ V

se cumple que e(u, v) + e(v, u) es par. Más aún, si para cualesquiera
u, v ∈ V se cumple que e(u, v) = e(v, u) entonces diremos que G es
una gráfica doble no dirigida.

• Momentos de una distribución: Sea µ una distribución en R. Defini-
mos mµ(k) := E[Xk] donde X ∼ µ. Luego, si ν es una distribución en

C, definimos mν(k, l) := E[ZkZ
l
].

La familia de polinomios {(x)k}∞k=0 forma una base algebraica para el
espacio de polinomios. Esta base surge de manera natural en la Teoŕıa
de Tráficos y es conveniente para el estudio de los momentos de matrices
aleatorias. Será entonces conveniente saber cambiar de la base usual {xk}∞k=0

a la base {(x)k}∞k=0.
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Lema 4.1.1. Para todo entero positivo k se cumple que

xk =

k
∑

j=1

{

k

j

}

(x)j . (4.2)

Demostración. Este lema puede ser demostrado por métodos elemen-
tales, aqúı presentaremos una desmostración directa utilizando Teoŕıa de
Tráficos.

Como la anterior es una igualdad entre polinomios, nos bastará de-
mostrar que se cumple para todos los enteros positivos. Sea N un entero
positivo y JN como antes, entonces

1

N
= τ [JN ] = τ [Jk

N ] =
∑

π∈P(k)

τ0[Cπ
k (JN )] =

k
∑

j=0

∑

π∈P(k)
|π|=j

τ0[Cπ
k (JN )]

=

k
∑

j=0

∑

π∈P(k)
|π|=j

(N)j
Nk+1

=

k
∑

j=1

{

k
j

}

(N)j

Nk+1
.

Corolario 4.1.1 (Primera fórmula de cambio de base). Si
∑n

j=1 ajx
j =

∑n
j=1 bj(x)j para todo real x, entonces bj =

∑n
k=j

{

k
j

}

ak.

Demostración. De la fórmula (4.2), para todo j tenemos que xj =
∑j

k=1

{

j
k

}

(x)k. Sustituyendo lo anterior en cada sumando de
∑n

j=1 ajx
j

y utilizando la hipótesis obtenemos

n
∑

j=1

bj(x)j =

n
∑

j=1

ajx
j =

n
∑

j=1

(

j
∑

k=1

{

j

k

}

(x)k

)

aj =

n
∑

k=1





n
∑

j=k

aj

{

j

k

}



 (x)k.

Comparando las expresiones de los extremos y dado que los śımbolos de
Pochhammer son una base para los polinomios en x, tenemos que los re-
spectivos coeficientes de los (x)k tienen que ser iguales para todo k =
1, . . . , n.

La fórmula anterior permite hacer un cambio de base de la base usual
de polinomios a la base de śımbolos de Pochhamer. Ahora haremos el pro-
cedimiento inverso.
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Lema 4.1.2. Para todo k se cumple que

(x)k =

k
∑

j=1

(−1)k−jek−j(1, . . . , k − 1)xj .

Demostración. Las ráıces del polinomio (x)k son 0, 1 . . . , k − 1. De
las relaciones de Vieta se sigue que el coeficiente de xj al expander (x)j
es (−1)k−jek−j(0, 1, . . . , k − 1). Es trivial ver que ek−j(0, 1, . . . , k − 1) =
ek−j(1, . . . , k − 1).

Corolario 4.1.2 (Segunda fórmula de cambio de base). Si
∑n

j=1 ajx
j =

∑n
j=1 bj(x)j , para todo x real, entonces

aj =
n
∑

k=j

(−1)k−jek−j(1, . . . , k − 1)bk.

Demostración. Utilizando el Lema 4.1.2 tenemos que

n
∑

j=1

bj(x)j =

n
∑

j=1

(

j
∑

k=1

(−1)j−kej−k(1, . . . , j − 1)xk

)

bj

=

n
∑

k=1





n
∑

j=k

(−1)j−kej−k(1, . . . , j − 1)bj



xk.

Combinando lo anterior con el hecho de que
∑n

j=1 ajx
j =

∑n
j=1 bj(x)j y

comparando coeficiente por coeficiente se concluye la demostración.

A diferencia de como sucede con los métodos anaĺıticos, dentro de la
Teoŕıa de Tráficos la mayoŕıa de las veces es necesario pedir como condición
que los momentos de las entradas de las matrices aleatorias por estudiar
cumplan ciertas condiciones. En particular, es fácil manejar matrices cuyas
entradas tienen una distribución con la siguiente propiedad.

Definición 4.1.1 (Distribuciones balanceadas). Sea µ una distribución en
R y ν una distribución en C. Diremos que µ y ν son distribuciones balan-
ceadas si

mµ(k) = 0 para todo k impar , mν(k, l) = 0 para todo k 6= l. (4.3)
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Notemos que si µ es una medida simétrica en R, entonces es una medida
balanceada. Más aún, si X,Y ∼ µ son variables aleatorias independientes
reales, entonces Z = X+iY√

2
tiene una distribución balanceada.

Ejemplo 4.1.1 (Distribución gaussiana). Sea ν la dsitribución gaussiana
real estándar. Es claro que esta es simétrica y por lo tanto balanceada. Más
aún, sus momentos pares están dados por

mν(2k) =
(2k)!

2kk!
.

Si Z = X+iY√
2

, con X,Y ∼ ν independientes, entonces los momentos no

nulos de Z están dados por

µ ν⊗ν√
2

(k, k) = k!.

Entonces, los ensambles GOE y GUE satisfacen la condición que necesita-
mos para hacer nuestro análisis utilizando la Teoŕıa de Tráficos.

Ejemplo 4.1.2 (Distribución uniforme en el ćırculo). Sea ν la distribución
uniforme en el ćırculo unitario T. Entonces ν es una distribución balanceada
cuyos momentos no nulos están dados por

mν(k, k) = 1.

4.2 Matrices de Wigner

Con los métodos desarrollados hasta el momento podremos estudiar las ma-
trices de Wigner con entradas balanceadas. Esto engloba el caso para el
cual las entradas son simétricas. Si consideramos matrices de Wigner con
distribución µ en las entradas de la diagonal y distribución 1√

2
µ ∗ µ en las

entradas fuera de la diagonal, una caracterización utilizada por Male con
frecuencia es que µ es simétrica si y solo si la respectiva matriz de Wigner
WN es invariante en distribución con respecto a la conjugación por matrices
de permutación. Es decir, para toda matriz determińıstica de permutación
UN , se cumple que

WN
Ley
= U∗

NWNUN .

4.2.1 Fórmulas para los momentos de matrices de Wigner

Tanto en la Teoŕıa de Tráficos como los resultados precursores a esta fueron
concebidos para hacer un análisis asintótico de las matrices aleatorias. Sin
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embargo, es también útil en el estudio de matrices “pequeñas”. Antes de
presentar el estudio asintótico hecho por Male desarrollaremos un poco de
la teoŕıa de tráficos para matrices finitas.

Lema 4.2.1. Sea WN una matriz de Wigner con entradas balanceadas y
T = (V,E) un momento de gráfica. Entonces τ0[T (WN )] = 0 si

• Caso complejo: T no es una gráfica doble no dirigida.

• Caso real: T no es una gráfica doble.

Demostración. Sea WN = 1√
N
AN y sea µ la distribución de las entradas

de la diagonald de AN y ν la dsitribución de las entradas fuera de la diagonal
de esta matriz. Sea k : V → [N ] una función inyectiva. El producto asociado
a k que aparecerá como sumando en τ0[T (WN )] es

E

[

∏

e∈E
WN (k(t(e)), k(s(e)))

]

. (4.4)

Sean u, v ∈ V dos vértices conectados por una arista no necesariamente
distintos. Como k es inyectiva, las únicas aristas que tengan en sus extremos
los valores k(u) y k(v) serán aquellas en E(u, v) ∪E(v, u). Dado que en las
matrices de Wigner las únicas entradas correlacionadas son las śımetricas
respecto a la diagonal, todas las entradas de la matriz que aparezcan en el
producto (4.4) y que estén asociadas a aristas fuera deE(u, v)∪E(v, u), serán
independientes de las entradas tomadas de las aristas en E(u, v) ∪ E(v, u).
Entonces

E

[

∏

e∈E
WN (k(t(e)), k(s(e)))

]

= E





∏

e∈E(u,v)∪E(v,u)

WN (k(t(e)), k(s(e)))



 E





∏

e∈E\(E(u,v)∪E(v,u))

WN (k(t(e)), k(s(e)))



 .

(4.5)

Por lo tanto, para que el producto asociado a k no se anule se deberá de
cumplir que

E





∏

e∈E(u,v)∪E(v,u)

WN (k(t(e)), k(s(e)))



 6= 0. (4.6)
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• Caso complejo: Si ν es una dsitrbución en C y u 6= v, entonces el valor
de la expresión (4.6) es

N− |E|
2 mν(eT (u, v), eT (v, u));

y en el caso en el que u = v es

N− |E|
2 mµ(eT (u, u)).

• Caso real: Si ν está soportada en los reales y u 6= v, el valor en (4.6)
es

N− |E|
2 mν(eT (u, v) + eT (v, u));

si u = v entonces este valor es

N− |E|
2 mµ(eT (u, u)).

Entonces, dado que las distribuciones de las entradas son balanceadas, en
el caso complejo, para que el producto no se anule necesitaremos eT (u, v) =
eT (v, u) para todo u 6= v y eT (u, u) par. En el caso real, necesitaremos que
eT (u, v) + eT (v, u) y eT (u, u) sean pares para todo u 6= v.

Como lo anterior es válido para u y v adyacentes arbitrarios y no de-
pendió de la elección de k, podemos concluir que si T no es una gráfica doble
(respectivamente gráfica doble no dirigida ) en el caso real (respectivamente
complejo) entonces τ0[T (WN )] será cero.

El lema anterior restringe nuestro estudio de la traza inyectiva sobre
los momentos de gráfica de una matriz de Wigner a los momentos que son
gráficas dobles.

También, de lo desarrollado en la demostración anterior obtenemos que
en el caso real, para cualquier momento de gráfica T , con k vértices,

τ0[T (WN )] =

(N)k

N
|E|
2

+1

∏

u,v∈V
u 6=v

(mµ(eT (u, v) + eT (v, u)))
1
2

∏

(u,u)∈E
mν(eT (u, u)). (4.7)

En el caso complejo se tiene

τ0[T (WN )] =

(N)k

N
|E|
2

+1

∏

u,v∈V
u 6=v

(mµ(eT (u, v), eT (v, u)))
1
2

∏

(u,u)∈E
mν(eT (u, u)). (4.8)
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Esto puede ser utilizado para calcular el funcional de tráfico utilizando
la descomposición inyectiva. Es decir, si T es un momento de gráfica con
k vértices, para calcular τ [T (WN )] tendremos que saber τ0[T π(WN )] para
todo π ∈ P(k). Definamos en el caso real

fT (π, µ, ν) :=
∏

V1,V2∈π
V1 6=V2

(mν(eT (V1, V2) + eT (V2, V1)))
1
2

∏

V1∈π
mµ(eT (V1, V1)),

y en el caso complejo

fT (π, µ, ν) :=
∏

V1,V2∈π
V1 6=V2

(mν(eT (V1, V2), eT (V2, V1)))
1
2

∏

V1∈π
mµ(eT (V1, V1)).

Dándonos

τ [T (WN )] =
∑

π∈P(k)

τ0[T π(WN )] =
1

N
|E|
2

+1

∑

π∈P(k)

fT (π, µ, ν)(N)|π|

Utilizando el hecho de que tr(W k
N ) = τ [Ck(WN )], lo anterior nos permite

dar una fórmula expĺıcita para los momentos de una matriz de Wigner, la
cual resulta ser un polinomio en N .

Teorema 4.2.1 (Fórmula de momentos). Si WN es una matriz de Wigner,
cuyas entradas tienen una distribución balanceada, entonces

E[tr(W k
N )] =

1

N
|E|
2

+1

∑

π∈P(k)

fCk
(π, µ, ν)(N)|π|. (4.9)

Para algunos ensambles, la función fCk
se puede expresar de una ma-

nera relativamente simple, permitiendo describir de forma expĺıcita los co-
eficientes del polinomio en (4.9), en la base de śımbolos de Pochhammer.
Tı́picamente esto se reduce a un problema combinatorio.

Definición 4.2.1. Sea k un entero positivo. Diremos que π ∈ P(k) es una
partición doble si Cπ

k es una gráfica doble. Diremos que π es una partición
doble no dirigida si Cπ

k es doble y no dirigida.

Ejemplo 4.2.1 (Matrices de Wigner unimodulares). Sea WN = 1√
N
AN la

matriz de Wigner en donde las entradas fuera de la diagonal son variables
aleatorias complejas con distribución uniforme en el ćırculo unitario T y las
entradas de la diagonal son variables aleatorias discretas uniformes en el
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conjunto {−1, 1}. Entonces, fCk
(π, µ, ν) será igual a 1 ó 0. El Lema 4.2.1

nos dice que dicha función será igual a 1 si y solo si π es una partición doble
no dirigida, por lo tanto

tr(Ak
N ) =

1

N

k
∑

j=1

F(k, j)(N)k .

Donde F(k, j) denota la cantidad de particiones dobles no dirigidas de [k]
con j bloques.

Notemos que por definición, F(k, j) se anula cuando k es impar o j es
mayor a k

2 + 1. Algunos de los valores de F(k, j) se pueden calcular sin
mucha dificultad.

Dada una gráfica doble G = (V,E), definiremos la gráfica no dirigida
Ĝ = (V, Ê) como sigue. Si u, v ∈ V son vértices adyacentes en G, los
conectaremos en Ĝ con 1

2(eG(u, v) + eG(v, u)) aristas no dirigidas. De la

definición es claro que |Ê| = 1
2 |E|. Si Ĝ es un árbol, diremos que G es un

árbol doble. Si además G era una gráfica doble no dirigida y Ĝ es un árbol,
diremos que G es árbol doble no dirigido.

Lema 4.2.2. Sea π ∈ P(2k) una partición doble. Si Cπ
2k es un árbol doble,

entonces es un árbol doble no dirigido.

Demostración. Procedamos por inducción. Supogamos que la afirmación
es cierta para los cocientes de C2k−2 y tomemos un π ∈ P(2k) que cumpla
que Cπ

2k es un árbol doble. Sea V ∈ π un bloque que pensado como vértice
de Cπ

2k es una hoja. Notemos que solo entra una arista a V y que solo sale
una arista de V , por lo tanto V = {v}. Entonces, si borramos a V y a las
aristas que llegan a él en Cπ

2k, podemos pensar al resto de la gráfica como
un cociente de C2k−2, que por hipótesis de inducción es un árbol doble no
dirigido.

Notemos que si π es una partición tal que Cπ
2k es un árbol doble, entonces

π tiene k + 1 bloques. Por otro lado, si π es una partición doble con k + 1
bloques, entonces Ĉπ

k es una gráfica conexa con k aristas y k + 1 vértices,
por lo tanto es un árbol, aśı que Cπ

2k es un árbol doble. De aqúı que calcular
F(2k, k+1) es equivalente a contar la cantidad de árboles dobles que pueden
ser obtenidos como cocientes de C2k.

Lema 4.2.3. Para todo entero positivo k se cumple que

F(2k, k + 1) = Ck.

Donde Ck = 1
k+1

(2k
k

)

es el k-ésimo número de Catalán.
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Demostración. Definiremos una biyección entre las particiones cuyo co-
ciente asociado es un árbol doble y los caminos de Dyck de longitud 2k,
es decir, cada árbol será codificado como una secuencia {ε1, . . . , ε2k}, con
εi ∈ {−1, 1} para todo i = 1, . . . 2k y donde se cumple que

∑j
i=1 εi ≥ 0 para

toda j = 1, . . . , 2k y
∑2k

j=1 εj = 1. Sea π ∈ P(2k) una partición que cumple
las condiciones. Numeremos los vértices de C2k, con los números del 1 al 2k,
en sentido horario y conservemos dichas etiquetas en el cociente Cπ

2k como
se muestra en la figura. Recorreremos los vértices de Cπ

2k caminando por las
aristas y empezando en el vértice etiquetado. En el paso j, pasaremos del
vértice con la etiqueta j al vértice con la etiqueta j+1, si este último no ha
sido visitado anteriormente en el recorrido definiremos εj := 1, en cambio, si
este ya ha sido visitado con anterioridad definiremos εj := −1. Este proceso
se continuará hasta pasar del vértice con la etiqueta 2k al vértice con la
etiqueta 1. En la siguiente figura se presenta un árbol doble de 5 vértice
obtenido como cociente de C10 con su camino de Dyck asociado.

1 2,4,10

3

5,7,9

6

8
b

b b

b b

b

b
b

b
b

b
b

b
b

b
b

b

Figura 8: En la figura se muestra un árbol doble obtenido como cociente de
C10 con su camino de Dyck asociado.

Como se está recorriendo un árbol doble no dirigido, cada vértice será
visitado exactamente dos veces en el recorrido. Entonces, es claro que las
sumas parciales de esta sucesión nunca serán negativas, pues cada -1 en la
sucesión esta asociado a un 1 que apareció antes, es decir, si en el recorrido
se llega a un vértice antes visitado, el -1 correspondiente se cancelará con el
1 que se escribió al visitar dicho vértice por primera vez. Más aún, la suma
de todos los términos de la sucesión será cero, pues por cada 1 habrá un -1.
De aqúı que la sucesión asociada sea un camino de Dyck.

Por otro lado, dado un camino de Dyck de longitud 2k se puede re-
construir el árbol doble asociado. Con lo cual podemos concluir que esta
asociación es una biyección.

Finalmente, es un hecho conocido que la cantidad de caminos de Dyck
de longitud 2k es Ck [29], concluyendo la prueba.
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4.2.2 Distribución ĺımite de las matrices de Wigner

En [19], Male describió de forma expĺıcita la distribución inyectiva en tráficos
de las matrices de Wigner con entradas balanceadas.

Teorema 4.2.2. Sea WN una matriz de Wigner con entradas balanceadas
y sea T = (V,E) un momento de gráfica, entonces

lim
N→∞

τ0[T (WN )] =

{

1 Si T es un árbol doble,

0 en otro caso.

Demostración. Sea µ la distribución de las entradas en la diagonal y ν la
distribución de las entradas fuera de la diagonal. Del Lema 4.2.1, sabemos
que el funcional inyectivo se anula cuando T no es una gráfica doble en el caso
real, y cuando T no es una gráfica doble no dirigida en el caso complejo. Por
lo tanto, bastará estudiar el ĺımite para el caso de gráficas dobles o gráficas
dobles no dirigidas, dependiendo si es el caso real o el complejo.

De las ecuaciones (4.7) y (4.8), sabemos que en cualquier caso, se tiene
que

τ0[T (WN )] =
(N)|V |

N
|E|
2

+1
fT (π, µ, ν).

Como T es conexa, T̂ es conexa y por lo tanto |Ê|+1 ≤ |V | con igualdad

si y solo si T̂ es un árbol. Por otro lado |E|
2 = |Ê|, por lo que |E|

2 + 1 ≤ |V |
con igualdad si y solo si T̂ es un árbol.

De la ecuación anterior, limN→∞ τ0[T (WN )] = 0 si |E|
2 +1 < |V | y cuando

|E|
2 + 1 = |V | el ĺımite es f(π, µ, ν). Como Cπ

2k es un árbol doble, f(π, µ, ν)
será el producto de momentos mixtos de la forma mν(1, 1) y mµ(2) en el
caso complejo, y mν(2) y mµ(2) en el caso real. Por definición de matriz
de Wigner, estos valores son 1, aśı que para las particiones cuyo cociente
asociado es un árbol doble no dirigido tendremos f(π, µ, ν) = 1. Con esto
se concluye la prueba.

Para estudiar los momentos ĺımites de matrices de Wigner balanceadas
notemos que

lim
N→∞

tr(W k
N ) = lim

N→∞
τ [Ck(WN )] =

∑

π∈P(k)

lim
N→∞

τ0[Cπ
k (WN )].

Entonces, por el Teorema 4.2.2, el k-ésimo elemento de la distribución es-
pectral ĺımite será igual a la cantidad de particiones π ∈ P(k) que cumplen
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que Cπ
k es un árbol doble. Primero notemos que esto implica que los mo-

mentos ĺımite impares son cero. Luego, para calcular los momentos ĺımite
pares contemos la cantidad de particiones que inducen en C2k un cociente
que es un árbol doble no dirigido. Ya se demostró anteriormente que esta
cantidad es F(2k, k + 1) la cual a su vez es Ck. Esto nos da una prueba
del teorema de Wigner utilizando el método de los momentos. Más aún,
ahora podemos dar una definición de lo que es un tráfico semicircular en un
espacio de tráficos.

Definición 4.2.2 (Tráfico semicircular). Sea (A, τ) un espacio de tráficos.
Diremos que s ∈ A es un elemento semicircular si para todo momento de
gráfica T se cumple que

τ0[T (s)] =

{

1 si T es un árbol doble,

0 en otro caso.

4.3 Matrices de aleatorias de permutación

Sea UN una matriz de permutación determińıstica arbitraria con permutación
asociada σ ∈ SN . Dado que UN tiene entradas reales, para estudiar su dis-
tribución en tráficos no será necesario considerar el caso en el que también
se sustituye en un momento de gráfica la matriz U∗

N , ya que si una de es-
tas aparece en una arista, es suficiente cambiar la orientación de la arista y
pensar que esta tiene asociada a UN .

Sea T = (V,E) un momento de gráfica. Si en T hay un vértice con
al menos dos arista saliendo de él y yendo a vértices distintos, para toda
función inyectiva k : V → [N ] se tendrá que

∏

e∈E
UN (k(t(e)), k(s(e))) = 0.

Ya que la inyectividad de k implica que en el producto anterior hay dos
entradas que fueron tomadas de la misma columna y como en una matriz
de permutación solo hay una entrada no cero por columna, el producto se
anulará. Por lo tanto, si T es como antes, tendremos que

τ0[T (UN )] = 0.

De la misma manera, si un vértice en T tiene dos aristas entrantes que
provienen de vértices distintos, el funcional inyectivo sobre T se anulará en
cualquier matriz de permutación.
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Entonces bastará enfocar nuestro análisis a los momentos de gráfica en
donde todas las aristas que salen de un vértice van hacia el mismo vértice, de
la misma manera que todas las aristas que entran a él vienen de un mismo
vértice. Más aún, notemos que si T cumple lo anterior, dado que todas
las entradas no nulas de UN valen uno, la cantidad de aristas que van de
un vértice a otro no afecta al valor de τ0[T (UN )]. Por lo tanto, podemos
suponer que T es un camino dirigido o un ciclo dirigido.

• Supongamos que T es un camino dirigido con vértices v1, . . . , vm y
aristas (v1, v2), (v2, v3), . . . , (vm−1, vm). Sea k : V → [N ] inyectiva.
Para que

∏

e∈E
UN (k(t(e)), k(s(e))) 6= 0,

es necesario que σ(k(vj+1)) = k(vj) para todo j = 1, . . . ,m − 1. En-
tonces, el valor de k en vm determina el resto de los valores. Más
aún, para que esto sea posible, es necesario que k(vm) pertenezca a
un ciclo de tamaño mayor o igual a m. Si este es el caso, el valor del
producto asociado a k será 1. De aqúı es claro que τ0[T (UN )] será
igual al número de elementos en [N ] que pertenezcan a un ciclo de
tamaño mayor o igual a m. Entonces, si c1, . . . , ct son los ciclos de σ,
tenemos

τ0[T (UN )] =
1

N

∑

ℓ(ci)≥m

ℓ(ci).

• De manera análoga, si T es un ciclo dirigido con vértices v1, . . . , vm
y aristas (v1, v2), (v2, v3), . . . , (vm−1, vm), (vm, v1). La condición adi-
cional que se requiere para que el producto asociado a una función
inyectiva k : V → [N ] no se anule es σ(k(v1)) = k(vm), por lo tanto,
en este caso

τ0[T (UN )] =
1

N

∑

ℓ(ci)=m

ℓ(ci) = m · |{ci : ℓ(ci) = m}|.

Ahora analicemos el caso aleatorio. Sea σ ∈ SN una permutación aleato-
ria uniforme, UN su matriz asociada y m ≤ N un entero fijo. Para cada
j ∈ [N ] y l entero positivo, sea χ(j, l) la indicadora de que j pertenezca a un
ciclo de tamaño mayor o igual a l y ψ(j, l) la indicadora de que j pertenezca
a un ciclo de tamaño exactamente l. Entonces

τ0[T (UN )] =

{

1
N
E

[

∑N
j=1 χ(j,m)

]

si T es un camino dirigido,

1
N
E[
∑N

j=1 ψ(j,m)] si T es un ciclo dirigido.
(4.10)
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Por lo demostrado en el Lema 1.3.1, sim ≤ N , E[ψ(j,m)] = 1
N

para todo
j ∈ [N ]. Por lo tanto, cuando T es un ciclo dirigido tenemos τ0[T (UN )] = 1

N
.

Luego, como χ(j,m) =
∑N

r=m ψ(j, r), tenemos que E[χ(j,m)] = N−m+1
N

para todo j ∈ [N ]. Entonces, si T es un camino dirigido de tamaño m,
tendremos τ0[T (UN )] = N−m+1

N
. De esto podemos concluir el siguiente

teorema establecido por Male en [19].

Teorema 4.3.1. Sea {UN}∞N=1 una sucesión de matrices de permutación.
Sea T un momento de gráfica. Entonces

lim
N→∞

τ0[T (UN )] =

{

1 si T es un camino dirigido,

0 en otro caso.
(4.11)

De esta descripción de la distribución ĺımite se concluye de manera di-
recta que las matrices de permutación convergen en distribución a un ele-
mento unitario de Haar.

4.4 Matrices unimodulares

Definición 4.4.1 (Ensamble unimodular). Definimos el ensamble unimo-
dular AN como la matriz aleatoria de N ×N cuyas entradas son variables
aleatorias i.i.d. distribuidas uniformemente en el ćırculo unitario T.

En [18], Lakshminarayan, Puchala y Zyczkowski, definieron la matriz
aleatoria

ρN :=
1

N2
ANA

∗
N ,

e hicieron expĺıcita la relación entre los momentos de la distribución espectral
promedio de esta y el estudio de fenómenos en la teoŕıa cuántica de la
información. En ese trabajo conjeturaron la siguiente fórmula, que en esta
tesis será refutada.

Conjetura 4.4.1. Sean N, k enteros positivos, entonces

E[tr(ρkN )] =
1

N2k+1

k+1
∑

j=2

(−1)k−j+1fk−1,k−j+1N
j .

Donde fk,j :=
1

k+1

(2k+2
k−j

)(

k+j
j

)

, son los elementos del triángulo de Borel.

En esta sección, daré una idea de cómo atacar el problema de describir
los momentos de ρN utilizando las herramientas de la teoŕıa de tráficos. En
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particular, llegaremos a una fórmula expĺıcita para E[tr(ρkN )] en términos de
N y k, con la cual demostraremos que la conjetura anterior es falsa.

Primero, describiremos la distribución en tráficos de ρN bajo el funcional
inyectivo y para esto comenzaremos describiendo la distribución de AN .

Sea ν la medida de probabilidad uniforme en la circunferencia unitaria.
Recordemos que ν es balanceada y mν(k, k) = 1 para todo entero positivo
k.

Ahora, dado un momento de gráfica T = (V,E) con m aristas, para cal-
cular τ0[T (Aε1

N , . . . , A
εm
N )] con εi ∈ {1, ∗}, colorearemos de rojo las aristas de

T que tengan asociada la matriz AN y de azul aquellas que tengan asociada
la matriz A∗

N . Dados dos vértices u, v, denotaremos por e1T (u, v) la cantidad
de aristas rojas que van de u a v y por e2T (u, v) a la cantidad de aristas
azules que van de u a v. Observemos que para toda función k : V → [N ]
inyectiva, el término del funcional inyectivo asociado a esta será

∏

u,v∈E
mν(e

1
T (u, v), e

2
T (v, u))

1
2mν(e

2
T (u, v), e

1
T (v, u))

1
2 .

Dado que ν es una distribución balanceada, para que el funcional inyectivo
evaluado en T no sea cero se debe de cumplir, para todo u, v ∈ V , que
e1T (u, v) = e2T (v, u) y e2T (u, v) = e1T (v, u). A las gráficas que cumplan lo
anterior las llamaremos gráficas bicolores dobles. Más aún, si T es una
gráfica bicolor doble, dado que el producto anterior vale uno cuando no es
nulo, tendremos que τ0[T (Aε1

N , . . . , A
εm
N )] = 1

N
(N)m.

Ahora, para calcular los momentos de ρN notemos que

E[tr(ρN)k] = τ [Ck(ρN )] =
1

N2k
τ [C2k(AN , A

∗
N )],

donde τ [C2k(AN , A
∗
N )] es una abreviación de τ [C2k(AN , A

∗
N , . . . , AN , A

∗
N ].

Entonces, coloreemos las aristas de C2k de rojo y azul alternadamente, es
decir, si los vértices de C2k están numerados con los números del 1 al 2k
en orden ćıclico, y en la arista (v1, v2) se encuentra la matriz AN , entonces
todas las aristas que vayan de un vértice impar a uno par serán azules,
mientras que las que van de un vértice par a una impar serán rojas.

Diremos que una partición π ∈ P(2k) es una partición bicolor doble si
Cπ
2k es una gráfica bicolor doble. De lo mencionado anteriormente tenemos

que

τ [C2k(AN , A
∗
N )] =

∑

π∈P(2k)

τ0[Cπ
2k(AN , A

∗
N )] =

1

N

∑

π∈P(2k)

χπ es bicolor doble(N)|π|.
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Sea G(2k, j) la cantidad de particiones bicolores dobles de [2k] con j

bloques. Notemos que una partición bicolor doble de [2k] tiene a lo más
k + 1 bloques, por lo que G(2k, j) = 0 si j > k + 1. De la fórmula anterior
obtenemos

E[tr(ρkN )] =
1

N2k
τ [C2k(AN , A

∗
N )] =

1

N2k+1

k+1
∑

j=1

G(2k, j)(N)j . (4.12)

Si la conjetura fuera cierta tendŕıamos la igualdad

k+1
∑

j=2

(−1)k−j+1fk−1,k−j+1N
j =

k+1
∑

j=1

G(2k, j)(N)j .

Utilizando la fórmula de cambio de base obtenida en el Corolario 4.1.1,
podemos reformular la conjetura.

Conjetura 4.4.2. Para todo k, j enteros positivos se cumple la siguiente
igualdad.

G(2k, j) =
k+1
∑

r=j

(−1)k−r+1

{

r

j

}

fk−1,k−r+1. (4.13)

Los valores de G(2k, j) y de
∑k+1

r=j (−1)k−r+1
{

r
j

}

fk−1,k−r+1, fueron calcu-

lados de forma expĺıcita usando una computadora 1. Dado que la conjetura
fue hecha utilizando los primeros cuatro valores de k, no fue ninguna sor-
presa ver que la igualdad (4.13) resultara cierta para todo k ≤ 4 y cualquier
j. Por otro lado, fue sorprendente ver que la ecuación es también cierta
para k = 5 y para todo j, pero no es cierta en general para k > 5, lo cual
demuestra que la conjetura es falsa. Sin embargo, resulta ser correcta para
algunos valores de j. Para ver esto es necesario saber un poco más sobre los
elementos del triángulo de Borel.

En [10], definen a los números del triángulo de Borel en términos de los
números del triángulo de Catalán. Expĺıcitamente, si Ck,r =

(

k+r
r

)

−
(

k+r
r−1

)

,
entonces

fk,r =

k
∑

i=0

(

i

r

)

Ck,i.

Alternativamente, para todo real t se cumple que

k
∑

r=0

Ck,r(t+ 1)r =

k
∑

r=0

fk,rt
r.

1Agradezco a Jorge Fernández Hidalgo por haber desarollado el programa que hiciera
esto posible.
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Tomando t = −1 en la ecuación anterior y cambiando k por k−1 obtenemos
que

1 = Ck−1,0 =

k−1
∑

r=0

(−1)rfk−1,r =

k+1
∑

r=1

(−1)k−r+1fk−1,k−r+1.

La suma de la derecha en la ecuación anterior es la suma que se obtiene
cuando se sustituye j = 1 en el lado derecho de la ecuación (4.13). Por otro
lado, es claro que G(2k, 1) = 1. Por lo tanto, la ecuación (4.13) es cierta
para todo k cuando j = 1.

Para demostrar la validez de la ecuación en el caso j = k + 1, primero
probemos el siguiente lema.

Lema 4.4.1. Si π ∈ P(2k) es una partición doble con k+1 bloques, entonces
es una partición bicolor doble.

Demostración. Procedamos por inducción sobre k. Supongamos que el
enunciado es cierto para k. Sea π ∈ P(2k+2) una partición doble con k+2
bloques, en la Sección 1 de este caṕıtulo demostramos que esto implica que
Cπ
2k+2 es un árbol doble. Sean v1, . . . , v2k+2 los vértices de C2k+2 numerados

en orden ćıclico. Supongamos que vj es una hoja del árbol doble Cπ
2k+2.

Borrando vj y las dos aristas que lo tienen como extremo, podemos pensar
al resto de la gráfica como un cociente de C2k, aplicando la hipótesis de
inducción, esta parte de la gráfica será un árbol doble bicolor, y dado que
en Cπ

2k+2 en vj , la arista que saĺıa era de un color distinto a la arista que
entraba, entonces Cπ

2k+2 es un árbol bicolor. El caso base k = 1 es trivial.

De lo anterior F(2k, k + 1) = G(2k, k + 1), donde F(2k, j) es el número
de particione dobles no dirigidas de [2k] con j bloques. En el Lema 4.2.3 se
demostró que F(2k, k + 1) = Ck, por lo tanto G(2k, k + 1) = Ck.

Por otro lado, sustituyendo j = k+1 en (4.13) el lado derecho se convierte
en
{

k+1
k+1

}

fk−1,0 = Ck. Por lo que la conjetura también es cierta para el caso
j = k + 1.

Se hicieron varios intentos para obtener una fórmula cerrada para los
valores de G(2k, j). Sin embargo, solo fue posible demostrar que G(2k, 2) =
(

2k
k

)

− 1 2. En mi opinión, las particiones bicolores dobles carecen de la
estructura necesaria para que exista una fórmula “satisfactoria” para los
valores de G(2k, j), cuando k es grande y 2 < j < k.

2Agradezco a Daniel Perales Anaya por dar una demostración de este hecho.
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Finalmente, una aplicación directa de la identidad obtenida en el Coro-
lario 4.1.2, a la fórmula (4.12), nos da una fórmula expĺıcita para los coefi-
cientes de la función racional que describe a E[tr(ρkN )].

Teorema 4.4.1. Sean N y k enteros positivos, entonces

E[tr(ρkN )] = N−2k−1
k+1
∑

j=1

ajN
j,

donde

aj =
k+1
∑

r=j

(−1)r−jer−j(1, . . . , k)G(2k, j). (4.14)

4.5 Matrices unitarias de Haar

Para obtener la distribución asintótica en tráficos de las matrices unitarias
de Haar se requieren herramientas más sofisticadas.

En el caso de las matrices de Wigner con entradas balanceadas, se uti-
lizó de manera impĺıcita que para cualquier momento de gráfica T = (V,E),
todos los sumandos de τ0[T ] valen lo mismo, sin importar qué función in-
yectiva k : V → [N ] se tome. En el caso de matrices unitarias de Haar, y en
general en matrices aleatorias que no pueden ser expresadas como ensam-
bles de variables aleatorias, este tipo de propiedades no son evidentes y por
lo tanto es conveniente desarrollar herramientas con las cuales se puedan
tratar.

Definición 4.5.1 (Densidad inyectiva). Sea T = (V,E) un momento de
gráfica, y sea AN = (Ae)E una familia de matrices aleatorias de N × N

asignadas a las aristas de T . Sea κN una función aleatoria independiente
de AN , que va de V a [N ] y es tomada con distribución unforme sobre el
conjunto de funciones inyectivas de V a [N ]. Entonces definimos

δ0[T (AN )] := E

[

∏

e∈E
Ae(κN (t(e)), κN (s(e)))

]

.

De la definición es claro que la densidad inyectiva no es más que un
múltiplo del funcional inyectivo. De hecho

τ0[T (AN )] =
(N)|V |
N

δ0[T (AN )].
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Una de las razones por las que Male introdujo este concepto es porque
ayuda a simplificar algunas pruebas, ya que al utilizarlo, impĺıcitamente se
usa el método probabiĺıstico, como se muestra a continuación.

Lema 4.5.1. Sean AN y T como antes. Si cada matriz de AN es invariante
bajo conjugación por una matriz de permutación, entonces para cada función
inyectiva k : V → [N ] se tiene que

δ0[T (AN )] = E

[

∏

e∈E
Ae(k(t(e)), k(s(e)))

]

.

Demostración. Sea Aj ∈ AN . Como Aj es invariante bajo conjugación
por permutación, la distribución conjunta de sus entradas también lo es y
por lo tanto la distribución marginal de estas. Entonces, para toda función
inyectiva k : V → [N ] y cualquier permutación σ ∈ SN tenemos que

E

[

∏

e∈E
Ae(k(t(e)), k(s(e)))

]

= E

[

∏

e∈E
Ae(σ ◦ k(t(e)), σ ◦ k(s(e)))

]

.

Entonces, la igualdad anterior se cumple con probabilidad 1 para cuando σ
es la realización de una permutación aleatoria uniforme σN . Por lo tanto

E

[

∏

e∈E
Ae(k(t(e)), k(s(e)))

]

= E

[

∏

e∈E
Ae(σN ◦ k(t(e)), σN ◦ k(s(e)))

]

.

Por otro lado, σN ◦ k se distribuye de la misma manera que κ, de donde se
sigue el resultado.

El soporte de la distribución ĺımite en tráficos de las matrices unitarias
de Haar es una familia de gráficas a las que llamaremos cactus.

Definición 4.5.2. Una gráfica dirigida es un cactus si es conexa y es unión
de ciclos dirigidos, de forma que no hay dos ciclos con una arista en común
ni compartinendo más de un vértice.

Ahora estamos listos para presentar la demostración de Male del siguien-
te teorema.

Teorema 4.5.1. Sea {UN}∞N=1 una sucesión de matrices unitarias de Haar
y sea T un momento de gráfica. Pintemos de rojo las aristas de T en donde
se sustituirán matrices de la forma UN y de azul las aristas en donde se
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sustiruirán matrices de la forma U∗
N . Entonces

τ0[T (UN , U
∗
N )] =















∏L
i=1(−1)

ki
2
−1C ki

2
−1

si T es un cactus con ciclos

pares coloreados alternadamente,

0 en otro caso,

(4.15)
donde Ck denota el k-ésimo números de Catalán, L la cantidad de ciclos de
T y k1, . . . , kL sus respectivas longitudes.

Demostración. Sea r y r′ la cantidad de aristas rojas y azules respec-
tivamente. Sea k : V → [N ] una función inyectiva y denotemos las aristas
rojas como (j1, i1) . . . , (jr, ir) y las azules como (i′1, j

′
1), . . . , (i

′
r′ , j

′
r′), donde

cada in, jn, i
′
n, j

′
n es el valor de k en el respectivo vértice. Luego, dado que

las matrices unitarias de Haar son invariantes bajo conjugación por matrices
de permutación, por el Lema 4.5.1 tenemos que

δ0N [T (UN )] = E[UN (i1, j1) · · ·UN (ir, jr)U
∗
N (j′1, i

′
1) · · ·U∗

N (j′r′ , i
′
r′)].

Por otra parte, por el Teorema 1.3.4, el producto anterior vale cero si
r 6= r′ y si hay la misma cantidad de aristas rojas que aristas azules vale

∑

σ,τ∈Sk

δiσ(1)i
′
1
· · · δiσ(r)i

′
r
δjτ(1)j′(1) · · · δjτ(r)j′(r)Wg(σ ◦ τ−1, N).

Sea T un momento de gráfica para el cual la suma anterior no sea trivial
y sean σ y τ permutaciones de Sr que cumplan que el producto de las
respectivas deltas de Kronecker no sea cero. Relacionaremos la estructura
de σ y τ con la de T .

Como la k : V → [N ] que tomamos al inicio es inyectiva, si dos ı́ndices son
iguales, su respectivo vértice será el mismo. Entonces, podemos pensar a las
deltas de Kronecker como una regla para pegar las aristas (j1, i1), . . . (jr, ir)
con las aristas (i′1, j

′
1), . . . , (i

′
r, j

′
r). De la condición dada por las deltas, ten-

emos que iσ(n) = i′n y jτ(n) = j′n para todo n.
Pensemos a σ como una función que va de las aristas azules a las aristas

rojas con la siguiente regla (i′n.j
′
n) 7→ (jσ(n), i(σ(n))) y de la misma manera

pensemos a τ como una función de las aristas azules a las rojas con la regla
(i′n, j

′
n) 7→ (jτ(n), iτ(n)). Intuitivamente, σ recorre las aristas hacia “atrás”

y τ las recorre hacia adelante. Ahora, tomemos una permutación π ∈ S|E|
cuya acción sobre E está dada por

π(e) :=

{

σ(e) si e es azul,

τ−1(e) si e es roja.
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De la definición podemos ver que la acción de π2 restringida a las aristas
azules es igual a la acción de σ ◦ τ−1. Entonces, la cantidad de ciclos de π
es igual a la cantidad de ciclos de σ ◦ τ−1 y la longitud de los ciclos de π
es igual al doble de la longitud de los respectivos ciclos de σ ◦ τ−1. Esta
observación es sumamente útil pues recordemos que el Lema 1.3.2 nos da la
siguiente aproximación de la función de Waingarten

Wg(σ ◦ τ−1, N) = ψ(σ ◦ τ−1)N−2r+#(σ◦τ−1)(1 +O(N−2)),

donde ψ(σ ◦ τ−1) =
∏L

i=1(−1)ki−1Cki−1, y los ki son las respectivas longi-
tudes de los ciclos de σ◦τ−1. Como #(π) = #(σ◦τ−1) y las longitudes de los
ciclos de π están relacionadas con las longitudes de los ciclos de σ◦τ−1, ahora
podemos cambiar el problema a estudiar la relación entre la estructura de π
y la de T . Esta última es clara, por ejemplo, dado que π ∈ S|E| y su acción
sobre E consiste en mandar cada arista en su adyacente anterior, los ciclos
de π corresponden a ciclos dirigidos en T . Más aún, estos ciclos dirigidos de
T deben de alternar colores, pues la acción de π siempre env́ıa una arista
roja a una azul y vice versa. Dado que los ciclos de π no tienen elementos en
común, podemos concluir que T es una unión de ciclos dirigidos con colores
alternados que no tienen aristas en común. En otras palabras, T es casi un
cactus. Sin embargo, para ver que el hecho de que T es un momento de
gráfica en donde la distribución asintótica de UN no se anula, implica que
los ciclos de T a lo más comparten un vértice, es algo que ya no se puede
obtener para cada N y entonces será necesario hacer un anális asintótico con
la aproximación de la función de Waingarten mencionada anteriormente.

Construyamos una gráfica no dirigida, G = (V, E), donde V será la unión
de V con los ciclos de π. Luego, por cada arista en T , digamos e = (u, v),
pondremos una arista no dirigidaa en G, entre un ciclo en π y v, si e pertenece
a dicho ciclo. Como T es conexa, G es conexa.

Por definición V = |V |+#(π) y |E| = |E|.
Ahora recordemos que

τ0[T (UN , U
∗
N )] =

(N)|V |
N

δ0[T (UN , U
∗
N )] = O(N |V |−1)δ0[T (UN , U

∗
N )].

Sustituyendo la fórmula que tenemos para δ0 en la ecuación anterior, aso-
ciando una π como antes a cada pareja de permutaciones σ y τ que cumplen
la condición y utilizando la aproximación de la función de Waingarten obten-
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emos

τ0[T (UN , U
∗
N )] =

∑

π

N |V |−1 ·N−2 |E|
2

+#(π)ψ(σ ◦ τ−1)(1 +O(N−2))

=
∑

π

N |V|−|E|−1ψ(σ ◦ τ−1)(1 +O(N−2)).
(4.16)

Luego, como G es conexa tenemos |V| − |E| − 1 ≤ 0, con igualdad si y
solo si G es un árbol. Entonces, si G no es un árbol, τ0[T (UN , U

∗
N )] → 0.

Para determinar el valor al que converge en el caso en el que G es un árbol,
notemos que al tomar σ y τ permutaciones arbitrarias cuyo término asociado
no era cero, y tomando el π asociado a estas, demostramos que los ciclos de
π coincid́ıan en número y en tamaño con los de T y por otro lado, coincid́ıan
en número con los de σ ◦ τ−1 y teńıan el doble de longitud que los de esta
permutación. Entonces, el valor de ψ(σ ◦ τ−1) es constante en la suma
anterior e igual a

∏L
i=1 CKi

2
−1

, donde K1, . . . ,Kl son las longitudes de los

ciclos de T .
Por último, demostraremos que el hecho de que G es un árbol es equiv-

alente al hecho de que T es un cactus.
Primero veamos que si T no es un cactus entonces G no es un árbol.

Tomemos dos ciclos en T , digamos c1 y c2, que se intersectan en dos vértices
distintos u y v. Recordemos que los ciclos en T están en correspondencia
con ciclos en π, entonces podemos pensar a c1 y c2 como vértices de G. Por
construcción, tanto c1 como c2 están conectados con u y v, por lo tanto los
vértices u, c1, v, c2 forman un ciclo y por lo tanto G no es un árbol.

Ahora resta demostrar que si G no es un árbol, entonces T no es un
Cactus. Para esto tomemos un ciclo de G, cuyos vértices en sentido ćıclico
serán denotados por v1, c1, . . . , vl, cl, donde vi ∈ V y ci son ciclos de T .
Definiendo l+ 1 = 1, vemos que el hecho de que cada vi esté conectado con
ci−1 y ci implica que hay un camino dirigido en T de vi−1 a vi. Concatenando
estos caminos obtenemos un ciclo que pasa por los vértices v1, . . . , vl y utiliza
las aristas de los ciclos c1, . . . , cl. En particular, este ciclo tiene una arista
en común con cualquiera de los ciclos ci, por lo tanto T no es un cactus.

Notemos que la distribución asintótica en tráficos nos permite discernir
las distribución ĺımite de matrices aleatorias de permutación de la dis-
tribución ĺımite de las matrices unitarias de Haar, algo que no se puede
hacer desde la Probabilidad Libre usual. El resultado anterior motiva la
siguiente definición.

Definición 4.5.3 (Tráfico unitario de Haar.). Sea (A, τ) un espacio de
tráficos. Diremos que u ∈ A es un tráfico unitario de Haar, si u es unitario
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y tiene la distribución ĺımite de las matrices unitarias de Haar.



Caṕıtulo 5

Teoremas asintóticos en la

Teoŕıa de Tráficos

La primer parte de este caṕıtulo se enfoca en probar el teorema de asintoti-
cidad libre en tráficos para matrices aleatorias independientes en el sentido
clásico que son invariantes en ley bajo conjugación por matrices de per-
mutación.

La segunda parte presenta dos ejemplos en los que la Teoŕıa de Tráficos
unifica las nociones de independencia clásica e independencia libre.

5.1 Asintoticidad libre en tráficos de matrices aleato-

rias

En la segunda sección del caṕıtulo anterior estudiamos la distribución ĺımite
en tráficos de matrices de Wigner con entradas balanceadas.

Primero, a modo de ejemplo, consideremos el problema de estudiar
la distribución conjunta asintótica en tráficos de familias de matrices de
Wigner independientes. Sea J un conjunto de ı́ndices y consideremos la fa-
milia de sucesiones independientes de matrices de Wigner complejas WN =

(W
(j)
N )j∈J , donde para cada j ∈ J y N entero positivo supondremos que

1√
N
A

(j)
N := W

(j)
N cumple que las entradas de A

(j)
N son balanceadas y de va-

rianza uno. Denotemos AN = (A
(j)
N )j∈J .

Tomemos x = (xj)j∈J una familia de indeterminadas. Recordemos del
Caṕıtulo 3, que todo T ∈ G(0)〈x,x∗〉, es de la forma T = (V,E, γ, ε), con
γ : E → x, ε : E → {1, ∗} y que τ [T (WN )] denota el resultado de evaluar
el funcional τ sobre T , cuando en cada arista e de T se sustituye la matriz

113
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(W
(γ(e))
N )ε(e). Si e es una arista de T , diremos que e es de color j si γ(e) = j.

También recordemos que cuando borremos todas las aristas en T que no sean
de un cierto color j ∈ J , la gráfica quedará dividida en componentes conexas
monocromáticas maximales, las cuales son llamadas componentes coloreadas
y en base a estas se construye la gráfica de componentes coloreadas, denotada
por Gc.c.(T ), e introducida en la Definición 3.3.2.

Calcular τ0[T (WN )] es escencialmente igual a lo hecho en el caṕıtulo

anterior. De hecho, dado que las matrices W
(j)
N son independientes, con

un razonamiento análogo al presentado en el Lema 4.2.1, obtenemos que
para que el funcional inyectivo no se anule, las componentes coloreadas de T
deben de ser gráficas dobles no dirigidas. Diremos que una gráfica coloreada
G es una gráfica doble coloreada, si para cualesquiera dos de sus vértices,
digamos u y v, la cantidad de aristas de un color dado que conectan a u con
v es igual a la cantidad de aristas del mismo color que conectan v con u. Si
G es una gráfica doble coloreada, denotaremos por Ĝ a la gráfica coloreada
obtenida al identificar parejas de aristas que conectan mismos vértices y que
son del mismo color, las aristas obtenidas de esta manera serán coloreadas
con el color de las respectivas aristas identificadas.

Luego, el análisis asintótico de τ0[T (WN )] también resulta ser total-

mente análogo, pues τ0[T (WN )] = N− |E|
2

−1τ0[AN ], y nuevamente tenemos

τ0[AN ] = (N)|V |δ
0[T (AN )]. Entonces, necesitamos T tal que N |V |− |E|

2
−1 no

tenga ĺımite cero, y esto solo sucede cuando T es un árbol doble no dirigido,
en donde aristas que unen la misma pareja de vértices tienen el mismo color,
a esta estructura la llamaremos árbol doble no dirigido coloreado.

Entonces, habiendo caracterizado la distribución conjunta en tráficos de
WN , para demostrar que las matrices en WN son asintóticamente indepen-
dientes en el sentido de tráficos, resta demostrar que

lim
N→∞

τ0[T (WN )] = χGc.c(T ) es un árbol

∏

S

( lim
N→∞

τ0[S(WN )]), (5.1)

en donde el producto anterior corre sobre todas las S, componentes colore-
adas de T . Para esto, veamos que todo ciclo en Gc.c.(T ) induce un ciclo
en T̂ , entonces, χGc.c(T ) es un árbol = 0 implica que T tiene un ciclo y por lo
mencionado anteriormente el lado izquierdo de (5.1) también será cero. Por
otro lado, si el lado derecho de la ecuación (5.1) no es cero, entonces Gc.c.(T )
es un árbol y limN→∞ τ0[S(WN )]) 6= 0 para toda componente coloreada S.
Como se vio en el caṕıtulo anterior, esto solo sucede cuando S es un árbol
doble no dirigido, en cuyo caso limN→∞ τ0[S(WN )] = 1. Además, si cada
S es un árbol doble no dirigido y Gc.c.(T ) es un árbol, entonces T es un
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árbol doble no dirigido coloreado, por lo que limN→∞ τ [T (WN )] = 1, en
cuyo caso la igualadad (5.1) también se satisface. Con esto y lo elaborado
en el caṕıtulo anterior queda demostrado el siguiente resultado.

Proposición 5.1.1. Sea WN = (W
(j)
N )j∈J una familia de sucesiones de

matrices de Wigner independientes con entradas balanceadas de varianza
uno. Entonces cada WN converje en distribución a una familia de tráficos
semicirculares independientes en el sentido de tráficos.

Es posible demostrar un teorema mucho más general sobre la indepen-
dencia asintótica en tráficos.

Teorema 5.1.1 (Independencia asintótica en tráficos para matrices aleato-

rias). Sean A
(1)
N , . . . ,A

(L)
N sucesiones de familias independientes de matrices

aleatorias. Para l = 1, . . . L, denotemos A
(l)
N = (Al

j)j∈Jl y consideremos la

familia de indeterminadas xl = (x
(l)
j ). Supongamos lo siguiente:

• Cada familia es invariante en ley bajo conjugación por matrices de
permutación.

• Cada familia converge en distribución de tráficos.

• Cada familia A
l
N satisface la propiedad de factorización: Para cua-

lesquiera g1, . . . gK ∈ CG(2)〈xl,x∗l 〉, se cumple que

lim
N→∞

E

[

K
∏

i=1

tr(Zgi(A
(l)
N ))

]

= lim
N→∞

K
∏

i=1

E[tr(Zgi(A
(l)
N ))]. (5.2)

Bajo las tres hipótesis anteriores las familias A
(1)
N , . . . ,A

(L)
N son asintótica-

mente independientes en el sentido de tráficos.

Cabe resaltar que las matrices unitarias de Haar, las matrices aleato-
rias de permutación, y una familia grande de matrices de Wigner cumplen
las tres hipótesis del teorema anterior. Ya mencionamos en el caṕıtulo an-
terior que en el caso en el que las entradas de una matriz de Wigner son
simétricas, entonces esta será invariante bajo conjugación por una matriz
de permutación. Es un resultado clásico que tanto las matrices aleatorias
de permutación como las matrices unitarias de Haar son invariantes bajo
conjugación por matrices unitarias, lo cual es aún más fuerte que la primera
hipótesis. En el caṕıtulo anterior, demostramos que estos tres modelos de
matrices satisfacen la convergencia en distribución de tráficos. En [19], se
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demuestera que estos tres modelos también satisfacen la propiedad de fac-
torización.

Las dos primeras hipótesis del teorema anterior aparecen con frecuen-
cia como hipótesis en varios resultados clásicos si se cambia la convergencia
en distribución de tráficos por la convergencia en distribución usual, y la
invarianza bajo conjugación por matrices de permutación por invarianza
bajo conjugación por una matriz unitaria. Sin embargo, la tercera hipótesis
puede resultar extraña a primera vista, incluso para un lector familiarizado
con la Teoŕıa de Matrices Aleatorias. Esta hipótesis garantiza la convergen-
cia de productos que aparecen de manera natural al calcular los momentos
de gráficas mixtos de familias de matrices aleatorias. Notemos que el lado
derecho de la ecuación (5.2), puede ser rescrito como

lim
N→∞

K
∏

i=1

τ [ĝi((A
(l)
N ))],

donde ĝi es el momento de gráfica obtenido al identificar la entrada y la salida
de gi. Ahora veremos que esta propiedad de factorización es equivalente a
otra propiedad de factorización similar para el funcional inyectivo.

Lema 5.1.1. Sea AN una sucesión de familias de matrices aleatorias que
converge en distribución de tráficos. Entonces AN satisface la propiedad de
factorización del Teorema 5.1.1 si y solo si, para cualesquiera momentos de
gráfica T1, . . . , TK , con K ≥ 2, se cumple que

E

[

K
∏

i=1

1

N
Tr[Tk(AN )]

]

−→
K
∏

i=1

lim
N→∞

τ [Ti(AN )],

lo cual implica que para cualesquiera momentos de gráfica T1, . . . , TK , con
K ≥ 2, se cumple que

E

[

K
∏

i=1

1

N
Tr0[Ti(AN )]

]

−→
K
∏

i=1

lim
N→∞

τ0[Ti(AN )].

Demostración. La primera parte del lema se sigue de la definición de
τ [T (·)]. Ahora supongamos que

E

[

K
∏

i=1

1

N
Tr[Tk(AN )]

]

−→
K
∏

i=1

lim
N→∞

τ [Ti(AN )],

y probemos la propiedad análoga para la traza inyectiva. De la misma
manera en que pod́ıamos escribir a τ0 en términos de τ utilizando la forma
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de inversión de Möbius, también tenemos para todo i = 1, . . . ,K la siguiente
igualdad

Tr0[Ti(AN )] =
∑

π∈P(Vi)

Mob(π, 1Vi
)Tr[T π

i (AN )]. (5.3)

Sustituyendo lo anterior en E

[

∏K
i=1

1
N
Tr[Ti(AN )]

]

y desarrollando la ex-

presión obtenemos que

E

[

K
∏

i=1

1

N
Tr0[Ti(AN )]

]

=
∑

πi∈P(Vi)
i=1,...,K

(

K
∏

i=1

Mob(πi, 1Vi
)

)

·E
[

K
∏

i=1

1

N
Tr[T πi(AN )]

]

.

Utilizando la suposición, tenemos

E

[

K
∏

i=1

1

N
Tr0[Ti(AN )]

]

=
∑

πi∈P(Vi)
i=1,...,K

(

K
∏

i=1

Mob(πi, 1Vi
)

)

·
K
∏

i=1

lim
N→∞

τ [T πi

i (AN )]

=
∑

πi∈P(Vi)
i=1,...,K

K
∏

i=1

lim
N→∞

Mob(π1, 1Vi
)τ [T πi

i (AN )] =
K
∏

i=1

lim
N→∞

∑

π∈Vi

Mob(π, 1Vi
)τ [T π

i (AN )]

=

K
∏

i=1

lim
N→∞

τ0[Ti(AN )].

A continuación presentamos la demostración del Teorema 5.1.1 dada por
Male en [19].

5.1.1 Demostración del teorema de independencia asintótica

en tráficos

Probaremos el Teorema 5.1.1 por inducción sobre L. Es claro que el caso
L = 2 basta como caso base y también como paso inductivo. Entonces, en lo
que sigue A1 y A2 serán dos familias de matrices aleatorias de N ×N inde-
pendientes, invariantes en ley bajo conjugación por matrices de permutación
y que cumplen la propiedad de factorización.
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Para lo siguiente necesitaremos tratar objetos formados por uniones
disjuntas de momentos de gráfica. A estos los llamaremos momentos dis-
conexos. Dado un momento disconexo T = (V,E) cuyas aristas están eti-
quetadas por matrices aleatorias en A, denotaremos

Tr0[T (A)] :=
∑

k:V→[N ]
k es inyectiva

∏

e∈E
Ae(k(t(e)), k(s(e))).

Definiremos Tr[T (A)] de la misma manera, pero sin la restricción de que
las funciones k sobre las que corre la suma sean inyectivas. Entonces, como
antes, τ [T (A)] = 1

N
E[Tr[T (A)]] y τ0[T (A)] = 1

N
E[Tr0[T (A)]].

Lema 5.1.2. Sea T = (V,E) un momento disconexo cuyas aristas están
etiquetadas con elementos en A1 y A2. Para i = 1, 2, sea Ti = (Vi, Ei) el
momento disconexo que resulta de considerar solo las aristas de T que están
etiquetadas con un elemento en Ai. Entonces tenemos que

τ0N [T (A1,A2)] = N ·
(N)|V |

(N)|V1|(N)|V2|
τ0N [T1(A1)]τ

0
N [T2(A2)].

Demostración. Sea δ0[·] la densidad inyectiva definida en el caṕıtulo
anterior. Sea B = A1∪A2, entonces B es una familia de matrices aleatorias
invariantes en ley bajo conjugación por una matriz de permutación. Dado
que τ0 es un múltiplo de δ0 comencemos por estudiar δ0[T (B)]. Sea k : V →
[N ] cualquier función inyectiva, por el Lema 4.5.1 tenemos que

δ0[T (B)] = E





∏

e∈E1

Ae(k(t(e)), k(s(e))) ×
∏

e∈E2

Ae(k(t(e)), k(s(e)))



 .

Utilizando el hecho de que A1 y A2 son independientes, el producto anterior
se puede factorizar, además, dado que k ↾V1 : V1 → [N ], y k ↾V2 : V2 → [N ]
son funciones inyectvias, utilizando nuevamente el Lema 4.5.1, obtenemos
que

δ0[T (B)] = δ0[T1(A1)]δ
0[T (A2)].

El resultado se sigue de las ecuaciones τ0[T (B)] =
(N)|V |

N
δ0[T (B)],

τ0[T1(A1)] =
(N)|V1|

N
δ0[T1(A1)] y τ

0[T2(A2)] =
(N)|V2|

N
δ0[T2(A2)].

El teorema anterior nos permite factorizar la distribución conjunta in-
yectiva en tráficos de A1 y A2.
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Recordemos que en el Lema 2.3.1 probamos que, si T es un momento
disconexo con componentes T1, . . . Tn, entonces

Tr[T (A)] =

n
∏

i=1

Tr[Ti(A)].

En el caso de Tr0 lo anterior no es cierto, sin embargo se puede obtener,
en valor esperado y asintóticamente, un resultado parecido.

Lema 5.1.3. Sea T = (V,E) un momento disconexo, con componentes
conexas T1 = (V1, E1), . . . , Tn(Vn, En). Sea AN una familia de matrices
aleatorias que cumple la propiedad de factorización. Supongamos que las
matrices de AN se colocan en las aristas de T , entonces

E

[

1

Nn
Tr0[T (AN )]

]

− E

[

n
∏

i=1

1

N
Tr0[Ti(AN )]

]

= O

(

1

N

)

.

Demostración. Al igual que en la prueba del Lema 5.1.1, analicemos

Tr0[T (AN )] =
∑

π∈P(V )

Mob(π, 1V )Tr[T
π(AN )]. (5.4)

Veremos cuáles de los términos de la derecha en la ecuación anterior se
anulan asintóticamente cuando se divide por 1

Nn . Sea π ∈ P(V ) y sea Cπ la
cantidad de componentes conexas de T π, por lo mencionado anteriormente,
Tr[T π(A)] śı se factoriza como el producto de Tr sobre cada una de las
componentes conexas de T π. Luego, como AN tiene la propiedad de la fac-
torización, el producto de evaluar 1

N
Tr sobre cada una de las componentes

conexas de T π, converge, en particular Tr[ 1
NCπ

T π(A)] está acotado. De aqúı
que, si Cπ < n, Tr[T π(AN )] = o(Nn), es decir, los únicos términos repre-
sentativos a nivel asintótico son aquellos en donde T π tiene n componentes
conexas. Como T tiene n componentes conexas, la única manera de que lo
anterior suceda es que π solo identifique vértices en las mismas componentes.
Cada π de esta forma puede ser pensado como unión de n particiones, en
donde cada una es una partición del respectivo conjunto Vi. A la restricción
de π a Vi la denotaremos por πi y escribiremos π = π1 ⊔ · · · ⊔ πn. Entonces,
utilizando nuevamente que Tr se factoriza como el producto de Tr en las
componentes conexas, tenemos que

E

[

1

Nn
Tr0[T (AN )]

]

= E









∑

πi∈P(Vi)
i=1,...,n

Mob(π1 ⊔ · · · ⊔ πn, 1V )Tr[T πi(AN )]









+O

(

1

N

)

.
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Recordemos que la función Mob es multiplicativa. Sea Λ el conjunto de
particiones que refinan a la partición {V1, . . . , Vn}. Como

Λ = P(V1)× · · · × P(Vn),

tenemos que Mob(π1 ⊔ · · · ⊔ πn, 1V ) = Mob(π1, 1V1) · · ·Mob(πn, 1Vn). En-
tonces, utilizando nuevamente la ecuación (5.4), la suma dentro de la espe-
ranza del lado derecho de la ecuación anterior se puede factorizar como el
producto de términos de la forma

∑

πi∈P(Vi)

Tr[T πi(AN )] = Tr0[T πi

i (AN )].

De donde se sigue el resultado.
Ahora tenemos la maquinaria suficiente para hacer un análisis asintótico

de los momentos de gráfica mixtos de A1 y A2. Sea T un momento de
gráfica con elementos de A1 y A2 en sus aristas. Sean T1 = (V1, E1) y
T2 = (V2, E2) como en el Lema 5.1.2, y sean K1 y K2 la respectiva cantidad
de componentes conexas. Para i = 1, 2, sean Ti,1, · · · , Ti,Ki

las componentes
conexas de Ti Combinando los dos lemas anteriores obtenemos que

τ0[T (A1,A2)] =

(

N ·
(N)|V |

(N)|V1|(N)|V2|

)

×
(

(NK1−1 ·NK2−1) ·
(

2
∏

i=1

E

[

Ki
∏

k=1

1

N
Tr0[Ti,k(Ai)]

]

+O(
1

N
)

))

.

(5.5)

Sea η := K1 +K2 + |V | − |V1| − |V2| − 1, entonces la expresión anterior es
precisamente de orden Nη(1 + O( 1

N
)). Por el Lema 5.1.1, la propiedad de

factorización para τ también implica la propiedad de factorización para τ0,
entonces tenemos que para todo i,

lim
N→∞

E

[

Ki
∏

k=1

1

N
Tr0[Ti,k(Ai)]

]

=

Ki
∏

k=1

lim
N→∞

τ0[Ti,k(Ai)],

sustituyendo esto en la ecuación (5.5), obtenemos que

lim
N→∞

τ0[T (A1,A2)] = ( lim
N→∞

Nη) ·
(

2
∏

i=1

Ki
∏

k=1

lim
N→∞

τ0[Ti,k(Ai)]

)

.

Por lo que para concluir la demostración nos bastará ver que limN→∞Nη =
χGc.c.(T ) es un árbol. Lo cual es equivalente a ver que η < 0 cuando Gc.c(T )
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no es un árbol y η = 0 cuando śı es un árbol. Sea Gc.c(T ) = (V, E), de-
mostraremos que η = |V| − |E| − 1, con lo cual se concluirá la demostración.

Primero, sea C la cantidad de conectores en T , es decir, la cantidad de
vértices que pertencen a más de una componente coloreada. Por definción
de Gc.c.(T ), tenemos que |V| = K1+K2+C. Ahora, la fórmula de inclusión
exclusión nos da C = |V1| + |V2| − |V |, sustituyendo esto último en η y
utilizando que |V| = K1 +K2 + C obtenemos que

η = K1 +K2 − C − 1 = |V| − 2C − 1.

Por lo que es suficiente probar que |E| = 2C. Sin embargo, esto último
es claro pues cada arista en Gc.c.(T ) une una componente conexa con un
conector, es decir, cada arista tiene asignada un conector, por otro lado, cada
conector pertence exactamente a dos componentes conexas y por lo tanto
cada conector tiene grado dos. Y con esto, se concluye la demostración.

5.2 Unificación de teoremas ĺımites libres y clásicos

En el primer caṕıtulo se presentaron las versiones libres y clásicas de la ley
de los grandes números y el teorema del ĺımite central. Como ya vimos, en
el teorema del ĺımite central, las distribuciones ĺımite difieren en cada caso,
pues esta depende del tipo de independencia con que se esté trabajando.

En esta sección daremos los análogos a ambos teoremas dentro de la
Teoŕıa de Tráficos. En el caso del teorema del ĺımite central, este teorema
será una interpolación entre el teorema del ĺımite central libre y el teorema
del ĺımite central clásico. En el caso de la ley de los grandes números, la
distribución ĺımite también será una interpolación, esta vez entre una delta
de dirac y una distribución de la que es imposible hablar desde el marco de
probabilidad no conmutativa usual.

5.2.1 Ley de los grandes números para espacios de tráficos

Dado un espacio de probabilidad no conmutativo (A, φ), en el primer caṕıtulo
demostramos que si (an)

∞
n=1 es una sucesión de variables aleatorias no con-

mutativas, autoadjuntas, independientes e identicamente distribuidas y yn :=
a1+···+an

n
, entonces limn→∞ φ(ymn ) = µm, donde µ = φ(a1). Demostramos

que esto sucede tanto en el caso en el que las variables son independientes en
el sentido clásico como en el caso en el que las variables son independientes
en el sentido libre. La distribución anaĺıtica asociada a dicha familia de mo-
mentos es δµ, mientras que una variable aleatoria no conmutativa con dichos
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momentos es µ1A. En el caso clásico, los múltiplos de la identidad se pueden
caracterizar por la propiedad de ser variables aleatorias determińısticas. Sin
embargo, al considerar un espacio de probabilidad no conmutativo es nece-
sario dar otra caracterización a los elementos de C1A. Resulta ser, que tanto
en el caso libre como en el caso clásico, los mútiplos de la identidad son los
únicos elementos del álgebra que son independientes de śı mismos.

Sea (A, τ) un espacio de tráficos. Caracterizaremos todos los tráficos
que son independientes de śı mismos en el sentido de tráficos. De ahora
en adelante, cada que hablemos de independencia nos estaremos refiriendo
a la independencia en el sentido de tráficos. De la misma manera que
cuando hablemos de distribución nos estaremos refiriendo a la distribución
en tráficos, a menos que de manera expĺıcita se indique lo contrario.

Sea a ∈ A independiente de śı mismo. Sea T un momento de gráfica
cuyas aristas están etiquetas con a o a∗. Dado que, para tráficos indepen-
dientes, su distribución conjunta queda determinada por las distribuciones
marginales, entonces, si en T cambiamos cualquier aε por (a′)ε, donde a′ es
un tráfico independiente de a e identicamente distribuido, obtendremos que
la evaluación del funcional inyectivo en el nuevo T permanecerá invariante.
De esta manera, si T tiene K aristas, tomemos K tráficos independientes
e identicamente distribuidos a a, digamos a1, . . . , aK , entonces tenemos que
τ0[T (a, a∗)] = τ0[T (aε11 , . . . , a

εK
K )]. Donde τ [T (a, a∗)] denota a la evaluación

en T del funcional con el etiquetamiento original de T con a y a∗, mientras
que τ [T (aε11 , . . . , a

εK
K )] denota a la evaluación en T del funcional cuando en la

i-ésima arista de T se sustituye aεii , con εi ∈ {1, ∗} escogido dependiendo de
si en la arista i hay un a o un a∗. Notemos que si en T hay un ciclo de longi-
tud mayor a uno, entonces en Gc.c.(T (a

ε1
1 , . . . , a

εK
K )) también habrá un ciclo,

y por la definición de independencia tendremos que τ0[T (aε11 , . . . , a
εK
K )] = 0

y por lo tanto τ0[T (a, a∗)] = 0. Aśı, una condición necesaria para que un
tráfico sea independiente de śı mismo, es que el funcional inyectivo se anule
en todos sus momentos de gráfica que tengan algún ciclo de longitud mayor
a uno.

Recordemos de la definición de espacio algebraico de tráficos dada en el
Caṕıtulo 3, que el 0 denota a la operación con un único vértice y ninguna
arista, por convención Z0 : C → A, y definimos a la unidad de A como
1A = Z0(1). Por lo mencionado en la Observación 3.1.1, evaluar τ en un
momento de gráfica que tiene en una de sus aristas a 1A, es equivalente a
evaluar a τ cuando se colapsa dicha arista, es decir, cuando se borra la arista
y se identifican sus extremos. Además, la condición de que el funcional
de traza inducido por τ es unitario, se puede traducir como τ [Z0] = 1.
Entonces, para todo momento gráfica T tenemos que τ [T (1A)] = 1. Luego,
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si T es un momento de gráfica con un único vértice tenemos que τ0[T (1A)] =
τ [T (1A)] = 1.

Luego, como 1A es un tráfico diagonal, el funcional inyectivo se anula en
todo momento de gráfica con 1A sustituido en una arista que no sea un lazo.

De esta manera, si T es un momento de gráfica con más de un vértice yK
aristas, entonces τ0[T (a1, . . . , aK)] = 0 para cualesquiera tráficos a1, . . . , aK
distribuidos como 1A, y en el caso en el que T tenga exactamente un vértice
se tendrá τ0[T (a1, . . . , aK)] = 1. Se sigue por definición que 1A es indepen-
diente de śı mismo.

Recordemos del Caṕıtulo 4, que si JN es la matriz de N ×N con 1
N

en
todas sus entradas, entonces la distribución ĺımite de esta sucesión es un
tráfico que se anula en todos los momentos de gráfica que tienen ciclos, aśı
que este ĺımite es un candidato natural para otro tráfico independiente de śı
mismo. De hecho, gracias al Teorema 5.1.1 podemos probar algo aún más
fuerte. Dado que JN es determińıstica y tiene todas sus entradas iguales, es
invariante en ley bajo conjugación por una matriz de permutación. También
ya demostramos que JN converge en distribución. Por último, JN satis-
face trivialmente la propiedad de factorización. Como las variables aleato-
rias determińısticas son independientes en el sentido clásico de cualquier
otra variable aleatoria, JN será independiente de cualquier matriz aleatoria.
Por lo tanto, si AN es cualquier familia de matrices aleatorias que satis-
face las tres hipótesis del Teorema 5.1.1, tendremos que JN y AN serán
asintóticamente independientes en el sentido de tráficos. En particular, JN
es asintóticamente independiente de śı mismo. Denotemos por J al tráfico
distribuido como el ĺımite de JN .

Proposición 5.2.1. Sea (A, τ) un espacio de tráficos, Φ el funcional tracial
inducido por τ y a ∈ A. Si a es independiente de śı mismo en el sentido de
tráficos, entonces a se distribuye como

Φ(a)1A + (Φ(deg(a)) − Φ(a))J .
Donde deg es la 1-operación de gráfica con dos vértices, uno de ellos de
entrada y salida a la vez y con su única arista yendo de este al vértice
restante.

Demostración. Comencemos por calcular la distribución de a. Sea T
un K-momento de gráfica, como ya mencionó anteriormente, dado que a
es independiente de śı mismo, τ [T (a, a∗)] será cero si T tiene un ciclo de
longitud mayor que uno. Si τ [T (a, a∗)] 6= 0, entonces T es un árbol al que
posiblemente se le agregaron lazos en algunos de sus vértices, a esto tipo de
estructura la llamaremos árbol decorado con lazos.
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Ahora, si T es un árbol decorado con lazos, entonces Gc.c.(T ) será un
árbol. Entonces, tomando a1, . . . , aK tráficos independientes e identica-
mente distribuidos a a, y ε1, . . . , εK ∈ {1, ∗} de manera apropiada, ten-
dremos que τ0[T (a, a∗)] = τ0[T (aε11 , . . . , a

εK
K )]. Por otro lado, dado que

Gc.c.(T ) es un árbol, utilizando la definición de independencia, tenemos que
τ0[T (aε11 , . . . , a

εK
K )] se factoriza como el producto de la evaluación de τ0 en

cada arista, dándonos

τ0[T (aε11 , . . . , a
εK
K )] = τ0[∆(a)]l1τ0[∆(a∗)]l2τ0[· a−→ ·]m1τ0[· a∗−→ ·]m2 .

Donde l1 es la cantidad de lazos con a, l2 la cantidad de lazos con a∗, m1 la
cantidad de aristas con a y m2 la cantidad de aristas con a∗. Por definición
τ0[∆(a)] = τ [∆(a)] = Φ(a). De la misma manera τ0[∆(a∗)] = Φ(a∗) =
Φ(a). Por otro lado τ0[· a−→ ·] = τ [· a−→ ·] − τ [∆(a)] = Φ(deg(a)) − Φ(a).

Análogamente τ0[· a∗−→ ·] = Φ(deg(a)) − Φ(a).

Ahora veamos que la distribución de b := Φ(a)1A+(Φ(deg(a))−Φ(a))J
es la misma, sea α = Φ(a) y β = Φ(deg(a)) − Φ(a)). Como 1A y J son
independientes de śı mismo, cualquier combinación lineal de ellos también
lo es. En particular b también lo es y por lo tanto se anula en los momentos
de gráfica que tienen un cilco de longitud mayor que uno. Sea T un árbol
decorado con lazos. Como τ0[T (·)] es multilineal, tenemos que

τ0[T (b)] =
∑

γ:[K]→{1,2}
αr1,γαs1,γβr2,γβ

s2,γ
τ0[Tγ(1A,J )],

donde para cada elección de γ, Tγ(1A,J ) denota el momento de gráfica
para el cual en la i-ésima entrada se sustituye (α1A)εi si γ(i) = 1 y se
substituye (βJ )εi si γ(i) = 2; y donde r1,i es la cantidad de i’s para las
cuales γ(i) = 1 y εi = 1, s1,γ la cantidad de i’s para las cuales γ(i) = 1 y
εi = ∗, análogamente para s1,γ y s2,γ . Luego, como T es un árbol decorado
con lazos, Gc.c.(T ) es un árbol. Además, como los tráficos 1A y J son
independientes de śı mismos e independientes entre śı, si γ(i) = 1 y la i-
ésima arista no es un lazo, utilizando un argumento análogo a antes podemos

factorizar un término τ0[· 1A−−→ ·], el cual sabemos que será cero con lo cual
se anulará el producto. De igual manera, si γ(i) = 2 y la i-ésima arista no
es un lazo, entonces podemos utilizar la definición de independencia para
factorizar un término de la forma τ0[∆(J )], y como J está soportado en
los árboles simples el producto se anulará. Por lo tanto, el único término
que no se anula en la suma anterior es aquel en donde γ(i) = 1 si la i-ésima
arista es un lazo y γ(i) = 2 en otro caso. Si γ es de la forma apenas descrita,
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recordemos ahora que τ0 siempre es uno en los momentos de 1A y de J que
no se anulan. Por lo que

τ0[T (b)] = αl1αm1βl2β
m2
,

donde l1, l2,m1 y m2 son como antes.

De la proposición anterior vemos que los análogo en tráficos a las va-
riables aleatorias con distribuciones con deltas de dirac son los tráficos de
la forma α1A + βJ . Parte de la demostración anterior se utilizará en la
demostración del siguiente teorema.

Teorema 5.2.1 (Ley de los grandes números). Sea (an)
∞
n=1 una sucesión de

tráficos independientes en el sentido de tráficos e identicamente distribuidos
en tráficos. Sea yn = a1+···+an

n
. Entonces yn converge en distribución de

tráficos a
Φ(a1)1A + (Φ(deg(a1))− Φ(a1))J .

Demostración. La demostración es muy similar a la demostración que
dimos, de la ley de grandes números en probabilidad no conmutativa, al final
de la sección dos del Caṕıtulo 1. Sea T = (V,E) un momento de gráfica con
yn o y∗n en cada una de sus aristas, tomemos ε : E → {1, ∗}, de manera que
ε(e) = 1 si en la arista e se encuentra yn y ε(e) = ∗ en otro caso. Por la
linealidad de τ0[T (·)] tenemos que

τ0
[

T

(

a1 + · · · + an

n
,
a∗1 + · · · + a∗n

n

)]

=
∑

γ:E→[n]

n−|E|τ0[Tγ(a1, . . . , an)].

Donde para cada γ, Tγ(a1, . . . , an) denota el momento de gráfica en donde en

la arista e de T se coloca la variable a
ε(e)
γ(e). Como las ai son independientes

e identicamente distribuidas, el valor de Tγ(a1, . . . , an) solo dependerá de
ker(γ). Entonces, dada π ∈ P(E), denotaremos por f(π) al valor común
asociado a todas las γ con ker(γ) = π. Por otro lado, para cada π ∈ P(E),
la cantidad de funciones con kernel π es n|π|. De aqúı que

τ0
[

T

(

a1 + · · ·+ an

n
,
a∗1 + · · ·+ a∗n

n

)]

=
∑

π∈P(E)

n|π|−|E|f(π).

Entonces, el único término representativo asintóticamente es aquel con |π| =
|E|, o equivalentemente π = 0E , es decir π es la partición con solo singuletes.
Sea γ con ker(γ) = 0E . En este caso, si T tiene un ciclo de longitud mayor a
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dos, tenemos que Gc.c.(Tγ) tiene un ciclo y por definición de independencia
τ0[Tγ(a1, . . . , an)] = 0. Si T no tiene ciclos de longitud mayor que uno, es
un árbol decorado con lazos, entonces Gc.c.(Tγ) es un árbol, y por definición

de independencia se factoriza en términos de la forma τ0[· ai−→ ·], τ0[· a∗i−→ ·],
τ0[∆(ai)] o τ

0[∆(a∗i )], dependiendo de cuantos lazos y haya, y de como se ε.
Recordemos de la prueba de la proposición anterior que esta es precisamente
la distribución de

Φ(a1)1A + (Φ(deg(a1))− Φ(a1))J .

5.2.2 Teorema del ĺımite central para espacios de tráficos

Ahora presentaremos una versión del teorema del ĺımite central en espacios
de tráficos. Esta interpola el teorema del ĺımite central clásico y libre. Es
importante notar, que en esta versión del teorema, solo se analiza la con-
vergencia en distribución-* y no la convergencia en distribución de tráficos,
esta última fue tratada en la última edición de [19], y da como resultado
un teorema que también engloba la versión booleana del teorema del ĺımite
central. Dado que en esta tesis no se desarrolla el concepto de independencia
booleana, nos limitaremos a estudiar la convergencia en distribución-*.

Teorema 5.2.2. Sea (an)
∞
n=1 una sucesión de tráficos identicamente dis-

tribuidos, autoadjuntos, centrados, con varianza 1 e independientes en el
sentido de tráficos. Sea zn = a1+···+an√

n
. Entonces existe un p ∈ [0, 1] tal que

zn converge en distribución-* al tráfico
√
pd+

√

1− ps,

donde d es un tráfico gaussiano autoadjunto estándar, s es un tráfico semi-
circular y d y s son independientes en el sentido de tráficos.

Demostración. Dado que solo estamos interesados en la distribución-*
nos bastará entender a τ en los momentos de gráfica que son ciclos dirigidos,
o equivalentemente, usando la descomposición inyectiva del funcional de
tráfico, nos bastará estudiar a τ0 sobre los momentos de gráfica que son
cocientes de ciclos dirigidos. Más aún, como las variables consideradas son
autoadjuntas, no será necesario considerar momentos con adjunción.

Sea T = (V,E) un momento de gráfica obtenido como cociente en un
ciclo dirigido. Por linearidad tenemos que

τ0
[

T

(

a1 + · · ·+ an√
n

)]

=
∑

γ:E→[n]

n−
|E|
2 τ0[Tγ(a1, . . . , an)].
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Donde Tγ(a1, . . . , an) es el momento de gráfica en donde en cada arista
e ∈ E se pone la variable aγ(e). Nuevamente, dado que las variables son
independientes en el sentido de tráficos e identicamente distribuidas, el valor
de τ0[Tγ(a1, . . . , an)] solo depende de ker(γ). Dado π ∈ P(E), denotaremos
por f(π) al valor común del funcional inyectivo en los Tγ con ker(γ) = π.
Como hay n|π| funciones γ : E → [n], con ker(γ) = π, podemos rescribir

τ0
[

T

(

a1 + · · ·+ an√
n

)]

=
∑

γ:E→[n]

n|π|−
|E|
2 f(π).

Entonces, los términos asintóticamente representativos serán aquellos con
|π| ≥ |E|

2 . Supongamos que π tiene un singulete y tomemos un γ con
ker(γ) = π. Sea e la arista que se encuentra en el singulete en π, entonces
e por śı sola es una componente coloreada de Tγ . Como T es el cociente
de un ciclo, al remover a e de T la gráfica resultante seguirá siendo conexa.
Ahora, si e no es un lazo, y dado que e es una componente coloreada, sus dos
extremos serán conectores, luego si Tγ − e denota a al momento de gráfica
obtenido al borrar e, dado que Tγ − e es conexo, Gc.c.(Tγ − e) es conexo,
y entonces en Gc.c.(Tγ) el vértice correspondiente a e se conecta por dos
aristas a una gráfica conexa, por lo tanto Gc.c.(Tγ) tiene un ciclo, y por la
definición de independencia en tráficos f(π) = 0. Por otro lado, si e es un
lazo y Gc.c.(Tγ) es un árbol, por la definición de independencia en tráficos,
podemos factorizar de f(π) al término τ0[∆(aγ(e))], pero por la hipótesis
de que los tráficos son centrados, tenemos τ0[∆(aγ(e))] = 0, concluyendo
nuevamente que f(π) = 0.

De lo anterior, cualquier término representativo a nivel asintótico, deberá
de tener asociada una partición π sin singuletes y con |π| ≥ |E|

2 , por lo tanto
π deberá de ser un emparejamiento. Tomemos γ tal que ker(γ) = π es
un emparejamiento. Supongamos que e no es un lazo, si la otra arista con
en el mismo bloque que e no comparte los dos vértices de e, por el mismo
argumento que antes tendremos que Gc.c.(Tγ) tiene un ciclo y por lo tanto
f(π) = 0. Si e es un lazo y la otra arista en el mismo bloque de e no
comparte el mismo vértice, por el mismo argumento que antes nuevamente
tendremos f(π) = 0. De esta manera, si e es un lazo, la arista en su mismo
bloque deberá de ser un lazo en el mismo vértice de e para que el producto
no se anule. Entonces Tγ es una gráfica doble coloreada, es decir una gráfica
en donde aristas del mismo color son lazos con su vértice en común o aristas
con sus dos vértices en común. Denotemos por T̂γ a la gráfica no dirigida
obtenida al fusionar las aristas en Tγ con el mismo color en una sola arista
no dirigida. Si T no es un árbol decorado con lazos, Gc.c.(Tγ) no será un
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árbol y entonces tendremos f(π) = 0. Si T̂γ es un árbol decorado por
lazos, entonces Gc.c.(Tγ) es un árbol. Más aún, por el Lema 4.2.2 tendremos
que aristas del mismo color en Tγ irán en sentidos opuestos. Utilizando la
definición de independencia en tráficos y usando el hecho de que los tráficos
están identicamente distribuidos, obtenemos que

τ0[Tγ(a1, . . . , an)] = τ0[C2(a1)]
m
∏

v∈V
τ0[∆2(a1)]

lv .

Donde C2 es el ciclo dirigido de longitud 2, ∆2 es el momento de gráfica
con un único vértice dos lazos, 2lv es la cantidad de lazos en el vértice v,
mientras que m es la cantidad de aristas que conectan vértices distintos
en T̂γ . Notemos que 1 = Φ(a21) = τ [C2(a1)] = τ0[∆2(a1)] + τ0[C2(a1)].
Tomemos p = τ0[∆2(a1)], entonces 1− p = τ0[C2(a1)].

Con lo demostrado hasta ahora podemos concluir que limn→∞ τ0[T (zn)]
se anula si T no es un árbol doble decorado con lazos dobles. En el caso en
el que T es de esta forma ya caracterizamos las π cuyos términos asociados
no se anulan y para estas calculamos f(π), falta contar cuántas son. Por
lo dicho anteriormente, π debe de ser un emparejamiento, más aún, las
aristas que no son lazos y tienen los mismos extremos deberán de estar en
un mismo bloque, entonces, los únicos bloques que no quedan determinados
por la estructura de T son aquellos que emparejan lazos. Para v ∈ V fijo,
si 2lv es la cantidad de lazos en v, entonces la cantidad de forma en que
estos pueden ser emparejados es |P2(2lv)| = (2lv)!

lv!2lv
. Por lo que la cantidad

de particiones que cumplen lo buscado es
∏

v∈V
(2lv)!
lv!2lv

. Dándonos

lim
n→∞

τ0[T (zn)] = (1− p)m
∏

v∈V

(2lv)!

lv !2lv
plv .

Ahora demostraremos que esta es precisamente la distribución de
√
pd+√

1− ps. Sea T un momento de gráfica. Utilizando la notación de antes,
por linealidad tenemos que

τ0[T (
√
pd+

√

1− ps)] =
∑

γ:E→{1,2}
p

lγ
2 (1− p)

mγ
2 τ0[Tγ(d, s)],

donde lγ es la cantidad de aristas en Tγ con el tráfico d y mγ la cantidad de
aristas con el tráfico s. Como d es un tráfico diagonal, por el Lema 3.3.2,
tendremos que τ0[Tγ(d, s)] = 0 si algún d aparece en alguna arista que Tγ
que no sea un lazo. Luego, suponiendo que todos los d están en lazos de
Tγ , tenemos que Gc.c.(Tγ) es un árbol, más aún, hay una única componente
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coloreada correspondiente a s la cual denotaremos por T s
γ y por la definición

de independencia en tráficos obtenemos

τ0[Tγ(d, s)] = τ0[T s
γ (s)]

∏

v∈V
τ0[∆kv(d)],

donde kv denota la cantidad de lazos en el vértice v que tienen al tráfico d
y ∆k denota el momento de gráfica con un solo vértice y k aristas. Ahora,
como s es un tráfico semicircular, por definición, para que τ0[T s

γ (s)] 6= 0 es
necesario que T s

γ sea un doble árbol. En particular, T s
γ no tiene lazos, y por

lo tanto, en los lazos de T solo puede aparecer d. Esto implica que

τ0[T (
√
pd+

√

1− ps)] = p
l
2 (1− p)

m
2 τ0[Tγ(d, s)],

donde γ es la función que pone a d en todos los lazos y a s en las demás
aristas, l la cantidad de lazos y m la cantidad de aristas que no son lazos.
Más aún, para que lo anterior no se anule es necesario que T s

γ sea un árbol
doble, en cuyo caso, por definición, τ0[T s

γ (s)] = 1. Además, también por
definición, si algún kv es impar, tendremos que τ0[∆kv(d)] = 0, aśı que para
que el producto no se anule, T deberá tener una cantidad par de lazos en
cada vértice. Tomando lv = kv

2 , por definición tenemos que ∆2lv(d) =
(2lv)!
lv!2lv

.

Resumiendo, τ0[T (
√
pd+

√
1− ps)] será igual a cero a menos que T sea

un árbol doble decorado por lazos, con una cantidad par de lazos en cada
vértice, la cual denotaremos 2lv para cada v ∈ V , en cuyo caso

τ0[T (
√
pd+

√

1− ps)] = (1− p)m
∏

v∈V
plv

(2lv)!

lv!2lv
,

donde 2m es la cantidad de aristas en T que no son lazos. Con esto se
concluye la demostración.
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