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Series de Fourier

o Para el grupo T" recordamos los coeficientes y las series de
Fourier.

>

Los homomorfismos T"” — T estan dados por las funciones
z+— z% donde o € Z".
Las funciones (z%),ez» forman un conjunto ortonormal de
L2(T™)

(z(’,zﬁ> = 0a,8-

Para f € L?(T") los coeficientes de Fourier de f se calculan
como las componentes respecto de este conjunto ortonormal

fla) = (f,2%).

La funcién f se recupera de sus coeficientes de Fourier
(férmula de inversion)

F=3 fla)z
aEeZ"

En particular, el conjunto (z%),cz» es una base ortonormal
de L2(T").
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Corolario

Los elementos de L?(T") se pueden expresar como una serie en
términos de los homomorfismos T" — T. Mas especificamente, el
mapeo L?(T") — ¢%(Z") dado por
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f = (f(@))aczn

es unitario con inversa dada por

(C(X)OéGZ" — Z Cozza'

aEeZ"
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Series de Fourier

Corolario

Los elementos de L?(T") se pueden expresar como una serie en
términos de los homomorfismos T" — T. Mas especificamente, el
mapeo L?(T") — ¢%(Z") dado por

-~

f = (f(@))aczn

es unitario con inversa dada por

(C(X)OéGZ" — Z Cozza'

aEeZ"

o El espacio L?(T") tiene una forma alternativa dada por
¢2(Z"™), donde Z" es un grupo.

o En el grupo Z" la topologia natural es la discreta. La medida
de contar en Z" es una medida de Radon invariante bajo
traslaciones.
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Transformada para el grupo Z"

o Problema: Desarrollar una transformada para el grupo Z".

o En base a lo observado con R" y T" el procedimiento es el
siguiente.

» Hallar una medida de Radon en Z" invariante bajo
traslaciones. Solucién: la medida de contar p = p?.

» Definir los espacios LY(Z", ) y L?(Z", p).

» Describir las representaciones Z" — T.

» La transformada se obtiene tomando producto interno de
funciones en Z" con representaciones de Z".
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Analisis en Z

o La topologia elegida en Z" es la discreta. Por tanto,
By = P(Z").

o Toda funcién f : Z" — C es continua y medible. Tal f se
puede identificar con la sucesion (f(a))aezn-

o Dada f : Z" — [0, 00) podemos escribir

f= Z f(OJ)X{a}.
acZn
Como esta suma es numerable y p({a}) = 1, tenemos

/andu: > (o).

a€eZ"

Corolario

El espacio L*(Z", 1) consta de las sucesiones (f(ct))acz
absolutamente sumables. Es decir, LY(Z", i) = (X(Z").




Transformadas y representaciones
0®00
n

Analisis en Z

o Similarmente, L2(Z", ) = (?(Z"), el espacio de sucesiones
indexadas por Z" que son cuadrado sumables.



Transformadas y representaciones
0®00

n

Analisis en Z
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Analisis en Z

o Similarmente, L2(Z", ) = (?(Z"), el espacio de sucesiones
indexadas por Z" que son cuadrado sumables.

Probar que (*(Z") y ¢>(Z") son espacios de Banach y de Hilbert
respectivamente.

o Tenemos los espacios relevantes para Z": (X(Z") y (*(Z").
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Anilisis en Z"

Proposicién

Para cada z € T" fijo, el mapeo 7, : Z" — T dado por a: — z% es
un homomorfismo. Mas adn, la familia {r, | z € T"} es el conjunto
de todos los homomorfismos Z." — T.
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Anilisis en Z"

Proposicién

Para cada z € T" fijo, el mapeo 7, : Z" — T dado por a: — z% es
un homomorfismo. Mas adn, la familia {r, | z € T"} es el conjunto
de todos los homomorfismos Z." — T.

o Por simplicidad los elementos de ¢/1(Z") y ¢?(Z") se denotaran
como sucesiones (cy)aczn. En particular, 7, = (z%)aezn,
donde z € T" es fijo.

o Para una sucesién ¢ = (¢u)aezn, su transformada de Fourier se
define como la asignacién

Z = <(CC¥)OcEZ">7TZ> = <(Ca)an"a( ozEZ" Z CaZ

a€Z"

o Esto define una funcién f. : T" — C. j Cuando esta bien
definida?
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Analisis en Z

o Sea ¢ = (Cq)aczn Una sucesién compleja dada.

o Siz€T"y c € f1(Z"), entonces f.(z) es una serie
absolutamente convergente. En este caso, f. esta bien definida.

o Si ¢ € £2(Z"), entonces la funcién

fo(z) =) cz®

a€eZn

esta bien definida si la convergencia se toma en L2(T").

Definicién

La transformada de 7" es el mapeo (*(Z") — L2(T") que a cada
c € (?(Z") asigna la funcién ¢ : T — C dada por

c(z) = Z CaZ®,

a€Zn

con convergencia en el sentido de L2(T").
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o Salvo por uno de los mapeos z — Z 0 @ — —a, estas dos
transformaciones son la misma.
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Dualidad de T" y Z"
o Comparamos la transformada de Z" y la inversa de la

transformada de T".
62(2”) — L2(’]I‘”) 22(2”) — LZ(T”)

s (z = cazo‘) fs <z = ?(a)z“)

aEeZ" a€eZ"

o Salvo por uno de los mapeos z — Z 0 @ — —a, estas dos
transformaciones son la misma.

Proposicién

Salvo por el mapeo de inversién o salvo por convencién en sus
definiciones, las transformadas en espacios L? de los grupos T" y
Z" son una inversa de la otra.

o Los grupos T" y Z" son (mutuamente) duales.

Obtener las férmulas de Plancherel y de inversion para 7.".
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Dualidad para R”
o Problema: jCual es el grupo dual de R"?

» Las representaciones unitarias R” — T estan parametrizadas
por R™ mismo: para cada x € R" tenemos y > ™.

» La transformada de Fourier y su inversa son

[*(R") — L*(R")
f— (X — (27r)§ /n f(y)e—ix~y dm(y))
[*(R") — L*(R")
| e amin)

f— (x»—> (2n)8

o El grupo R" es su propio dual.
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o Por la férmula de inversion para T", para toda f € L?(T") se

cumple Z
f= (f,z%)z%,
a€gZn

la expresién de f en términos de la base ortonormal (z%),ezn.

o Esto lo escribimos como una suma directa de espacios de

Hilbert
1*(T") = @5 cz*.

aEeZn

Corolario

El espacio L2(T") es la suma directa de los espacios 1-dimensionales
generados por las representaciones unitarias irreducibles de T".
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o Para toda f € L2(R") (adecuada), la férmula de inversién de

1

la transformada de Fourier nos da

= 5 fy e*Y dm(y).
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Descomposicién en subespacios irreducibles

o Para toda f € L2(R") (adecuada), la férmula de inversién de
la transformada de Fourier nos da

1 T ix-
() = sz [ Fne am(y).

o Toda funcién es una integral con pesos de las representaciones
unitarias irreducibles de R".

o Esto lo escribimos como

[2(R") = /® Ce')Y dm(y).

n

Corolario

El espacio L%(R") es la integral directa de los espacios
1-dimensionales generados por las representaciones unitarias
irreducibles de R".
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Medidas de Haar

o En lo sucesivo G es un grupo topolégico localmente compacto,
es decir
» G es grupo y espacio topoldgico.
» Las operaciones (x,y) — xy, x — x~
» G es Hausdorff y localmente compacto.

Teorema

Si G es un grupo topoldgico localmente compacto, entonces

1 son continuas.

o Existe una medida de Radon ;1 = g invariante bajo
traslaciones izquierdas: (xE) = p(E) para todo x € G y
E C G subconjunto de Borel.

o Si p1, po son dos medidas de Radon invariantes bajo
traslaciones izquierdas, entonces existe ¢ > 0 tal que
H1 = Cl2.
A cualquiera de estas medidas la llamamos medida de Haar de G.
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o La medida de Lebesgue es de Haar para R".

o La medida pr» es de Haar para T".

dm(x) dx

o La medida ==~ = ¢ es de Haar para R,.

o Si G es un grupo dotado de la topologia discreta, entonces la
medida de contar es de Haar.
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Medidas de Haar

o La medida de Lebesgue es de Haar para R".

o La medida pr» es de Haar para T".

o La medida me(X) = d7x

es de Haar para R.

o Si G es un grupo dotado de la topologia discreta, entonces la
medida de contar es de Haar.

o Todas estas medidas son también invariantes por la derecha:
wu(Ex) = p(E) para todo x € G y E C G subconjunto de

Borel.
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M(a, b) = (8 f)

conac Ry ybeR.
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Medidas de Haar

o El grupo G = R, x R de transformaciones afines de R es
dado por el grupo de matrices de la forma

a b
M(a, b) = (O 1)
conac Ry ybeR.

o Una matriz M(a, b) actta sobre x € R por

3 G)-()

o El grupo R, x R es topoldgico y podemos dotarlo de la
medida de Lebesgue

dxdy = dm?(x, y).
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o La traslacién por la izquierda por M(a, b) es dada por

(636269

la cual es afin en R, x R con parte lineal ab.
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Medidas de Haar

o La traslacién por la izquierda por M(a, b) es dada por

(636269

la cual es afin en R, x R con parte lineal ab.

o Por tanto, una medida de Haar de R, x R es dada por

dxdy
d:uL(Xa}/) = 2
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o La traslacién por la derecha por M(a, b) es dada por

6= (3606 )

la cual es lineal en R, x R dada por la matriz

()

cuyo determinante es a.
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Medidas de Haar

o La traslacién por la derecha por M(a, b) es dada por

6= (3606 )

la cual es lineal en R, x R dada por la matriz
a 0
b 1

o Por tanto, p; no es invariante bajo traslaciones derechas. Pero

cuyo determinante es a.

dxdy

dur(x,y) = .

es invariante bajo traslaciones derechas.
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Medidas de Haar

o Por lo anterior, para cualquier grupo topolégico localmente
compacto G hablamos de medidas de Haar izquierdas y
medidas de Haar derechas.

o Si el grupo es Abeliano, entonces ambos tipos son el mismo.
Para grupos no Abelianos, no son iguales en general.
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Teorema

Sea G un grupo topolégico compacto. Entonces, toda medida de
Haar izquierda p satisface las siguientes propiedades.

o | es finita. Por tanto, existe una tnica medida de Haar
izquierda tal que u(G) = 1.

o es invariante por traslaciones derechas.

o 1 es invariante bajo la transformacion x — x~ L.
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» El grupo ortogonal O(n): A € M,x,(R) tal que ATA=1,.
» El grupo unitario U(n): A € M,x,(C) tal que A*A = I,.
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o Ejemplos de grupos topolégicos compactos.

» El toro n-dimensional T".

» El grupo ortogonal O(n): A € M,x,(R) tal que ATA=1,.

» El grupo unitario U(n): A € M,x,(C) tal que A*A = I,.

» Los grupos especial ortogonal SO(n) y especial unitario SU(n):
agregar la condicién det(A) = 1.
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o Ejemplos de grupos topolégicos compactos.

» El toro n-dimensional T".

» El grupo ortogonal O(n): A € M,x,(R) tal que ATA=1,.

» El grupo unitario U(n): A € M,x,(C) tal que A*A = I,.

» Los grupos especial ortogonal SO(n) y especial unitario SU(n):
agregar la condicién det(A) = 1.

Probar que el grupo SU(2) es homeomorfo a la esfera S3 C C2:
(z,w) € C? tal que |z|* + |w|? = 1.
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o En lo sucesivo, consideramos L(G) y L?(G) para una medida
de Haar p de probabilidad (izquierda y derecha).

o El grupo G acttia sobre L?(G) mediante dos posibles acciones

L:GxL*G)— [*G) R: G x [*(G) — L*(G)
(L)) = F(x"y) (R(F))(y) = f(yx).

Ambas son unitarias.



Anélisis arménico en grupos topolégicos
00®000

Anélisis arménico en grupos compactos

o En lo sucesivo, consideramos L(G) y L?(G) para una medida
de Haar p de probabilidad (izquierda y derecha).

o El grupo G acttia sobre L?(G) mediante dos posibles acciones
L:GxL*G)— [*G) R: G x [*(G) — L*(G)
(Lx(F)(y) = f(x"1y) (Re(F))(y) = f(yx).

Ambas son unitarias.

o La convolucién se define de manera analoga al caso de R”".
Dados f en L}(G) y g en L1(G) o g en L?(G) definimos la
convolucién f x g : G — C por

(f* g)(x /f gy 'x)du(y)
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o iCoémo se construye la transformada de Fourier para un grupo
compacto G?

o Debe generalizar al caso de T", por lo cual esperamos una
serie.
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o iCoémo se construye la transformada de Fourier para un grupo
compacto G?

o Debe generalizar al caso de T", por lo cual esperamos una
serie.
o El mecanismo es el siguiente

» En el grupo G encontrar una medida invariante: medida de
Haar.
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o iCoémo se construye la transformada de Fourier para un grupo
compacto G?

o Debe generalizar al caso de T", por lo cual esperamos una
serie.
o El mecanismo es el siguiente

» En el grupo G encontrar una medida invariante: medida de
Haar.

» Considerar el espacio L2(G): obtenido de la medida de Haar.



Anélisis arménico en grupos topolégicos

000e00

Anélisis arménico en grupos compactos

o iCoémo se construye la transformada de Fourier para un grupo
compacto G?

o Debe generalizar al caso de T", por lo cual esperamos una
serie.
o El mecanismo es el siguiente
» En el grupo G encontrar una medida invariante: medida de
Haar.
» Considerar el espacio L2(G): obtenido de la medida de Haar.
» Hallar las representaciones unitarias irreducibles de G: mas
dificil que en el caso Abeliano.
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Teorema

o Sea G un grupo compacto y H un espacio de Hilbert. Si
G x ‘H — H es una accion lineal unitaria continua
(representacion unitaria) irreducible, entonces H es de
dimensién finita. En particular, toda representacion unitaria
irreducible es dada por un homomorfismo de la forma
m: G — U(m).
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Teorema

o Sea G un grupo compacto y H un espacio de Hilbert. Si
G x H — H es una accién lineal unitaria continua
(representacion unitaria) irreducible, entonces H es de
dimensién finita. En particular, toda representacion unitaria
irreducible es dada por un homomorfismo de la forma
m: G — U(m).

o Si G es no Abeliano, entonces existe una representacion
unitaria irreducible = : G — U(m) con m > 2.
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Teorema

o Sea G un grupo compacto y H un espacio de Hilbert. Si
G x H — H es una accién lineal unitaria continua
(representacion unitaria) irreducible, entonces H es de
dimensién finita. En particular, toda representacion unitaria
irreducible es dada por un homomorfismo de la forma
m: G — U(m).

o Si G es no Abeliano, entonces existe una representacion
unitaria irreducible = : G — U(m) con m > 2.

o La familia {7} ;c, de representaciones unitarias irreducibles de
G es numerable.
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o Sea G un grupo compacto y {7;};c, su familia de
representaciones unitarias irreducibles. Para f € L?(G) una
posible definicién de la transformada de Fourier es

Flj) = /G fy)mi(y)* duly),

donde j € J.
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o Sea G un grupo compacto y {7;};c, su familia de
representaciones unitarias irreducibles. Para f € L?(G) una
posible definicién de la transformada de Fourier es

Flj) = /G fy)mi(y)* duly),

donde j € J.
o Esto requiere una integracién a valores matriciales.

o Alternativamente podemos usar los coeficientes matriciales de
los elementos de {7;};c;: Teorema de Peter-Weyl.
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o Sea G un grupo compacto y {7;};c, su familia de
representaciones unitarias irreducibles. Para f € L?(G) una
posible definicién de la transformada de Fourier es

Flj) = /G fy)mi(y)* duly),

donde j € J.
o Esto requiere una integracién a valores matriciales.

o Alternativamente podemos usar los coeficientes matriciales de
los elementos de {7;};c;: Teorema de Peter-Weyl.

Investigar sobre el Teorema de Peter-Weyl.
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