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compleja
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o Definimos los operadores de Wirtinger por
o 1,0 .0 g 1,0 .0
52t ay) 52l iy
o Una funcién f : U — C es holomorfa si y sélo si satisface las
ecuaciones de Cauchy-Riemann
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U)
fi(zo)' para todo j > 0.

o En este caso, tenemos aj = 0
J:
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o La férmula integral de Cauchy establece

- L () d¢

n 2mi |¢—zo0|=r C— z

para todo z € D(zy; r), donde zp € Uy 0 < r < d(zp, bU).
o Notacién: D(zg;r) ={z€ C: |z —z| < r}.
o Mas generalmente:

' J! f(¢)d¢
f(J)(Z) = i /C—Zor (¢ — z)it

para todo z € D(zp; r).

o Los valores de una funcién holomorfa en D(zp; r) C U estan
completamente determinados por sus valores en
bD(zp;r) ={z€ C:|z—2z| =r}.
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o La férmula integral de Cauchy permite concluir el siguiente
resultado.
> Sea (lj)j;of una sucesién de funciones holomorfas U — C.
Si ()j)f:of converge a f : U — C de manera uniforme en
subconjuntos compactos de U, entonces f es holomorfa.
Més adn, (f/); converge a f’ de manera uniforme en

subconjuntos compactos de U.

o La demostracién: escribir la férmula integral de Cauchy para
cada f;
1 f;(¢)d
o) =5 [ B9
20 Jie—zo)=r C— 2

y tomar el limite en j usando la convergencia uniforme en
subconjuntos compactos.
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» Sif: U — C es holomorfa y no es constante cero, entonces el
conjunto {z € U : f(z) = 0} es discreto en U.

En particular, los ceros de f son aislados.

» Sif: U — C es holomorfa y no es constante, entonces f es un
mapeo abierto. Si ademas f es inyectiva, entonces su inversa
es también holomorfa.

» Existen funciones con singularidades aisladas; e.g. considerar
1/f con f holomorfa.

» Para todo dominio U existe una funcién holomorfa f : U — C
tal que f no se puede extender localmente de manera
holomorfa a través de ningan punto de bU.

» Teorema del mapeo de Riemann: Si U es un dominio
simplemente conexo distinto de C, entonces existe una
biyeccién holomorfa ¢ : U — D, donde D = D(0; 1).
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o Consideramos ahora U C C" un dominio (abierto y conexo)

n-dimensional complejo.
o Una funcién f : U — C se dice holomorfa cuando

» f es continua,
» f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en cada variable

compleja of
oz ="
paratodoj=1,...,n.
o Los operadores de Wirtinger son ahora:

15) 0 ) 0 0 .0
7% =3 o) 55 =2l o)

conj=1,...,n
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o Si f: U — C es holomorfa, entonces podemos aplicar
sucesivamente la férmula integral de Cauchy para obtener

f(Z):l/ f(C1;227-~-7Zn)dCI
2mi |C1—a1]l=n Cl — 271

_ 1 / f(Cl,Cz,Zg,.. . 7Zn) dCl dC2
(27Ti)2 |G1—a1|=n (Cl — 21)(C2 — 22)

[C2—az|=r2

1/ F(CtyeerrCa)dCr- .- dCy
(27ri)n Kjl_a'jl:nrj (Cl — Zl) e (Cn _ Zn) .

Esto se cumple cuando z € D(ay; 1) x -+ x D(ap; rp) C U.
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donde a € C", r = (r,...,r) € (0, +00).

» Frontera distinguida del polidisco:
boP(a;r)={ze€C":|z;—aj|=r;, j=1,...n}.

» Monomios: z* =z - ...z, donde z€ C" y
a=(ag,...,a,) €N,
» Factoriales: a! = a1!- ...  «a,!, donde o € N,
» Integracién sobre producto de curvas: d¢ =d(y - ... d(,.
0t o%r

. . e
» Derivadas parciales de orden superior: D¢ = e
1 n
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o La férmula integral de Cauchy es

R _fQd
flz) = (2win /bop(a;r) (¢ — z)LD)

o Mas generalmente, tenemos

agiy_ o f(¢)d¢
Df(z) = (27i)" /bop(a;r) (¢ — z)a+1'

o En particular, toda funcién holomorfa f : U — C es clase C*.
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o Si f:U— C es holomorfay P(a;r) C U, entonces f admite
una expansién en serie de potencias

f(z2) =) clz—a)",

aeN?

que converge de manera uniforme en subconjuntos compactos
de P(a; r).

o En este caso, tenemos
D“f(a)

Ca |
(%}

para todo o € N".
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» Sif: U — C es holomorfa y no constante cero, entonces el
conjunto es {z € U : f(z) = 0} es localmente de dimension
n—1 (con ramificaciones).

En particular, f no posee ceros aislados.

» Sizge Uy f:U\{z} — C es holomorfa, entonces z; es una
singularidad removible: f admite una extensién holomorfa a U.

» Los polos de funciones holomorfas en una variable complejas se
generalizan a conjuntos analiticos de dimensién n — 1.

» Existen dominios (conexos) U C V C C” tal que toda funcién
holomorfa en U admite una extensién holomorfa a V.

» No existe un Teorema del Mapeo de Riemann.

Denotemos B, = {z € C" : |z| < 1}. No existen mapeos
holomorfos biyectivos F : B, — P(0;1) = D".
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