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funcional lineal f — f(xp) tiene sentido y satisface las
siguientes propiedades.

> Si (f;); C Cp(U) es una sucesion que converge a f (puntual o
uniformemente), entonces (fj(xgp)); converge a f(xg); es decir,
el funcional lineal es continuo para estos tipos de convergencia.

» Las topologias asociadas a convergencia puntual y uniforme no
definen espacios de Hilbert.

» Si (f;); C Cy(U) converge a f € Cp(U) en la norma L2, no
necesariamente (fj(xg)); converge a f(xo).

o Conclusién: el funcional lineal f — f(xg) no es acotado en la
topologia de Hilbert en L?(U) ni tampoco al restringir a
funciones continuas.
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210 Ji¢—zo=r C— 20

f(z0) =

o Se integra sobre la curva 6 — zg + re’® (6 € [0, 27]).
Esto nos permite estimar para todo 0 <r<n

1 (2 |f(z0 + re®)ire’| d6 1 [ 0
_ = — f "y do
/O 5 o /0 F(z0-+re™®)|

o Al muItipIicar por r e integrar sobre (0, rp) tenemos

2w
If( 2 < 27T/ / f(zo + re’®)|rdrdf

1

dm f (z0ir
= ar o IAOIMQ) = 5o
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o Si f: U — C es holomorfa'y D(zy; rp) C U, entonces

Hf‘D(zo;ro)Hl

f <
o) < 20

o La norma L! de f en discos alrededor de zy acota el valor de f
en zg, con una constante que no depende de f.

<

Cauchy-Schwarz permite acotar por la norma L2.
o Estimamos

[ 101 dmC) < ot o Xt
D(zo;r0)

= ﬁro”ﬂD(zmm)‘b'
o Concluimos ahora que

‘f(zo)’ < Hf‘D(ZOFI’O)H2

- ﬁro
Es decir, el funcional lineal f — f(z) muestra continuidad L2
en funciones holomorfas.
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o Hemos probado que para todo zy € D existe C,, > 0 tal que

‘f(20)| < CZon‘D(zo,ro)”2 < CZo||fH2a

para toda f € A%(D).
o En particular tenemos

» el funcional lineal zy — f(z) es continuo en A?(D) para la
topologia heredada de L2(D),

» si (f}); C A?(D) converge en la norma L2 a f, entonces la
convergencia a f es también puntual.

o Pregunta: jLa funcién limite f pertenece a A?(D)?
iEl subespacio .A?(D) es cerrado en L?(D)?



Espacios de Bergman
[e]e]e]e] Teleleleleleleo]e)

o Afirmacién: Si zg € D'y D(z; rp) C D, entonces

\ (o}

f(2)] < 112,

3fr0
para todo z € D(z;r0/2) y f € A?(D).



Espacios de Bergman
[e]e]e]e] Teleleleleleleo]e)

o Afirmacién: Si zg € D'y D(z; rp) C D, entonces

() 112,

8
<3 f
para todo z € D(z;r0/2) y f € A?(D).
o Concluimos: si (f;); converge a f € L?(D) en la norma L2,
entonces la convergencia es uniforme en una vecindad de cada
punto.



Espacios de Bergman
[e]e]e]e] Teleleleleleleo]e)

o Afirmacién: Si zg € D'y D(z; rp) C D, entonces

() 112,

8
<3 f
para todo z € D(z;r0/2) y f € A?(D).
o Concluimos: si (f;); converge a f € L?(D) en la norma L2,
entonces la convergencia es uniforme en una vecindad de cada
punto.

o El espacio de Bergman A?(D) es un subespacio cerrado de
L2(D). Por tanto, A2(D) es un espacio de Hilbert.
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» Como antes, tenemos
1
VT

f(2)] <

w| oo

1£1]2;

para toda f € A%(D)y z € D.



Espacios de Bergman
000000800000 00

o Mas generalmente: si D C C es un dominioy K C D es
compacto, entonces existe Cx > 0 tal que

sup |f(z)| < Ckl|f|2,
zeK

para toda f € A?(D).



Espacios de Bergman
000000800000 00

o Mas generalmente: si D C C es un dominioy K C D es
compacto, entonces existe Cx > 0 tal que

sup |f(z)| < Ckl|f|2,
zeK

para toda f € A?(D).

o En los espacios de Bergman asociados a D C C, convergencia
en la norma L? implica convergencia uniforme en conjuntos
compactos.



Espacios de Bergman
000000800000 00

o Mas generalmente: si D C C es un dominioy K C D es
compacto, entonces existe Cx > 0 tal que

sup |f(z)| < Ckl|f|2,
zeK

para toda f € A?(D).

o En los espacios de Bergman asociados a D C C, convergencia
en la norma L? implica convergencia uniforme en conjuntos
compactos.

o A?(D) es un subespacio cerrado de L?(D).



Espacios de Bergman
0000000 e000000

o Sea ahora D C C" un dominio.



Espacios de Bergman
0000000 e000000

o Sea ahora D C C" un dominio.
» Definimos el espacio de Bergman asociado a D como

A%(D) = {f € L*(D) : f es holomorfa }.



Espacios de Bergman
0000000 e000000

o Sea ahora D C C" un dominio.
» Definimos el espacio de Bergman asociado a D como

A%(D) = {f € L*(D) : f es holomorfa }.

» Sobre D, la férmula integral de Cauchy se satisface en
polidiscos.



Espacios de Bergman
0000000 e000000

o Sea ahora D C C" un dominio.
» Definimos el espacio de Bergman asociado a D como

A%(D) = {f € L*(D) : f es holomorfa }.
» Sobre D, la férmula integral de Cauchy se satisface en

polidiscos.

o Concluimos: para todo subconjunto compacto K C D existe
Ck > 0 tal que
sup |f(z)| < Ckl|f|2,
zeK

para toda f € A%(D).



Espacios de Bergman
0000000 e000000

o Sea ahora D C C" un dominio.
» Definimos el espacio de Bergman asociado a D como

A%(D) = {f € L*(D) : f es holomorfa }.

» Sobre D, la férmula integral de Cauchy se satisface en
polidiscos.
o Concluimos: para todo subconjunto compacto K C D existe
Ck > 0 tal que
sup |f(z)| < Ckl|f|2,
zeK

para toda f € A%(D).

o En los espacios de Bergman asociados a D C C”, convergencia
en la norma L? implica convergencia uniforme en conjuntos
compactos.



Espacios de Bergman
0000000 e000000

o Sea ahora D C C" un dominio.
» Definimos el espacio de Bergman asociado a D como

A%(D) = {f € L*(D) : f es holomorfa }.

» Sobre D, la férmula integral de Cauchy se satisface en
polidiscos.
o Concluimos: para todo subconjunto compacto K C D existe
Ck > 0 tal que
sup |f(z)| < Ckl|f|2,
zeK

para toda f € A%(D).

o En los espacios de Bergman asociados a D C C”, convergencia
en la norma L? implica convergencia uniforme en conjuntos
compactos.

o A?(D) es un subespacio cerrado de L?(D).



Espacios de Bergman
000000008000 00

o En lo sucesivo, D C C" es un dominio.



Espacios de Bergman
000000008000 00

o En lo sucesivo, D C C" es un dominio.
o Hemos probado



Espacios de Bergman
000000008000 00

o En lo sucesivo, D C C" es un dominio.
o Hemos probado
» si zy € D, el funcional lineal f +— f(z) es continuo en A?(D),



Espacios de Bergman
000000008000 00

o En lo sucesivo, D C C" es un dominio.
o Hemos probado

» si zp € D, el funcional lineal f — f(z) es continuo en A?(D),
» el espacio A?(D) es cerrado en L?(D).



Espacios de Bergman
000000008000 00

o En lo sucesivo, D C C" es un dominio.
o Hemos probado

» si zp € D, el funcional lineal f — f(z) es continuo en A?(D),
» el espacio A?(D) es cerrado en L?(D).

o De lo cual concluimos las siguientes propiedades.



Espacios de Bergman
000000008000 00

o En lo sucesivo, D C C" es un dominio.
o Hemos probado

» si zp € D, el funcional lineal f — f(z) es continuo en A?(D),
» el espacio A?(D) es cerrado en L?(D).

o De lo cual concluimos las siguientes propiedades.
» Para todo zy € D, existe k,, € A?(D) tal que

f(zo):/Df(w)kzo(W)dm(W),

para toda f € A%(D).



Espacios de Bergman
000000008000 00

o En lo sucesivo, D C C" es un dominio.
o Hemos probado

» si zp € D, el funcional lineal f — f(z) es continuo en A?(D),
» el espacio A?(D) es cerrado en L?(D).

o De lo cual concluimos las siguientes propiedades.
» Para todo zy € D, existe k,, € A?(D) tal que

f(zo):/Df(w)kzo(W)dm(W),
para toda f € A%(D).

» Existe una proyeccién ortogonal Pp : L2(D) — A?(D), la cual
es llamada la proyeccién de Bergman.



Espacios de Bergman
000000008000 00

o En lo sucesivo, D C C" es un dominio.
o Hemos probado

» si zp € D, el funcional lineal f — f(z) es continuo en A?(D),
» el espacio A?(D) es cerrado en L?(D).

o De lo cual concluimos las siguientes propiedades.
» Para todo zy € D, existe k,, € A?(D) tal que

f(zo):/Df(w)kzo(W)dm(W),

para toda f € A%(D).
» Existe una proyeccién ortogonal Pp : L2(D) — A?(D), la cual
es llamada la proyeccién de Bergman.

o Ambas propiedades se pueden unificar.
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o El nacleo de Bergman asociado a D es la funcién
Kp : D x D — C dada por

Kp(z,w) = ky(2).

o El nacleo de Bergman Kp satisface las siguientes propiedades.
» Kp es continua.
» Kp(z,w) = Kp(w, z), para todo z,w € D.
» (z,w) — Kp(z,w) es holomorfa en z y anti-holomorfa en w.

o Por tanto, para cualesquiera f € A%2(D)y z € D
f(z) = /D f(w)kz(w)dm(w) = /D f(w)Kp(w, z)dm(w)
= /D f(w)Kp(z, w)dm(w).

o Por lo anterior, decimos
» la expresion para f € A%(D) es una férmula reproductora,
» A2%(D) es un espacio de Hilbert con nicleo reproductor
(RKHS) con nicleo reproductor Kp.
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o Afirmacién: la proyeccién de Bergman Pp : L2(D) — A?(D)
es dada por

(Po(F))(2) = / F(w) Ko (2, w) dm(w),

para toda f € L?(D) y para todo z € D.
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o Afirmacién: la proyeccién de Bergman Pp : L2(D) — A?(D)
es dada por

(Po(F))(2) = / F(w) Ko (2, w) dm(w),

para toda f € L?(D) y para todo z € D.
o Demostracién:

» Si f € A%(D), entonces la afirmacién anterior es consecuencia
de Pp(f) =f.

» Si f € A?(D)* (complemento ortogonal), entonces
Pp(f) = 0. Por otro lado

/Df(W)KD(z,W)dm(W):/ f(w)k,(w)dm(w) = (f, k,) = 0.

D
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o Una férmula general para el nicleo de Bergman.
» Si (i) es una base unitaria para A?(D), entonces

Ko(z.w) = Y ¢(2i(w)

de manera uniforme en subconjuntos compactos de D x D.

o Esto permite calcular el nacleo de Bergman en algunos casos
especiales.
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o Consideramos la bola unidad B" = {z € C" : |z| < 1}.

o Es posible probar que la familia de funciones (e,)qene dada
por los monomios

e(z) =2 =z{" ... z",

es una base ortogonal.

o Ademas se cumple

leall3 =
ells = ———m—
ol = G ant

para todo o € N".
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o El ntcleo de Bergman de la bola unidad B” satisface

(n+|a)! ,— n! (n+|a)! ,—
Kanlzaw) = 3 2w =5 D A
a€eNn ' aeNn o

1 1
vol(B") (1 — z - w)"+1"
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Kan(zw) = Y LA o 25 LD o
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1 1
vol(B") (1 — z - w)"+1"

o La férmula reproductora se reduce a

B f(w)dm(w)
flz) = /B Vol(B) (1 —z - w)’

para toda f € A%(B") y para todo z € B".




Espacios de Bergman
0000000000000 e

o El ntcleo de Bergman de la bola unidad B” satisface

n+lal)! —  nl n+lal)!
Kan(zw) = Y LA o 25 LD o
aeNn ' a€eNn o

1 1
vol(B") (1 — z - w)"+1"

o La férmula reproductora se reduce a

B f(w)dm(w)
flz) = /B Vol(B) (1 —z - w)’

para toda f € A%(B") y para todo z € B".

o Por lo anterior, se suele renormalizar m en B” a la medida

dv(z) = vol(llB%”) dm(z).
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