Contents

1 Introduction. 7 1-1 Lagrangian Dynamics. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1-2 The Euler-Lagrange equation. . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1-3 The Energy function. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1-4 Hamiltonian Systems. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1-5 Examples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 Mañé’s critical value. 21 2-1 The action potential and the critical value. . . . . . . . . 21 2-2 Continuity of the critical value. . . . . . . . . . . . . . . . 25 2-3 Holonomic measures. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 2-4 Ergodic characterization of the critical value. . . . . . . . 41 2-5 The Aubry-Mather Theory. . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 2-5.a Homology of measures. . . . . . . . . . . . . . . . . 44 2-5.b The asymptotic cycle. . . . . . . . . . . . . . . . . 44 2-5.c The alpha and beta functions. . . . . . . . . . . . 47 2-6 Coverings. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3 Globally minimizing orbits. 51 3-1 Tonelli’s theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 3-2 A priori compactness. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 3-3 Energy of time-free minimizers. . . . . . . . . . . . . . . . 61 vi CONTENTS

3-4 The finite-time potential. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 3-5 Global Minimizers. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 3-6 Characterization of minimizing measures. . . . . . . . . . 68 3-7 The Peierls barrier. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 3-8 Graph Properties. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 3-9 Coboundary Property. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 3-10 Covering Properties. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 3-11 Recurrence Properties. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4 Dynamics on prescribed energy levels. 89 4-1 The Hamilton-Jacobi equation. . . . . . . . . . . . . . . . 89 4-2 Subsolutions of the Hamilton-Jacobi equation. . . . . . . . 91 4-3 Anosov energy levels. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 4-4 Weak KAM Solutions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

5 Generic Lagrangians. 109 5-1 Generic Lagrangians. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 5-2 Homoclinic Orbits. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

Appendix. 131 A Absolutely continuous functions. . . . . . . . . . . . . . . 131 B Convex functions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 C The Frenshel and Legendre Transforms. . . . . . . . . . . 134

Bibliography. 139

Index. 143