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2. INTRODUCCION

Las sucesiones espectrales son una herramienta para calcular homologfas de grupos tomando aproximaciones de
complejos dobles, llamadas paginas, que convergen a la homologfa estudiada cuando las paginas tienden al infinito.
Estas sucesiones son muy importantes en Algebra Homoldgica, en Geometrfa Algebraica y en Topologfa Algebraica.

Estas sucesiones fueron introducidas por primera vez en 1946 por el matemdatico Jean Leray como una herramienta
para calcular las cohomologfas de gavillas, Estas sucesiones tienen una relacién con la homologfa y cohomologia de
grupos, en aspectos algebraicos tales como funtores derivados y en aspectos geométricos tales como las fibraciones,
Aunque estas sucesiones han sido gradualmente reemplazadas como herramienta teérica por la Teorfa de Funtores
Derivados, sigue siendo de relevancia debido a los manejos computacionales practicos que tiene.

La sucesion espectral de Hochschild-Serre relaciona el grupo de cohomologfa de un subgrupo normal N y el grupo
cociente GG /N con la cohomologfa total del grupo G.

El enunciado mas importante es el siguiente:

Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G. Sea A un G-mdédulo. Entonces existe una sucesion espectral del
tipo cohomoldgico

H"(G/N,HY(N, A)) —» H"*9(G, A)
y existe una sucesion espectral del tipo homol6gico
H,(G/N,H,(N,A)) = H,,(G,A).

[l enunciado se cumple si G es un grupo profinito, N un subgrupo normal cerrado y H# denota la cohomologia
continua.

La sucesion espectral de Hochschild-Serre se generaliza en la sucesion espectral de Grothendieck de la composicion
de dos funtores derivados. En efecto H * (G, —) es el funtor derivado de (—)¢ y la composicién de los funtores (—)V
y (—)9/N es exactamente (—)°.

3. OBJETIVOS

El objetivo de nuestra investigacion fue comprender como podemos utilizar la cohomologia de grupos de Galois
como herramienta para realizar cdlculos de sucesiones espectrales de Hochschild-Serre. Para llegar a nuestro objetivo
se tenfa que entender primero algunas nociones previas sobre los siguientes puntos:

e Se estudiarfa la Teorfa de Grupos Finitos. Desedbamos entender la definicion de grupos profinitos y formas
equivalentes de su definicion, y también buscabamos obteuer algunas propiedades importantes de este tipo de grupos
topoldgicos utilizando su cohomologfa.

e Se buscaba definir la cohomologfa de un grupo profinito G' con coeficientes en un G-mdédulo y en el caso particular
de que G sea finito, buscdbamos completar esta cohomologia indexada sobre los naturales a una cohomologia
indexada sobre Z denominada la Cohomologia de Tate.

e Después definirfamos la cohomologia de Tate de grupos profinitos arbitrarios.
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e Introduciriamos el concepto de sucesién espectral y estudiariamos la sucesion espectral inducida por un complejo
de cocadenas filtrado.

e Después definiriamos lo que es una sucesion de Hochschild-Serre, y

e Finalmente se buscarfan relaciones entre la cohomologia de grupos con la sucesién espectral de Hochschild-Serre
para utilizar el primero como herramienta para resolver casos particulares del segundo.

4. METODOLOGIA

Durante nuestra investigacion se planed recolectar material bibliografico referente al tema de las sucesiones
espectrales de Hochschild-Serre, y en particular se planeé estudiar los libros 2] y [1], con apoyo de [3] y [4] para
algunos temas. El libro [1] contiene una introduccién a los conceptos de homologia y cohomologfa de grupos y [2]
contiene el trasfondo previo al tema de las sucesiones espectrales de Hochschild-Serre.

Durante la estancia de investigacion se estudiaria el capitulo 1 y las primeras 3 secciones del capitulo 2 de [2],
y se expondria un reporte detallado, en el presente documento, aclarando los principales resultados presentados en
él.

Cada viernes se plane6 exponer al investigador anfitrién los temas aprendidos a lo largo de la semana, y durante
el resto de la semana el investigador anfitrién asignarfa un tiempo para aclarar la dudas que surgieran durante la
investigacién. Si el tiempo lo permitia, se esperaba escoger una sucesién espectral de Hochschild-Serre particular y
se realizarian los célculos explicitos de dicha sucesién utilizando la cohomologia de grupos profinitos estudiados.

También, durante la estancia asisti a seminarios presentados por Investigadores del CIMAT y también asisti a la
Escuela de Verano del CIMAT-Mérida.

5. ESPACIOS PROFINITOS Y GRUPOS PROFINITOS.

Definicién 0.1. Un grupo topoldgico (llamado también grupo continuo) es una terna (G, 7,-) tal que:
e (G, ) es un espacio topoldgico.
e (G,-) es un grupo (no siempre abeliano.)
e La funcién G x G — G que aplica (z,y) = 2 - y es continua.
e La funcién G — G que aplica z — 7! es continua.

Las 1ltimas dos condiciones pueden ser sustituidas por la siguiente condicion equivalente:
e La funcién G x G — G que aplica (z,y) = -y~ ! es continua.

Definicién 0.2. Supongamos que tenemos un conjunto I, con un orden parcial sobre él. Decimos que I (con el

orden parcial) es directo si dados cualesquiera i,j € I, existe k € I tal que k < iy k < j.

Definicién 0.3. Sea C una categoria. Un sistema inverso de objetos en C es un conjunto directo I, junto con una

familia de objetos {G,}ics en C, y una familia de morfismos ¢;; : G, — G}, para todo i,j € I con i < j, tales que:
eViel, v, =Idg,.

e Si 1 < j <k entonces @k; © 9j;i = Qik

El limite inverso YmG es el subgrupo de [],c; Gi que consiste de los elementos (g;).cs tales que para todo ¢ < j
se tiene que ¢4;(g;) = -

Observe que existen homomorfismo naturales 9, : ymG; — G, para todo j € I, dados por ¥;(g:)ic; = g;. Los
homomorfismos ¥, y ¢;; satisfacen ¢;;1; = 9;, V1,7 € 1. El limite limG, satisface la siguiente propiedad universal:
Si W es un objeto en C junto con morfimos 1,/); W = Gy, V) €I, tales que ¢, = 1,/;3, Vi,j € I, entonces existe
un tnico morfismo f: W — @G, tal que el siguiente diagrama conmuta Vi < j:

Lema 1. Si T es un espacio topoldgico Hausdorff, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) T es el limite inverso (topolégico) de espacios discretos finitos.

ii) T" es compacto y cada punto de T tiene una base de vecindades que consiste de subconjuntos abiertos y
cerrados.

iii) 7" es compacto y totalmente disconexo.
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Demostracion. (1)=>(ii) Supongamos que 7" - l(im.\', donde los X, son espacios finitos discretos, y Vi < j morfismos
Yot X, o Xy Y, o T - X tales que

(1) i ov(ak)ker = Yilxk)ker

donde v, (wp)ker = aj, es decir (1) se puede reescribir como

(2) wiy(a;) =i,V < j.

Note que l(_(_l__n.\', = {(xr)rerlei () = 2,,Vi < j} C [T X, Por el teorema de Tychonoff [ X; es compacto pues cada

X, es finito. Considere los conjuntos C,; = {(wx)ker|(pi,¥; — i) (@r)ker = 0}. Ya que el conjunto {0} es cerrado la
aplicacion (@, ¥, = ¥,) es continua entonces cada 'y es cerrado. Luego ya que

k{;gX. = n (O
g€l

entonces p’_n_l.\’. es cerrado y por lo tanto ya que [] X, es compacto obtenemos finalmente que l(fl_nX, es compacto.
Escojamos un @ € I arbitrario. Observe que tenemos el siguiente diagrama conmutativo

(3) X, [[ X,
v, 1"'
Xi

Tl (xr)ker = m@k)ker = 0 = YTk ke
Donde X, tiene la topologia discreta, [T X, tiene la topologia producto y l{llLlX, tiene la topologia inducida en [T X,.
Entonces una base de [] X, es {m; '(U)|i € I,U es abierto}.

Por definiciéon una base para la topologfa de Li_n_lXi es {rr,’l(U) ﬂl,fl_nX,li € I,U es abierto} y ya que (3) conmuta
VoMUY = 77 (U)NmX,, Vi € Ty U es abierto. Por lo tanto una base para imX; es {7 (U)|i € I,U es abierto}.
Ya que cada X, es discreto, cada subconjunto de X; es abierto y cerrado, por lo que los v Y(U) forman una base
de vecindades consistiendo de abiertos y cerrados en mX;.

(ii)—(iii) Sea t € T y C; la componente conexa de t. Ya que T' es compacto, C; es la interseccién de todos los
subconjuntos de T que son a la vez cerrados y abiertos. Supongamos que C, # {t}, entonces existe z € C; con
r # t. Ya que T es Hausdorft existen abiertos disjuntos A y B tales que t € A y = € B, por hipdtesis existe una
base de vecindades de t, formado por subconjuntos abiertos y cerrados de T', por lo que existe un abierto y cerrado
E tal quet € EC A, y entonces E # 0,y 2 € C; € E C A, una contradiccion. Por lo tanto C;, = {t}.

(iii)—(i) Sea I el conjunto de relaciones de equivalencia R C T x T sobre T', tal que el espacio cociente T/R es
finito y discreto en la topologia cociente. El conjunto I es parcialmente ordenado por inclusién y es directo, porque
el conjunto Ry N Ry esta en I si Ry y Ry lo estan. Afirmamos que la aplicacién inducida f : T — l'(inT/R es un
homeomorfismo.

Primero notemos que la aplicacién f es suprayectiva. Note que para un elemento {tr}res € yl_llT/R los conjuntos

(g o f)~Y(tr) son no vacios y compactos, puesto que T' es compacto. Dado que I es directo entonces los conjuntos
(vr o f)~Ytr) estan anidados, y por lo tanto ya que la interseccién de conjuntos no vacfos y compactos en un
espacio compacto es no vacio entonces f~'({tr}rer) = Ngres(¥r o f)~ (tr) es no vacio.

Para la inyectividad es suficiente probar que para todo t,s € T con t # s, existe un R € I tal que (t,s) € R.
Pero ya que s no es una componente conexa de t, existe un conjunto cerrado y abierto U C T cont e Uy s ¢ U.
Entonces la relacion de equivalencia definida por ”(z,y) € R si x y y estdn ambos en U y ambos no estan en U”,
tiene solo dos clases de equivalencia, y es tal que (t,s) ¢ R. Por lo tanto f es una biyeccidn continua entre espacios
compactos y por lo tanto es un homeomorfismo. O

Definicién 0.4. Un espacio 7" se denomina espacio profinito si satisface alguna de las condiciones equivalentes
del lema 1.

Proposicién 0.1. Un subconjunto V' C ]tl_ll_l\, de un espacio profinito es ambos cerrado y abierto si y solo si V' es
la preimagen bajo la proyeccion candnica p; : X — X; de un (necesariamente cerrado y abierto) subconjunto en X,

para algin 7.

Toda aplicacion continua entre espacios profinitos puede realizarse como un limite proyectivo de aplicaciones
entre espacios finitos discretos.
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Proposicién 0.2. Si G es un grupo topolégico Hausdorff, entonces la siguientes afirmaciones son equivalentes.
(i) G es el limite inverso (topolégico) de grupos finitos discretos.

(il) G es compacto y el elemento identidad tiene una base de vecindades que consiste de subconjuntos abiertos y
cerrados.

(ii1) G es compacto y totalmente disconexo.

Definiciéon 0.5. Un grupo topolégico Hausdorft G que satisface alguna de las condiciones equivalentes en la
proposicién 2 se denomina Grupo profinito.

Las aplicaciones entre grupos profinitos se supondran continuas y los subgrupos de grupos profinitos se supondran
cerrados a menos que se mencione lo contrario.

Proposicién 0.3. Si G es un grupo topoldgico entonces

(i) Los subgrupos abiertos de G son cerrados.

(i1) Los subgrupos cerrados de G son abiertos si y solo si tienen indice finito.
Demostracion. a
Todos los objetos y enunciados de la teorfa de grupos finitos tienen su analogo topolégico en la teoria de grupos

profinitos. Por ejemplo, los analogos profinitos de los teoremas de Sylow son ciertos. Ahora tenemos la siguiente
definicién.

Definicién 0.6. Un nimero supernatural es un producto formal
IIr,
r

donde los p recorren todos los niimeros primos y, para cada p, el exponente n, es un entero no negativo o el simbolo
0.

Los niimeros supernaturales se operan de la forma obvia.

Definicién 0.7. Sea G un grupo profinito y sea A un grupo de torsiéon abeliano.
(1) El indice de un grupo H en G es un nimero supernatural

(G:H)=lem(G/U: H/HNU),
donde U recorre todos los subgrupos normales abiertos de G.
(ii) El orden de G se define por

1G = (G : 1) = L.emi(G/U),
donde U recorre sobre todos los subgrupos normales abiertos de G.
(iii) El orden de A se define por

A = l.e.m.4B,
donde B recorre sobre los subgrupos finitos de A.

Dados subgrupos cerrados N € H C G, tenemos que
(G:N)=(G:H)H:N)
Proposicién 0.4. El orden §A de un grupo de torsién A es el orden del grupo profinito Hom(A,Q/Z).

Definicién 0.8. Sea G un grupo profinito. Un G-médulo abstracto M es un grupo abeliano M junto con una
accién

G x M — M, (g,m) — g(m)
tal que 1(m) = m, (gh)(m) = g(h(m)) y g(m + n) = g(m) + g(n) para todo g,h € G, m,n e M.

Un G-médulo topolégico M es un grupo topolégico Hausdorff abeliano M equipado con una estructura de
G-médulo tal que la accién G x M — M es continua.

Para un subgrupo cerrado H C G denotamos el subgrupo de elementos H-invariantes en M por M i.e
M" = {n e M|h(m)=mVYh e H}

Proposicién 0.5. Sea G un grupo profinito y sea M un G-médulo abstracto. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes.

(i) M es un G-mdédulo discreto, i.e. la accion G x M — M es continna para la topologia discreta sobre M.
(ii) Para cada m € M el subgrupo G, := {g € G|g(m) = m} es abierto.
(iii) M = UMY, donde U recorre todos los subgrupos abiertos de G.
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Demostracion. Si restringimos G x M — M a G x {m}. entonces m € M tiene pre-imagen G,, x {m}. Esto prueba
(i)—(ii). La afirmacién (ii)—(iii) es trivial ya que m € M%~. Finalmente, supongamos que (iii) es cierta. Sea
(9.m) € G x M. Existe un subgrupo abierto U tal que m € MY, Por lo tanto gU x {m} es una vecindad abierta

de (g.m) € G x M el cual es enviada a g(m). Esto prueba (i). O

Si (A,)ies es una familia de G-médulos discretos, entonces su suma directa €p,.; A;, equipado con la G-accién
componente a componente g((a;),er) = (g(a,)),c7, es de nuevo un G-médulo discreto, pero esto no es necesariamente
cierto para el producto. El producto tensorial

A2B=A®z B

de dos médulos discretos equipado con la accion diagonal g(a @ b) = g(a) @ g(b) es un médulo discreto. El conjunto
Hom(A, B) = Homz(A. B) se convierte en un G-médulo abstracto haciendo g(¢)(a) = g(¢(g7(a))). Su grupo de
invariantes
Homg(A, B) = Hom(A, B)¢

es el conjunto de G-homomorfismos de A a B. Si A = AY para algin subconjunto abierto U C G, entonces
Hom(A, B) es un G-médulo discreto.

Los grupos Z,Q,Z/nZ, F, siempre se consideraran como G-médulos triviales discretos, es decir G-médulos con
la accién trivial de G: g(a) = a, Vg € G.

6. DEFINICION DE LA COHOMOLOGIA DE GRUPOS.
La cohomologia de un grupo profinito G surge del diagrama

. FG6xGxG3FGxG3G,

donde las flechas son las proyecciones
d,:G"*' 5 G",i=0,1,...,n,
dados por
di(0gy...,0n) =(00,---,81y---,0n),

donde 7, indica que tenemos que omitir o, de la (n + 1)-tupla (0g....,0,). G actiia sobre G™ con la multiplicacién
por la izquierda.

ahora supondremos que todos los G-mddulos de esta seccién son discretos. Para cada G-médulo A podemos
formar el grupo abeliano

X" = Xn(G. A) - AI(IP(G'H'I,A)

de todas las aplicaciones continuas r : G"*! — A, i.e. de todas las funciones continuas (o, . ..,0,) con valores en
A. X™ es un G-médulo de forma natural por

(ox)(00,...,0,) = ax(c ™ 0y,...,07  on).

Las aplicaciones d, : G**' — G™ inducen G-homomorfismos d? : X"~! — X™ y podemos formar la suma alternada

9= (-1)d;: X" — X",
1=0

Usualmente escribiremos d en lugar de 9". Entonces para r € X"~ !, 9z es la funcién
(4) (aI)(UU """ an) :Z(‘_l)'z(o’()"'"ais---|on)'

Aiin maés, tenemos el G-homomorfismo 3° : A — X, el cual asocia a a € A la funcién constante z(dg) = a-
Proposicién 0.6. La sucesion

Un Xo al Xl—sz——P...

es exacta.

Dermostracion.
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. se llama resolucién de A y una familia

., , . . 2y .
Una sucesion exacta de G-médulos 0 = A = X0 = X! = X% = ) 1an
*) se llama Homotopia contrdctil de

(D™),>—1 como en la prueba de la proposicién anterior con la propiedad (
la resolucién. La resolucién anterior se denomina resolucion estandar.
Ahora aplicamos el funtor "médulo fijo”. Hacemos para n > 0

C"(G,A) — X"(G,A)G
C™(G, A) consiste de todas las funciones continuas z : G"*1 — A tales que

z(000,...,00,) = ox(00, ., 0n)

para todo ¢ € G. Estas funciones son llamadas n-cocadenas (homogéneas) de G con coeficientes en A. De la

resolucién estdandar obtenemos la sucesién
1 2 a2
(G, A) =2~ CV(G, A) X C*(G, A) —= C*(G, A) —> -+,
el cual en general no es exacto. Pero todavia es un complejo, es decir 89 = 0, y es llamada cocadena compleja homogenea
de G con coeficientes en A.
Ahora hacemos

! n+1
Z"(G, A) = ker( C"(G, A) L= C"1(G, A) ),

B"(G, A) = im( C"}(G, A) Z— C"(G, A))

y B%(G, A) = 0. Los elementos de Z"(G, A) y B"(G, A) son llamados los n-cociclos y n-cofronteras (homogéne
respectivamente. Como 99 = 0, tenemos B"(G, A) C Z"(G, A).

as)

Definicién 0.9. Para n > 0 el grupo factor
H"(G,A) =Z"(G,A)/B"(G, A)
se conoce como la cohomologia n-dimensional del grupo G con coeficientes en A.
Es conveniente modificar la definicién de cohomologia de grupos reduciendo el nimero de variables de las co-

cadenas homogéneas z(co, .. .,0,) por uno. Sean €°(G, A) = Ay €"(G, A), n > 1, el grupo abeliano de todas las
funciones continuas y : G* — A. Entonces tenemos el isomorfismo

C%G, A) = ¢°(G, A), z(0) — z(1),
y para n > 1 el isomorfismo
C"(G,A) » (G, A),
(00, .-, 0n) = Y(a1,...,00) = 2(1,01,0102,...,01 - Tn),
cuya inversa esta dado por
Y(o1y. .. 0n) P (00, ..., 0n) = ooy(oy oy, oy oo, .. Lot on).
Con estos isomorfismos los operadores frontera 8"*! : C"(G, A) — C"*1(G, A) se transforman en los homomorfis-

nmos
ot e™(G, A) - €TY(GL A)

dados por

(8'a)(0) = 0a —aVa € A=C"(G,A),

(8%y)(0,7) = oy(r) — y(oT) +y(o) Vy € € (G, A)

(6n+ly)(0.h e san+l) = 0'11/(02, (RN »0n+l) + Z:lzl("l)zy(dl. ey i1, 00 41,0142y -+ - ,0'"+1) -+
(-1)"*y(oy,...,0n) Yy € €(G, A).

Entonces haciendo

3G, A) = ker( €(G, A) 2 € H1(G, A) ),
B(G, A) = im( €"Y(G, A) L~ ¢"(G, A))

el isomorfismo C™(G,A) —— €"(G, A)
H"(G,A) = 3"(G,A)/B" (G, A).

Las funciones en €*(G, A), 3"(G, A), B"(G, A) son llamadas n-cocadenas, n-cociclos y n-cofronteras inho-
mogéneas. Los operadores cofrontera inhomogéneos 9" *! son mas complicados que los homogéneos, pero tienen la
ventaja de que solo manejamos n variables en lugar de n + 1.

Para n = 0,1 los grupos H"(G, A) tienen las siguientes interpretaciones:
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El grupo H'(G, A): Tenemos el isomorfismo C°(G, A) = A, z +— x(1), con el que identificamos C°(G, A) con
A. Entonces, para a € A, (9'a)(09,0,) = 0,a — ga, 6 (01a) = oa — a en el caso inhomogéneo, asf que

HY(G, A) = A©
El grupo H!(G, A): Los 1-ciclos inhomogéneos son las funciones continuas = : G — A tales que
x(o1) = x(0) + ox(7) Vo, 7 € G.
Estos son llamados también homomorfismo cruzados. Las 1-fronteras inhomogéneas son las funciones
z(o) =0ca—a

para un a € A fijo. Si hacemos Der(G, A) el conjunto de todas los homomorfismos cruzados y PDer(G,A) el
subgrupo de Der(G, A) formado por todos los homomorfismo tales que z(0) = o0a — a para un a € A fijo, entonces
tenemos que

H" (G, A) = Der(G, A)/PDer(G, A).

Sea G un grupo profinito y A un G-médulo. Supongamos que U, V recorren todos los subgrupos normales de G. Si
V' C U, entonces las proyecciones

2

Grtl = (G/V)Mt = (G/U)mH
(@) +—— (@) — (@)

inducen homomorfismos

)V - 1{.
crGuavy XL engivavy I on(G, A)
x B TopY

y L yomy

Estos homomorfismos conmutan con 9**! pues para (p,‘j)‘

0" 0 (pl) @)(@5, - F) = 0" (w0 my) (@5, Tagn) = Tidy (~1)'w o (o)), . T T =
S (1) 2(3D, ., TaT) = O (@)@ - TaFT) = O L@) (Y (35, - - - TuT)) = O (@)oY (T, - - TATT) =
(PU) (O™ Y(2))(@0s - - - Tng1) = (p)* 00" (2)(3D, - - . ,Tng1)s V(30 ... Tns1) € (G/U)"2 Yz € C™(G/U, AY).

y a andlogamente para 7},. Por lo tanto (p{;)* y 7}, inducen homomorfismos

HYGU,AYY L mnevoaYy e HRNG, A)
z — (py)*(x)

7] et 7y (y)

Entonces para n fijo, las familias C™*(G/U, AY) y H"(G/U, AY) forman sistemas directos. Por lo tanto existen los
limites directos correspondientes. Recordemos que

lim H™(G/U, AY) = @@ HY(G/U, AY) [{(av)liv(zv) —iv o (pf)) " (zv) YW.U € 16, VUG, V C U)
- U

donde 7¢ es la topologia del grupo profinito G, y

iy : HYG/U,AV) —— 3, H“(G/U,AY)

T — (5U‘v(.’l:))
¥
Suv : HY(G/U,AY) ——  H"(G/V,AY)
- zSivV=U
* — 0SiV#U

Por definicién limH™(G /U, AY) viene con los homomorfismos
U—

iy, s H'(G/U,AY)  —— gx_qH"(G/U.AU)

T P iy ()
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los cuales hacen conmutar los diagramas para todo V C U

h’mH"(G/U AY)

/\

H™(G/U, AY)

- "(G/V, AY)
(PL')

y satisface la propiedad de limite directo categérico. Por otra parte los morfismos 7, hacen conmutar el siguiente
diagrama
H™(G, A)

/\

H™(G/U,AY) "(G/V,AY)

)"

pues

- - n s oqU
w3 (p0)" (®) = 73 ((P))" (@) = 7/ (z 0 pf) = 7y (0 pY)) = T 0 pf o 7y = TOTG = my(2) = mu(T), VT € H(G/U.AT)
por lo tanto existe un morfismo Yn > 0

wp

limH"™(G/U, AYY ——  H™(G,A)
() — 2 y(T0)
Analogamente existe un homomorfismo Yn > 0
wn i mC™(G/U, AYY  —= (G, A)
(zv) — Y ap(av)
En resumen tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

C"(G, A)

)

C"(G/U,AY) Cc"(G/V,AY)

(0"

H™(G, A)

]

limH™(G/U, AY)

Hn(G/U, AU) H"(G/V, Av)

(p0)"
Veamos que el homomorfismo w,, es un isomorfismo.

Proposicién 0.7. Los morfismos w, y w;, son isomorfismos.

Demostracion. Probemos primero la inyectividad de wy,. Sea (zy) € P;mC"(G /U, AY) tal que wn((xv)) =0, entonces
—

PIEACHE

Uel
Donde I es finito. Sea W = [,;c; U, entonces W es abierto y normal. Luego tenemos que

v (Z(px)'(xu)) =Y myvo(py) (@)= m(av) =0

vel Uel vel
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pero 7y, es inyectivo por lo que

> () (zv) =0

vel

> ip(ay) = > iw(el) (av) "7'W<Z(/)U -'L'U)) 0

uel velr Uel

) =Y iglay) =0

Uel

de manera que

por lo tanto

y asi w, es inyectivo.

Nota: nj; : C*(G/U, AY) — C™(G, A) es inyectivo pues si = € C™"(G/U,AY), es tal que 7};(z) = 0, entonces
rzomy =0,y yaque my es epi T = 0.

Ahora veamos que wy, es suprayectivo. En esta parte se utiliza que G sea profinito. Sea z : G"*! — A una
n-cocadena de G. Sea V = 7! (z(1)"*!), entonces (1)**! € V, y V es abierto, pues A es discreto. Supongamos que
V =Vyx,---,xV, donde V; es abierto en G, Vi =0,...,n. Sea U = Ni, Vi, entonces U es abierto, y 1 € U pues
1 €V, Vi=0,...,n. Yaque G es profinito existe U’”’1 aGm+ Ut C V| y para toda clase lateral aUJ*!, a € G,
se tiene que

z(ab) = z(a)x(b) = z(a)(1)**! = z(a)
pues b € V. Por lo tanto z es constante sobre las clases laterales de U; "1 en Gntl, Ademds = toma valores en AY9,
pues Yo € Uy tenemos que

z(00,...,00) = x(0,...,0)x(00,...,sigmay) = z((0,...,0)(00,...,01)) = z(000,...,00,) = 0z(00,...,0n).

Por lo tanto tenemos un homomorfismo bien definido
zv,: (G/U™ —> A
() — (7))

pero entonces x = zomy, = n(; () = wn((dv,v(z))). Por lo tanto wy, es suprayectivo y por lo tanto un isomorfismo.
Finalmente ya que el funtor lim_, es exacto, obtenemos los isomorfismos

limH™(G/U, AY) = H" (B’IEC'(G'/U, AU)) ~ H"(C*(G, A)) = H"(G, A).
O

Ahora introduciremos la cohomologia de Tate. Por ahora solo trataremos grupos finitos y maés tarde extende-
remos la teorfa a grupos profinitos. En lo que resta de la seccién G denotard un grupo finito.
Consideremos el grupo residuo norma
HO(G, A) = A°/NgA,
donde NgA es la imagen de la aplicacién norma
Neg: A —— A

Definamos los grupos

A% /NgA paran =0,
H™(G,A) paran>1
los cuales se llamardan grupos de cohomologia modificados. Sea

C"(G,A) = X(G,A)% vn>0

H™(G,A) = {

' C~YG, A) = C°(G, A)

considere la aplicacién

:C NG, A) — C%G, A)
x —> y(oo) = Y_ z(0)
geG

Esta aplicacién es un homomorfismo de G- médulos pues

o 3z + y)(00) = Z(I +y)(o) = Z ) + Z y(o) = 8°(z)(00) + 3°(y)(00), Y,y € C~YG, A),Yo, € G.

oelG oelCG ceCG
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« (7 a)(00) = p_ 7 al0) = Y ra(rlo) = S (rrhalo) = Y @(0) = 8(z)(00) = (rr=!) - 8°(x)(00) =
prere] 0€CG 0€G o€l
r0°(x)(r~ o) = 7 - 8°(2)(00), Ya € C71(G, A), VT € G.
y 0" 09! = 0, pues
30 0 91 (x)(00,01) = (9 () (00, 01)) = °(x(01 — x(00))) = 8 (z)(01) - 8(x)(00) = Y_ x(0) =0.

oeCG
por lo tanto tenemos el siguiente complejo

E*(G.A): C-1(G, A) L= C(G, A) 901G, A) .
Entonces tenemos que
(G, A) = H"(C*(G, A)), Yn 2 0.
Definamos el médulo cofijo Ag como
Ag = A/IGA,
donde
IcA = (0a—ala € A,0 €G).
Ag es el cociente mas grande de A donde G actia trivialmente. Sea
Ho(G,A) = Ag.
Si G es un grupo finito, entonces Ig A esté contenido en el grupo
NoA = {a € AlNga = 0} = ker(Na),
entonces definamos
Hy(G, A) =ng A/IcA.
La norma Ng : A — A induce una aplicacién

Ng: Ho(G,A) —— HY(G, A)
a — D .scq 00

Esta aplicacién estd bien definida y es un homomorfismo de grupos pues
eSia@=0, entoncesa—be IgA, ie.a—b= Y orerTar —ar, donde I es finito. Entonces

Ng(@) — Ne(B) = Ng(@a=0) = Y 0e;0(Xrins Tar — ar) = Yrer(Eperoar = Xoep0ar) = 0 Por lo tanto
Ng(@) = Ng(b). _

e Ng(@+b)=Ngla+b)=3Y,cqola+b) =3 ,cqoa+ S ocq 0b = Ng(@) + Ng(b) pues A es un G-médulo.

También tenemos las aplicaciones inclusién y proyeccion

i1 Ho(G, A) = Ho(G, A)

7 HY(G, A) = Ho(G, A)
Proposicién 0.8. La sucesién siguiente es exacta:

E:0 —— Ho(GA ——> HGA) — HAG A —T> H(GA) —0

Demostracion. E es claramente exacta ﬁo(G, Ay FIO(G,A). SiT € I?o(G, A), entonces z € ker Ng y por lo tanto
Ngoi(z) = Ng(z) =0
y si x € Hop(G, A) entonces

noNG(ﬁ)zﬁ(Zaa)= Zaazo

oceG oG
pues Y .o 0a € NGA.
Ahora sea T € ker Ng, entonces Ng(T) = Y, .02 = Ng(x) = 0, por loque z € NgA,y asiT € ﬁO(G. A) =
NgA/IgA satisface que i(T) = T, es decir E es exacto en Hy(G, A). Finalmente si € ﬁO(G, A) = A%, entonces

m(z) = T = 0, es decir, z € Ng(A) y por lo tanto existe a € A tal que Ng(a) = x, entonces @ € Ag satisface
Ne(@) = Ng(a) = z, y asi E es exacta en H(G, A). O
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El grupo Ho(G, A) es a menudo denotado por I?“‘(G, A).

Sea G un grupo finito. Podemos definir grupos de cohomologia H"(G, A) para dimensiones arbitrarias n € Z
como sigue:
Para n > 0, sea Z[G™*!] el grupo abeliano formado por todas las combinaciones Z-lineales formales

Z a(oo,‘...o’,.)(UOa ceey Uﬂ)v

a0, ..., on € G, con la estructura de G-médulo obvia. Consideremos la resolucién estdndar completa de Z
(Homoldgica), i.e. la sucesién de G-médulos X, = X,(G,Z)

Ao 91

E:o —> X, s x, 2. x, 2. x, XL x, —
donde
Xn = X_1-n = Z[G™*1], Vn >0,
y los homomorfismos borde estin dados para n > 0 por

n

6,,(0'0, cee .0',,) = Z(—l)'(ao, ey 01,0141y - v - ,Un)

1=0

n
0-n(00,--,0n=1) = D D (=1)(00, -, 0i=1, 7,04, Tn-1),

T€G i=0
mientras que
do : Xo — X_,
d(00) =X e T

La resolucién estdndar completa de A (cohomolégica) se define como la sucesién de G-médulos X® = X°*(G, A) =
Hom(X,, A)
X*® = Hom(E,A): - —> X~2 oL o xr 2 x0o 2, xv 2 x2
Entonces

X177 = X" = Map(G™*!, A), Vn > 0.

(8°z)(00) = Y _ x(7)

T€G

n
(3":1:)(00,.. .,O’n) = Z(——l)il‘(o’o,. o3 0i—1,0441y .- ,0’-,,), Vn >0
1=0

(0 "x)(o,...,0n-1) = Z Z(—l)‘m(oo, ey Oie 1y Ty Ciyee ey On_1), Y >0
T€G i=0

Esta sucesion es exacta, y definimos la n-ésimo grupo de cohomologia de Tate ﬁ"(G, A) como el grupo de
cohomologia de la restricciéon E al complejo
GG A= —= 2 2L 1 L e 2, o0 &2
donde C™ = (X")G, Vn € Z, es decir
C*(G, 4) = (X™))nez-
en el lugar n:
H"(G, A) = H"(C*(G. 4)).

Claramente, para n > 0 obtenemos la cohomologia de grupos previamente definida, y H 4G, A) = Ne A/IGA.
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7. LA SUCESION DE COHOMOLOGIA EXACTA

Sea G un grupo profinito. Sea
ftA—> B

un homomorfismo de G-médulos tal que
floa) =ocf(a), Vae A, 0 € G

Entonces tenemos el homomorfismo inducido
f:C(G,A) —— C"(G,B)
T —_ fou,
y el diagrama conmutativo
s CM(G, A) 2 (G A) —
| |
i — C"(G, B) 25 (G, B) — - -
En otras palabras f : 4 — B induce un homomorfismo
f:C*(G,A) - C*(G,B)
de complejos. Tomando los grupos de homologfa de estos complejos obtenemos los homomorfismos

f+HY(G,A) —— H™(G,B)
T — foux

Si0>A—-B—>5C—0de G-médulos, entonces tenemos una sucesién exacta de

0 —> AG BG CO —% HYG,A) — ...

- —= H"(G,A) — H"(G, B) — H"(G,C) —2= H"*(G, A) —— ...

dondead : H"(G,C) — Hn+1 (G, A) se le conoce como el homomorfismo conector, 6 simplemente -homomorfismo,
y a la sucesién anterior se le denomina la sucesién de cohomologia exacta larga.
De la misma forma podemos obtener de la resolucién estandar completa de A

r—— X" (G, A) — X" (G, A) — X" G A)—— ..., VneZ
una sucesién de cohomologia exacta larga no restringida
s —5 H™(G, A) — A"(G, B) —— HY(G,C) —2» A"+ (G, A) — ...
Sean A y B dos categorias abelianas. Un funtor d-exacto de A a B es una familia
H = {H"}nez

de funtores
H": A B
junto con homomorfismos
6:H"(C) - H"1(A)
definida para cada sucesién exacta corta

0>A—-B->C—0

en A con las siguientes propiedades:
(i) ¢ es funtorial, i.e. si
00— A——sB—S(C—3

L]

0— A —>B — (' — .y
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es un diagrama conmutativo de sucesiones exactas cortas en A, entonces

H"(C) ___5_> Hn+l(A)

L,

Hn(c/) s Hn+l(A/)

es un diagrama conmutativo en B.
(ii) La sucesion

ey H"(A) ——»H"(B)——»H"(C)—LH"*'I(A)_—’"'

es exacto para cada sucesion exacta 0 - A - B — C — 0 en A.

Si una familia de funtores H™ estd dado inicamente sobre un intervalo —oo < r < n < s < 00, entonces uno
puede completarla haciendo H® = 0 para n ¢ [r, s].

En este sentido la familia de funtores H"(G, —) (completado con H"(G, —) = 0 para n < 0) es un é-funtor de la
categoria de G-modulos a la categoria de grupos abelianos.

Si tenemos una sucesion exacta corta de G-médulos 0 - A - B — C — 0, y H*(G,B) = H"*}(G,B) = 0,
entonces § : H"(G,C) - H"1(G, A) es un isomorfismo.

Definicién 0.10. Un G-médulo A es llamado aciclico si H"(G, A) = 0 para todo n > 0. A es llamado trivial cohomolégican
(welk en alemén, flasque en francés) si
H"(H,A) =0
para todos los subgrupos cerrados H de G y todo n > 0.
Algunos ejemplos de G-mdédulos trivialmente cohomoldgicos son los G-mdédulos inducidos dados por
Indg(A) = Map(G, A),

donde A es un G-maddulo. Los elementos de Indg A son las funciones continuas x : G — A (con la topologia discreta
en A) y la accion de o € G sobre x esta dada por

(ox)(7) = oa(c™'7).
Si G es un grupo finito, entonces tenemos un isomorfismo
¢:IndgA —— A®Z|G|
x > Y ,ect(0)®0

donde
Z[G] = {Z neolng, € L}
oc€G
es el grupo anillo de G. Tenemos la siguiente proposicién

Proposicién 0.9. (i) El funtor A — Indg A es exacto.

(ii) Un G-mddulo inducido A es también un H-mddulo inducido para cada subgrupo cerrado H de G, y si H es
normal, entonces A7 es un G/H-médulo inducido.

(iii) Si uno de los G-médulos A y B es inducido, entonces también lo es A® B. Si G es finito entonces Hom (A, B)
es también inducido.

(iv) Si U recorre todos los subgrupos normales abierto de G, entonces

Indg(A) = lim Indg Ju(AY).

En la siguiente proposicion vemos la importancia de los G-mddulos inducidos

Proposiciéon 0.10. Los G-médulos inducidos M = Indg(A) son triviales cohomoldgicamente. Si G es finito,
entonces

H™(G.M) =0, Vn € Z.

La proposicién anterior nos permite adoptar un técnica, llamada corrimiento de dimensién, con el que las
definiciones y demostraciones concernientes a grupos de cohomologia para todos los G-médulos A y para todo n,
pueden ser reducidos a una sola dimension n, e.g. n = 0. Dado A, definimos el G-médulo A; dado por la sucesién
exacta

0 —> A —> Indg(A) —= A} — 0
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donde ia es la funcién constante (ia)(o) = a. Esto es una sucesion de G-médulos. Si H es un subgrupo cerrado de
G, entonces H"(H, Indg;(A)) = 0 para todo n > 1 por la proposicion 10, y la sucesién de cohomologia demuestra
que los homomorfismos

§: H"(H,Ay) — H" "' (H, A)
es suprayectivo para n = 0 y biyectivo para n > 0. Si definimos Ap = A ¢ inductivamente

Ay = (Ap-1)1, Vp >0,

entonces por la proposiciéon obtenemos inductivamente la siguiente proposicién
Proposicién 0.11. Para todo n,p > 0 y todos los subgrupos H C G, tenemos el homomorfismo canénico

8" H"(H,A,) — H"'P(H, A),
el cual es epi si n = 0 y es un isomorfismo para n > 0.

Si G es un grupo finito, entonces podemos considerar la sucesién exacta

0—— A_) —— Indg(A) LA —s0,
donde
v:Indg(A) —— A
T — 3 ec (o).

Entonces definimos
Ap = (Aps1)-1, VP <O.

Es facil ver que )
Ap 2 AR JE?

Yy
A, =X ARISP

para p > 0, donde los G-médulos I y Jg estan dados por las sucesiones
0 I Z|G) —=12 0,

0 z L% z(6) J 0

Donde Ng(1) = 3 . 0. El G-médulo I se denomina el ideal de aumentacién de Z|[G|.

8. CONCLUSION.

Durante la estancia de investigacion se aclararon en primer lugar definiciones y resultados de Algebra Homoldgica
General y Geometria Algebraica. En particular en la materia de Algebra Homolégica tocamos los siguientes temas
»” ’

del libro [1]:
e Definimos los conceptos de Homologia(Cohomologia), y Homotopia(Cohomotopia) de complejos de cade-

nas(cocadenas).
e Estudiamos los complejos de cadenas inducidas por una sucesion exacta corta

0>A—->B->C—-0
y demostramos la existencia de un morfismo conector § que nos permite construir una sucesion exacta larga de

modulos.
e Se comprendieron los conceptos de resolucién inyectiva, resolucion proyectiva y funtores derivados izquierdos

y derechos, y se demostré que estos no dependen de la resolucién proyectiva o inyectiva tomada. Definimos a la vez

los funtores derivados particulares Tor y Ext.
e Se definié la cohomologia de un R-médulo usando los funtores Tor y Ext, y se estudiaron diversas interpreta-

ciones equivalentes de la primera y la segunda cohomologia.

Una vez entendido todo lo anterior se procedié a realizar un estudio de unos grupos topoldgicos particulares
llamados grupos profinitos. El texto en el que nos apoyamos para realizar esta parte de la investigacién fue (2] con
apoyo de [3]. Aunque el objetivo de la estancia era cubrir todos los temas del capitulo 1 y llegar a la seccién 4 del
capitulo 2, no pudimos cubrir todo ese material, sin embargo, logramos completar a detalle las primeras 3 secciones
del capitulo 1 y de [3] y analizamos los siguientes temas:

e Estudiamos el concepto de grupo profinito y estudiamos algunas definiciones y propiedades basicas de estos
que fueron necesarios para comprender los capitulos subsecuentes. Quizas lo mas destacable de esta parte es la
observacion que se hace sobre la relacién entre los grupos profinitos y la dualidad e Pontryagin.
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e En la seccion 2 definimos la cohomologia de un grupo profinito con coeficientes en un G-médulo y extendimos
esta cohomologia, para grupos finitos, a una cohomologia mas general llamada la cohomologia de Tate. Como se vio
en el desarrollo del reporte, la idea general para definir dicha cohomologia es construir explicitamente las resoluciones
inyectivas partiendo de las proyecciones d' : G"t! — G".

¢ En el capitulo 3 estudiamos morfismos entre complejos de cocadenas inducidos por una sucesién exacta corta
00— A— B — C — 0. Vimos algunas de sus propiedades y estudiamos G-mddulos llamados aciclicos, y otros
llamados triviales cohomolégicamente los cuales son muy importantes por sus propiedades cohomoldgicas. También
estudiamos los G-mddulos inducidos y vimos algunas técnicas para calcular cohomologias utilizando estos G-mdédulos
particulares.

e En la seccién 4 se definié un producto entre los médulos C?(G, A) y C9(G, B) denominado producto taza el
cual es importante por sus propiedades de compatibilidad. En la seccién 5 estudiamos el problema de establecer
homomorfismos de grupos entre las homologias H"(G, A) y H"(G’, A’) inducidos por morfismo compatibles ¢ :
G'"—> Gy f:A— A Definimos entonces 4 clases de homomorfismos naturales muy importantes: La conjugacion,
la inflacién, la restriccién y la correstriceion.

Aunque no se cumplieron con todos los objetivos propuestos en el programa, se avanzé notablemente en un tema
que continuaré desarrollando a lo largo de mi carrera y que desembocard en mi tesis de licenciatura. Para ello
terminaré las secciones restantes propuestos en el programa y al final se buscard un caso particular de la sucesién
espectral de Hochschild-Serre, y se aplicaran las herramientas aprendidas a lo largo de esta estancia y lo queda de
mi carrera para resolver dicho caso particular. Nuestro objetivo final es publicar, al finalizar mi licenciatura, un
resultado nuevo en el area de Algebra Homoldgica y Geometria Algebraica.
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