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INTRODUCCION

Estructuras Logaritmicas en Geometria La geometria logaritmi-
ca, primero estudiada por J.M Fontaine y Luc Illusie y posteriormente
desarrollada por K. Kato [Kat89] y otros; tiene como objetivo usar
ciertas estructuras “escondidas” que tienen las variedades singulares.
Por ejemplo, para una variedad singular las formas diferenciales con
polos logaritmicos nos revelan una cierta estructura de suavidad y que
estd, en cierto sentido, escondida. Por ejemplo, para un divisor con
curzamientos normales en un esquema regular podemos asociarle una
estructura logaritmca definida por la gavilla de monoides dada por las
funciones regulares que son invertibles afuere del divisor con curza-
mientos normales. La geometria logaritmica generaliza esta situacion
para esquemas generales.

La geometria logaritmica ha sido usada con éxito en el estudio de
esquemas aritméticos y su teoria de cohomologia p-adica (tal como
la cohomologia cristalina y la cohomologia rigida), ademas como las
variedades singulares aparecen en la frontera de muchos problemas de
moduli, la geometria logaritmica ha sido aplicada también con éxito en
el estudio de espacios maéduli.

Estructuras Logaritmicas dadas por Divisores con Cruzamien-
tos Normales Sea X una variedad no singular irreducible sobre los
nimeros complejos. Sea S una curva suave y tomemos s € S un pun-
to. Consideremos un morfismo dominante de esquemas que sea suave
f X — S en todo punto excepto posiblemente en s, de tal manera
que la fibra
Xo=f18) =X, UXoU...UX,,

es un divisor con cruzamientos normales (simple y reducido). Podemos
considerar entonces a su gavilla de formas diferenciales relativas Q2 =
Qx/s = Qx/f*Qs. Tenemos que Q2 no es localmente libre en el punto
singular de f, pero si consideramos la gavilla Qx (log X,) de formas
diferenciales con a lo mas polos de tipo logaritmico sobre X;, entonces
hay una inyeccién de gavillas:

FQx(logs) — Qx(log(X5s))

y la gavilla cociente Qx (log(X,))/f*Qx(log s) es localmente libre.
Asi, desde el punto de vista de la geometria logaritmica, el morfismo
f se comporta como si fuera suave. La geometria algebraica es consi-
derablemente bien portada cuando se consideran morfismos suaves; la
geometria logaritmica nos brinda la posibilidad de extender este “buen
comportamiento” a esquemas con estructuras logaritmicas, por ejemplo
el cociente Qx (log(X,))/f*Qx(log s) se puede extender a un complejo
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de De Rham logaritmico, y su cohomologia, que aunque no recobra la
cohomologia de la fibra singular, nos da origen a la estructuras de Hod-
ge limite que bien vale la pena considerar. Esta teoria se ha usado con
éxito para el estudio de variedades con reduccién semiestable, brindan-
do criterios para la buena reduccion para curvas, variedades abelianas
y superficies K3.

Por otro lado, el panorama es un poco mas general, y la teoria puede
ser aplicada a todas las variedades toricas y aplicaciones toroidales
entre variedades toricas o encajes toroidales.

Nosotros esperamos aplicar esta teoria a esquemas j-ddicos y al le-
vantamiento de morfismos no suaves, pero si log-suaves (En particular
queremos generalizar los resultados de Arabia sobre levantamiento de
morfismo suaves entre esquemas t-adicos).

NOTACION
DEFINICIONES Y PROPIEDADES

En esta seccion introduciremos las definiciones bésicas de la geo-
metria logaritmica de acuerdo a los articules de Kato [Kat89],[ACG™10],
[Ogu]. En particular queremos definir la categoria de esquemas lo-
garitmicos.

Definition 0.1. Un monoide es un semi-grupo conmutativo con uni-
dad. Un morfismo de monoides es un morfismo de semi-grupos que
preserva al elemento unidad. Denotamos por Mon a la categoria de
monoides:.

Definition 0.2. Sea X un esquema. Una estructura pre-logaritmica en
X es una gavilla de monoides Mx en el sitio étale de X (podria ser
el sitio de Zariski, o en cualquier otro sitio) junto con un morfismo de
gavillas de monoides:

aIMx—>OX

llamado el morfismo estructural, en donde estamos viendo a Ox como
un monoide bajo la multiplicacién. Una estructura pre-logaritmica es
*

llamada estructura logaritmica si ademds a~'(O%) ~ O% via a. Al par
(X, Mx) lo llamamos log-esquema y serd denotado por X'°g.

Notemos que dada una estructura logaritmica My en X, entonces
la gavilla O% puede ser considerada como una subgavilla de Mx. En
este caso consideramos que « |O§(: Ido}

Definition 0.3. Sean M, N dos estructuras pre-logaritmicas en X. Un
morfismo entre ellas es un morfismo M — AN de gavillas de monoides
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que es compatible con los morfismos estructurales:

ML 0, .

|

NG

Hay dos formas de pensar en las estructuras logaritmica que pueden
ser ttiles para entenderlas:

» Si un elemento m € M es tal que a(m) = f # 0, podemos
pensar en m como un dato “extra” en f, como si este nos indicara
una rama del logaritmo. Notemos que por la condicién de que «
actua como la identidad en elementos invertibles, tenemos que «
no agrega datos a estos elementos. Veremos mas adelante que m
nos permitird diferenciales logaritmicas df /f en f.

= Sia(m) =0, que es el caso muchas veces cuando m proviene de la
restriccion de una estructura logaritmica en un espacio ambiente,
entonces m funciona como la “sombra” de un vector cotangente
logaritmico del espacio ambiente. En particular se tiene que es-
tructuras logaritmicas recuerdan deformaciones que son perdidas
cuando se ven en el espacio en donde se esta restringiendo.

Estructura logaritmica asociada a una estructura pre-logaritmi-
ca Tenemos una inclusiéon natural entre las categorias:

{estructura logaritmicas en X'} = {estructuras pre-logarftmicas en X}

simplemente viendo a toda estructura logaritmica como una estructura
pre-logaritmica. Esta inclusion tiene un adjunto izquierdo j:

Homyppe—1og(N, i(M)) =~ Homyog (j(N), M).

En efecto: Sea o« : M — Ox una estructura pre-logaritmica en X.
Definimos su estructura logaritmica asociada j(M) como el producto
co-fibrado (push-out) del diagrama:

a(0y) — M
Ox
en la categoria de gavillas de monoides en el sitio X¢; (0 Xz4,) tal que:

0 H(05) —— M

|

|
\
Ox ———=(M)
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dotado de su morfismo estructural:
a,: (M) — Ox; (a,b) = afa)b paraae Mybe O%.

esto es:

De esta manera tenemos tenemos un funtor:
b 7 o
{estructuras pre-logaritmicas en X} = {estructura logaritmicas en X}

y por la propiedad universal de el producto co-fibrado, cualquier morfis-
mo de estructuras pre-logaritmicas de una estructura pre-logaritmica
M en X a una estructura logaritmica en X se factoriza a través de
J(M) de manera tnica.

Lemma 0.4. El funtor j es adjunto izquierdo de 1.

Demostracion. Ver Ogus, A. (2006). Lectures on logarithmic algebraic
geometry. Texed Notes. U

Example 0.5. = La categoria (st.logx) de estructuras logaritmi-
cas en X tiene un objeto inicial, llamada la estructura logaritmica
trivial y esta dada por la inclusion Oy — O%.

» La categoria (st.logx) también tiene un objeto final dado por la
aplicacion Ox — Ox.

= De hecho tenemos que la categoria de esquemas es una subcate-
gorfa plena de la categoria de esquemas con estructura logaritmi-
ca (a definir mdas adelante), simplemente dotando a un esquema
con su estructura logaritmica trivial.

Example 0.6. Sea X un esquema y sea D C X un divisor. Definimos
a la estructura logaritmica Mp en X asociada al divisor D como:

Mp(U) :={g € Ox(U) : g [inp€ Ox(U\ D)} C Ox(U).

El morfismo estructural esta dado por la inclusién, lo que hace de
M una estructuras pre-logaritmicas. Para ver que es en efecto una
estructura logaritmica basta notar que toda g € O% esta trivialmente
incluida en Mp. El caso en que D sea un divisor con cruzamientos
normales es especial. Mas adelante veremos que en este caso el esquema
logaritmico es log-suave. De hecho, la razén por la que es conveniente
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usar la cohomologia étale (en vez de la de Zariski) es porque el concepto
de cruzamientos normales es en la topologia étale.

Example 0.7. Sea P un monoide y R un anillo. Denotamos por R[P] al
algebra monomial. Sea X = Spec(R[P]). Entonces X tiene una estruc-
tura logaritmica candnica asociada al morfismo de monoides P — R[P)|
(la inclusién candnica de grado uno). En efecto la gavilla constante P
asociada a P tiene el morfismo candnico inducido por P — R[P] de-
finiendo asi una estructura pre-logaritmica en X, entonces a esta le
asociamos la estructura logaritmica j(P) inducida (la:dada por el fun-
tor 7). Denotamos por Spec(P — R[P]) a el esquema logaritmico con
espacio X y estructura logaritmica su estructura logaritmica canénica
inducida.

La categoria de esquemas logaritmicos

Definition 0.8. Sea f : X — Y un morfismo de esquemas. Si My
es una estructura logaritmica en Y, podemos definir una estructura lo-
garitmica en X como la estructura logaritmica asociada a la estructura
pre-logaritmica:

fHMy) = f7H(Oy) = Ox

Esta es llamada la estructura logaritmica imagen inversa de My bajo
[y es denotada por f*(My) = f*My.

Usando la imagen inversa, como en el caso de esquemas, podemos
definir lo que es un morfismo de esquemas logaritmicos.

Definition 0.9. Un morfismo de log-esquemas (de esquemas con una
estructura logaritmica) X — Y consiste de un morfismo de los res-
pectivos esquemas f : X — Y y un morfismo f° : f*My — My de
estructuras logaritmicas en X.

Denotamos por Log.Sch a la categoria de esquemas con una estruc-
tura logaritmica y sus respectivos morfismos recién definidos. A los
objetos de Log.Sch se les llama log-esquemas (o esquemas logaritmi-
cos). A los objetos de Log.Sch los denotaremos por X8 = (X, Mx) o
simplemente por X'°® si la estructura logaritmica est4 sobre entendida.
Si queremos diferencial al morfismo entre esquemas logaritmicos de el
morfismo correspondiente en sus esquemas asociados f, lo denotamos

por flos.

Example 0.10. La estructura logaritmica en Spec(P — R[P]) pue-
de entenderse como la imagen inversa de la estructura logaritmica en
Spec(P — Z[P]) via el morfismo canénico Z[P| — R[P].
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Example 0.11. Sea k un campo y sa Y = A} = Spec(k[zy,...,x,]).
Sea D = V(xy---x,) . D es claramente un divisor con cruzamientos
normales en Y, asi que la podemos dotar de la estructura logaritmica
asociada a D. Mp puede interpretarse como el submonoide de Oy
generado por OF y {x1,...,x,}.

Si ahora considero la inclusion Speck — Y que manda el punto al
origen de Y, entonces la imagen inversa de Mp = k*N". El morfismo
estructural esta dado por

(a,ny,...,n,) — a-Qrtnetotnn aqui convenimos que 0° = 1.

Al punto Spec(k)'*® con la estructura logarftmica anterior (para cual-
quier r) lo llamamos punto logaritmico. Cuando r = 1 decimos que este
es el punto logaritmico estdndar.

Cartas en estructuras logaritmicas

Definition 0.12. Sea X'¢ = (X, My) un log-esquema y P un monoi-
de. Consideremos a la gavilla constante Px en X inducida por P. Una
carta para M x es un morfismo Py — My, tal que el morfismo induci-
do de estructuras logaritmicas P* — Mx es un isomorfismo, en donde
P es la estructura logaritmica asociada a la estructura pre-logaritmica
dada por Px — Mx =+ Ox

De hecho, una carta para Mx es equivalente a un morfismo de log-
esquemas:

X' — Spec(P — Z[P])

tal que f° es un isomorfismo.
En general tenemos lo siguiente:

Lemma 0.13. El morfismo:
HomLog.Sch(X7 Spec(P — Z[P])) — Hompgon (P, T'(X, Mx))
que asocia a f'la composicion:
P — T(X,Py) “92 (X, My)
es un isomorfismo.

Demostracion. Ver Kato, K. (1989). Logarithmic structures of Fontaine-
[lusie. In Algebraic analysis, geometry, and number theory (Baltimo-
re, MD, 1988) (pp. 191-224). Baltimore, MD: Johns Hopkins Univ.
Press. U

También consideremos cartas en log-morfismos.
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Definition 0.14. Sea f'°& : X8 — Y!°8 yn morfismo de log-esquemas.
Una carta para f°8 es una triplete (Px — Mx, Qy — My,Q — P)
en donde Py, Oy son gavillas constantes asociadas a los monoides P, ()
que satisfacen las siguientes condiciones:

s Py - Mx y Qy — My son cartas de My y My respectiva-
mente.

= El morfismo de monoides () — P hace el siguiente diagrama de
gavillas en X conmutativo:

Qx Px
L
[* My — Mx

Estructuras logaritmicas finas Estructuras logaritmicas generales
no son muy buenas para trabajar pues son un poco-salvajes. Es como
trabajar con espacios anillados arbitrarios. Asi que nos restringimos a
estructuras que sean mas manejables, al menos desde el el punto de
vista geométrico. Introduciremos lo que es una estructura logaritmica
fina, estas son analogas a pedir que un esquema sea noetheriano en el
sentido de que podemos hacer geometria con ellas.

Recordemos que a-todo monoide P le podemos asociar un grupo (el
grupo de Grothendieck) dado por:

PP = {(a,b)|(a,b) >~ (¢,;d) si Is € P tal que s+a+d=s+b+c};

que satisface la propiedad universal de que todo morfismo de P a un
grupo se factoriza por P% de manera unica.

Definition 0.15. Un monoide P es llamado integral si el morfismo
canénico P — P9 es inyectivo. Es llamado saturado si este es integral
y para cada p € P% se tiene que si np € P para alguin entero n,
entonces p € P.

Definition 0.16. Un esquema logaritmico X'°¢ es llamado fino, si en
localmente- étale existe una carta P — Mx con P un monoide integral
finitamente generado. Si ademés P se puede elegir de tal manera que
sea saturado, entonces X'°¢ es llamado un log-esquema fino y saturado
(fs) (on un esquema con una estructura logaritmica fina y saturada).
Si P ~ N* decimos que la estructura logaritmica es localmente libre.

Decir que un esquema es (fs) es equivalente a decir que para cada
punto geométrico x — X, el monoide Mx , es finitamente generado y
saturado (ejercicio).



GEOMETRIA LOGARITMICA EN ESPACIOS -ADICOS 9

DIFFERENCIALES Y MORFISMOS SUAVES

Ensanchamientos

Definition 0.17. = Decimos que un esquema X' es un ensancha-
miento de un esquema X si este es un subesquema cerrado de
X’ y tienen el mismo espacio topolégico asociado.

» Decimos que el ensanchamiento X’ de X es un ensanchamiento
de primer orden (de orden n) si la gavilla de ideales. Z C Ox
que define a X es tal que J? =0 (J" =0).

» Un morfismo de ensanchamientos f' : (X < X') — (Y C Y’)
es un morfismo de esquemas f : X’ — Y’ de tal manera que
f(X) C Y. En este caso llamaos f = flx : X — Y y entonces
temenos el diagrama conmutativo:

endonde las flechas verticales son las inmersiones. Denotamos
por (f, f') a losmorfinos de ensanchamientos.

= Si S es un esquema. Definimos de manera anéloga a los morfismos
de ensanchamientos sobre S.

Una construccién natural de ensanchamientos de primer orden son
las vecindades infinitesimales de primero orden: Supongamos que % :
Z — X es una inmersion de esquemas. Escojamos un abierto U C X
tal'que ¢ identifica a Z con un subesquema cerrado Z C U. SeaZ C Oy
la gavilla de ideales que define a Z como subesquema cerrado de U.
Entonces podemos cosinderar al subesquema Z’ C U definido por el
ideal Z2.

Definition 0.18. Sea i : Z — X una inmersion de esquemas. La
vecindad infinitesimal de primer orden de Z en X es el ensanchamiento
Z C 7' sobre X que describimos en el parrafo anterior. Esta vecindad
infinitesimal de primer orden satisface la sigiente propiedad universal:
Dado cualquier diagrama conmutativo:

T—>7

L

T — X
b
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en donde T" C T" es un ensanchamiento de primero orden sobre X,
existe un tnico morfismo de ensanchamientos

(' a): (TCT)—(ZCZ)

sobre X, es decir:

sobre X.

Morfismos Formalmente No-Ramificados, ramificados y fro-
malmente étales Recordemos que un morfimso de anillos R — A es
foremamnte no ramificado si para todo anillo B con ideal I C B con
cuadrado nulo /2 = 0 y todo diagrama conmutativo:

A—=B/I

L

B——B

en donde I C B es un ideal de B con cuadrado nulo, existe al menos
una flecha
I? = 0 y todo diagrama ‘conmutativo:

A——BJI

AN
N
N
N

B——B
que hace al diagrama conmutativo.

Definition 0.19. Sea f : X — S un morfismo de esquemas. Decimos
que f es formaalmentme no rificado, si dado un diagrama conmutativo:

T——X
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en donde (7" C T") es un ensanchamiento de primer orden de esquemas
afines sobre S, existe a lo mas una flecha:

T —X

1
lL //fl
s

T"—— S

que hace el diagrama conmutativo. Esta definicién se puede verificar
simplemnte considerando simplemnte ensanchamientos afines.

Proposition 0.20. » Composicion de morfismos formalmente no
ramificados es formalmente no ramificados.

s Cambios de base de morfismos formalmente no ramivicados es
formalmente no ramivicado.

» Sea f: X — S morfismo de esquemas. Sean U,V abiertos de X
y S respectivamente tal que f(U) C V.. Entonces si f es formal-
mente ramificado, también lo es su restriccion f|y.

» Sif: X = S es un morfismo de esquemas. Asumamos que X
y S son afines. Entonces [ es formalmente no ramificado si, y
sélo si Og(S) — Ox(X) es formalmente no ramificado como
morfismo de anillos.

» f: X — S esformalmente ramificado si, y solo si Q2x;s = 0.

Definition 0.21. Un morfismo de esquemas f : X — S es no-ramificado
si es localmente de tipo finito y formalmente no-ramificado.

Recordemos que un morfismo de anillos R — A es formalmente étale
si para cada diagrama conmutativo de flechas sélidas:
I? =0 y todo diagrama conmutativo:

A——BJI
R——>B

en donde I C B es un ideal de B con cuadrado nulo, existe exactamente
una flecha:

A——BJI

|

R——B

que hace al diagrama conmutativo.
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Definition 0.22. Sea f : X — S un morfismo de esquemas. Decimos
que f es formalmente étale si dado un diagrama conmutativo:

T——X

|
T ——~ 5

en donde (7" C T") es un ensanchamiento de primer orden de esquemas
afines sobre S, existe exactamente una flecha:

T —X

1
[ 7]
Ve
T"—— S
que hace el diagrama conmutativo.

Es claro que morfismos formalmente etales son formamlmente no
ramificados, por lo que si f : X — S es formalmente etale, entonces
Q X/8 = 0.

Proposition 0.23. » Composicion de morfismos formalmente eta-
les es formalmente étale.

s Cambis de base de morfismos formalmente etales es formalmente
etale.

» Si un morfismo formalmente étale se restringe a un mofismo de
subesquemas afines; entonces la restriccion también es formal-
mente étale.

» Un-morfismo no ramificado y plano es formalmente etale.

» Si f X = S es un morfismo de esquemas. Asumamos que
X, S son afines. Entonces [ es formalmente etal si, y solo si
['(S, Os) — T'(X,Ox) es formalmente étale como morfismo de
anillos.

Definition 0.24. Un morfismo de esquemas f : X — S es étale sies
localmente de presentacion finita y formalmente étale.

Notation 0.25. Sea f : X — S un morfismo de esquemas y sea
(T C T") un ensanchamiento de orden n de S-esquemas. Denotemos
por X/Sr a la gavilla en T que asigna a caa abierto U C T el conjunto
de S-morfismos U — X. Andlogamene definimos X/S7.. De hecho,
como T — T" es n homeomorfismo, podemos ver a X /S como una
gavilla en T

Proposition 0.26. s f: X — S es formalmene no ramificad si
para todo ensanchamiento (T C T") el morfismo X/Sp — X/Sr
es suprayectivo.
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s [ es formalmente suave si para todo ensanchamiento T C T' el
morfismo inducido X /St — X/Sr es inyectivo.
s [ es étale si el morfismo inducido es biyectivo.

Proposition 0.27. Sea f: X — S localmente de tipo finito.

= [ es no-ramificado si y solo si el morfismo diagonal es una im-
nersion abierta.

» Stz € X es un punto y si Qy/x(x) (la fibra en x) se anula,
entonces Slx/y se anula en una vecidad de x.

s f es no-ramificado si y solo si para cada puntos € S la fibra X,
es no ramificado sobre Spec(k(y)).

» Sik es un campo y k es su (una) cerradura algebraica, entonces
un esquema sobre k, X/k es no-ramificado si y solo si X¢/k es
no-ramificado.

» Sik es algebraimcamente cerradoy si X/k es un esquema de tipo
finito, entonces X/k es no-ramificado si, y sdlo si X una union
disjunta finita de copias de Spec(k).

s Una extension finita de campos es no-ramificada si y solo si esta
es separable.

Example 0.28. El morfismo A} — A} tal que ¢ — ¢ es ramificado,
pero es no ramificado afuera del cero si 2 es invertible. En efecto, este
corresponde al morfismo de anillos: k[t] — k[s]; t — s® y sus formas
diferencialbes Q es el k[s]-mddulo generado por ds bajo la relacién
2sds = 0.

Diferenciales y Morfismos Suaves Recordemos quesi f: X — S
es un-morfismo de esquemas, entonces d : Oy — (lx/g es la deri-
vacién universal en Dery/s(€2x/s). Esta caracteriza al par ({1x/g,d)
salvo unico isomorfismo. Recordemos que podemos construir la gavi-
lla explisitamente como (1x/g = IX/S/I)%/S en donde Iy, es el ideal
del morfismo diagonal X — X xg¢ X y que da denota a la clase de

p5(a) — pi(a).
Theorem 0.29. Sea f : X — Z yh: Z — S morfismos con f = hog.
Entonces existe una sucesion exacta natural de gavillas en X :

g*QZ/S — Qx/s — QX/Z —0

Theorem 0.30. Si i : Z — X es una inmersion cerrada, existe una
sucecion exacta:

I/ = i* Qx5 — Qg6 — 0
de gavillas en Z, en donde I es el ideal que define a Z y la primer
aplicacion es inducido por la derwacion d : I — Q%{/s-
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Recordemos que un morfismo de esquemas f : X — Y es suave si es
localmente de presentacion finita y formalmente suave.

Theorem 0.31. Sea f : Z — S un mofismo suave de esquemas y sea
1: X — Z una inmersion cerrada definida por la gavilla de ideales T,
que asumiremos que es de tipo finito. Entonces son equivalentes:

» X/S es suave.
» La aplicacion I/I* — i*Qy/g es inyectiva y se divide localmente.

Corollary 0.32. » Si X/S es suave, entonces Qxyy es localmente
libre.

w Si Z/S es un morfismo suave y sii: X — Z es una inmersion
cerrada dada por el ideal I, y st x € X es un punto. Entonces
las siguientes son equivalentes:

e Hay una vecindad abierta U de x tal que U/S es suave.
o La aplicacion I(x) — Qz/s(2) inducida por d es inyectiva.

Theorem 0.33. Sea X — Z — S morfismos de esquemas. Asumamos
que X/S y Z/S son suaves. Entonces X/Z es suave si, y sélo si local-
mente en X la aplicacion g*Qz,s — Qxys es inyectivo y localmente se

divide.

Corollary 0.34. st X — .S es suave, entonces localmente en X existe
una factorizacion étale X — A% — S de X/Y.

SUAVIDAD PARA LOG-SCH

Lo presentado en esta seccion se puede encontar en el articulo de
Kato

Definition 0.35. Un morfismo f : X — Y de log-equemas es llamado
estricto si el morfismo respectivo

fb : f*My — MX

es un isomorfismo. Es una inmersion cerrada estricta, si es estricto y
el morfismo de esquemas X — Y es una inmersién cerrada.

Cosideremos el siguiente diagrama conmutativo de log-esquemas:
Ty —> X
I
T1 e Y
@

con j una inmersion cerrada estricta definida por un ideal J tal que
J?=0.
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Notemos que tanto Ty, como T tienen al mismo espacio topologico
subyacente. Ademas ambos tienen al mismo sitio étale.

Exercise 0.36. Demuestra que Ty y T} tienen el mismo sitio étale.

Si consideramos dos morfismos ¢, g5 : 77 — X que hacen conmutar:

Ty -2 X

ot j
J f
l , 7 g
TN, —Y
@
entonces podemos considerar el diagrama correspondiente de gavillas

cn To,et = Tl,et:
-1
O ~— 010y

« v
T 9, - /’
7
Ve
~
Op, ~——V10y
y vemos que g; — g5 es una derivacion, que denotarempos por dg, g, :
& 1Oy — J en el sentido usual.
También tenemos un diagrama conmutativo de estructuras logaritmi-
cas:
MTO -~ q)ilMX

MT1 -~ \I’_IMY

Notemos que tenemos una sucesion exacta de monoides multimplicati-
vios:

1—(1+J)— My — Mp, —1
con lo que queremos decir que el gurpo 1+ J actua libremente en My,
con cociente Mr,. Por lo que obtenemos un morfismo:

D91,g2 : (I)ilMX — J
tal que para cada m € ®~'Mx tenemos que:
(gi7 - gS)(m) =1+ Dy,—g,(m)

Proposition 0.37. La aplicacion Dy, _4, es un homomorfismo de mo-
noides, es decir:

Dy, —go(mn) = Dy, —g,(m) + Dy, g, (n); Vm,n € q)_l(MX)
Mas atun, por la definicion de estructura logaritmica, tenemos
= a(m)Dy,—g,(m) = 0y, —g-2(a(m)), ¥m € 1 Mx;
- D91—92|‘If*1MY =0
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Notemos lo siguiente:

= Como las estructuras logaritmicas contienen a todos los elemen-
tos invertibles de la gavilla estructural, la aplicacién D de-
termina a Jy,_g,.

» Las propiedades anteriores, muestran que Dy _g4, se comporta
como d log. Esta es una de las razones por la que se llaman
estructuras logaritmicas.

g1—9g2

En resumen, tenemos la siguiente definicion:

Definition 0.38. Consideremos al morfismo f : (X Myx) — (Y, My)
entre esquemas logaritmicos finos. Sea I un Ox-moédulo. Una derivacion
logaritmica de X sobre Y a I, es un par (0, D) en donde 0 € Dery (X, I)
y D : Mx — I es una aplicacion aditiva tal que se.cumple lo siguiente:

» D(ab) = D(a) + D(b) para todo a,b € Mx.

» a(a)D(a) = d(a(a)), para a € Mx.

» D(a) =0 paraa € f~*My.

La gavilla Dergﬁg(X ,I) de derivaciones logaritmicas de X sobre Y a [
es la gavilla de germenes de pares (9;.D).

La gavilla Der®(X, Ox) es usualmente denotada por T)l?/gy y es lla-
mada la gavilla tangenete logaritmica o log tangente de X sobre Y.

Se cumple un resultado anédlogo al usual para esquemas logaritmicos:

Proposition 0.39. Hay un Ox-maédulo Aﬁ(/y con una derivacion lo-

garitmica universal (8;D) € Deri®(X, A}(/Y), tal que para cada Ox-
modulo I la aplicacion canonica:

Homo, (Akjy, 1) = Dery?(X,I);  w (uwod,uo D)
es un isomorfismo de Ox-mddulos. De hecho, tenemos tenemos que:
A&/Y = Qﬁ(/y D (OX ®z M}q(p)/lc

en donde IC es el Ox-mddulo generado por las secciones locales de la
stquiente manera:

» (da(0),0) — (0, (a) ® a) con a € Mx;
» (0,1®a) cona€im(f~(My) — My).
La derivacion universal (0, D) estd dada por:

D MX — OX K7z Mg{p — A%{/Y
Demostracion. Ver [11194, Kato] O
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Definition 0.40. Dado un morfismo f : (X, Myx) — (Y, My) de es-
quemas logaritmicos,, el Ox-moédulo Ax/y1 es llamada gavilla de dife-
renciales logaritmicas. Algunas veces la denotarémos simplemente por
A}. Notemos que:

Hom(Aﬁ(/y, Ox) ~ T)l?fy

Remark 0.41. Si s6lamente consideramos estructuras logaritmicas fi-
nas, y si asumimos que Y sea localmente noetheriano y X localmente
de tipo finito sobre Y, entonces ambas Derlﬁg(X ) y A%{/y son ga-

villas coherentes (Ogus, A. (2006). Lectures on logarithmic algebraic
geometry. Texed Notes). [Ogu]

Example 0.42. Sea R = k[zy,...,z,]/(z129 - - =) con k un campo.
Sea X = Spec(R). Sea Mx la estructura logaritmica en X dada por:

N — R, €1 — T;.

Sea Y = Spec(N — k) el punto logaritmico. Ahora definimos un mor-
fismo f : X — Y dado por el siguiente diagrama:

N——sFk; A:e—e+e+---+e,,

o A

N'—— R

entonces DerlyOg (X, O0x) es el Ox-mdbdulo libre generado por:

0 0 0 0
S e N 7 R~ S g
183:1 0x, 0,41 oz,
con la relacién xla%l""' . '+$7‘a%r = 0. La gavilla Aﬁ(/y es el Ox-modulo

libre generado por las diferenciales logaritmicas:

dzxq dz,
—_— ., A Xpiq, ..., dxy
T Ty

con la relacién % 44 dz—

Tr

Example 0.43. Sea h : () — P un morfismo de monoides. Denotemos
por X = Spec(P — Z[P]) y por Y = Spec(Q — Z[Q]). Entonces
tenemos un morfismo f : X — Y inducido por h. Entonces en este
caso tenemos que:

At = Ox ® Coker(ho)

Y es una consecuencia directa de la propiedad universal (pero también
se puede calcular directamente (ejercicio)).
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Suavidad logaritmica Consideremos el siguiente diagrama cartesiano
de esquemas logaritmicos:

TOL'X

o)

TlT-Y

en donde j es una inmersién cerrada estricta defida por J con J? = 0.
Definimos suavidad logaritmica como en el caso usual; usando propie-
dades de levantamiento.

Definition 0.44. Un morfismo f : (X, Mx) — (Y, My) de esquemas
con estructura logaritmica fina, es log suave (res.log étale) si el respec-
tivo morfismo de esquemas X — Y es localmente de presentacion finita
y si para el diagrama conmutativo anterior, existe étale localmente en
T; (resp. existe un unico) morfismo g : 71 — X tal que ® = gojy
U =fog:

Tenemos el siguiente criterio para suavidad logaritmica (ver [11194,
Katol):

Theorem 0.45. Sea f : (X, Mx) — (Y, My) un morfismo de esquemas
logaritmicos finos. Supongamos que tenemos una carta Q) — My, en
donde @) es un monoide finitamente generado y entero. Entonces las
siguientes son equivalentes:

» [ es log-suave (res. étale )

» Etalé localmente en X, eziste una carta (Px — Mx,Qy —
My,Q) — P) que estiende a la carta Qy — My, y que satis-
face las siguientes propiedades:

1. El kernel y la parte de torsion del cokernerl (resp. el ker-
nel y el cokernel) de Q™ — P9 son grupos fiitos de orden
wnwvertible en X.

2. Bl morfismo inducido X —Y Xgpec ) Spec(Z[P]) es étale
en el sentido cldsico.

Example 0.46. Usando este teorema, podemos ver que el ejemplo (0.42)
es log-suave, sin embargo, como podemos ver, el respectivo morfismo
de esquemas tiene singularidades del tipo de cruzamientos normales.

f g .Y
: itmi
Sea Xlog 2y ylog 2y 7Zlos morfismos de esquemas logaritmicos
finos. Consideremos las gavillas de formas diferenciales logaritmicas A;
y Ag,s con sus derivaciones universales: (Jy, Dg) ¥ (Ogos, Dgof) Tespec-
tivamente. Tenemos un morfismo candnico:

FrAL = AL

gof
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dado por:
F1(0qu) = Ogop f*(w); vy f*(Dygv) = Dyosf*(v),

en donde u € Oy y v € My. Denotamos por (J¢, Ds) a las deriva-
cilones universales asociadas a A}. Similarmente tenemos un morfismo

canéncio A}, — A} dado por:

Ogogtt' = Opt' y  Dgopv' + Dt
en donde v’ € Ox y v’ € M.

Proposition 0.47. La gavilla de diferenciales logaritmicas se comporta
como la gavilla de diferenciales usuales en el caso log-suave y suave
respectivamente:

1

= La sucesion f*Ay — Al — A} = 0 es ezacta.

n Si f es log-suave, entonces A} esun Ox-mddulo localmente libre
y se tiene que la siguiente sucesion es exacta:
! 1 1
0— f*A; = Aoy = A, = 0.
= Sigo f eslog-suave y la sucesion anterior es exacta y se divide
localmente, entonces f es log-suave.

Una prueba de este resultado se puede ver en [11194].

ESQUEMAS LOG--ADICOS
ESTRUCTURAS LOGARITMICAS

Estructuras pre-logaritmicas En esta seccion definiremos a la ca-
tegoria de estructuras pre-logaritmics en un espacio anillado X. Para
lo que consideraremos a la categoria de Monoides. Un monoide serd un
semigrupo econmutativo con uno (es decir, los monoides son casi grupos
abelianos excepto porque no todo elemento tiene un inverso).

Sea X = (X, Ox) un espoacio anillado.

Definition 0.48. Una estructura pre-logaritmica en X es un par (P, «)
en donde P es una gavilla de monoides (en el sitio étale') y

Oé:P—>OX

es un morfismo de gavillas de monoides (en donde consideramos a Oy,
la gavilla estructural étale) como una gavilla de monoides con su es-
tructura multiplicativa. a « lo llamamos el morfismo estructural del la
estructrura pre-logaritmica.

Puede considerarse en cualquier sitio, en particular también en el sitio de Zariski.
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Un morfismo ¢ : (P,a) — (Q, ) ente estructuras pre-logaritmicas
es un morfismo de gavillas de monoides P — Q que conmuta con los

morfismos estructurales:
P Q
Ox

Definition 0.49. Ena estructura pre-logaritmica (P, &) es idealizada
si esta estd otata de un ideal (o de una gavilla de ideales) de monoides 7
en P con la propiedad de que «(Z) = {0}. Un morfismo de estructuras
pre-logaritmicas idealizadas: ¢ : (P, «,Z) — (Q, 8, J) es un morfismo
de estructuras pre-logaritmicas ¢ : (P, a) — (Q, ) tal que ¢(Z) C J.

Denotaremos por PreLogSt a la caterogria de estructuras pre-logaritmi-
cas y por IdPreLogSt a la categoria de estructuras pre-logaritmicas
idealizadas.

Tenemos el functor de olvido IdPreLogSt — PreLogSt entre la
categoria de estructuras pre-logaritmicas idealizadas y la categoria de
estructuras pre-logaritmicas. Este funtor tiene un adjunto izquierdo:

PreLogSt — IdPreLogSt; (P,a)— (P,«,0)

que a cada estructura pre-logaritmica le asocia la estructura pre-logaritmi-
ca idealizada con ideal dada por el ideal vacio.

Estructuras Logaritmicas Dadauna estructura pre-logaritmica (M, «)
en un espacio anillado X, podemos considerar el morfismo natural:

a ' (0%) = Ok
Definition 0.50. Una estructrua pre-logaritmica (P,«) en el espa-
cio anillado X es una estructura logaritmica si a=*(0%) ~ O% via
a. Si ademds la estructura logaritmica es idealizada como estructu-
ra pre-logaritmica, entonces decimos que (P, «,Z) es una estructura
logaritmica idealizada.

Un morfismo entre estructuras logaritmicas (idealizadas) es un mor-
fismo de estructuras pre-logaritmicas (idealizadas).

Asi podemos considerar a (9;( como un submonoide de P via a. En
la mayoria de los casos, supondremos que O% C Py que a|p, = 1d es
la identidad y o~ 1(1) = 1.

Definition 0.51. Definimos la gavilla caracteristico de una estructura
pre-logaritmica como: C := P/O%; y definimos la gavilla caracteritica
abeliana como: C% := (P/O%)%.
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Proposition 0.52. Si P es una estructura logaritmica, entonces se
tiene que C* = {1}.

Denotaremos por LogSt (o LogSty) a la catergoria de estructuras
logaritmicas (si queremos enfatizar que estéan sobre X ) y por IdLogSt a
la cateogoria de estructuras logaritmicas idealizadas (o por IdLogSt y
si queremos enfatizar que estan definidas en X).

El funtor de lovido LogSt — PreLogSt (y su respectivo idealizado)
tiene un adjunto izquierdo, esto es: Dada una estructura pre-lgaritmica
(P, a) le podemos asociar una estructura logaritmica (P*, o) junt con
un morfismo natural de estructuras pre-logaritmicas (P, a) — (P*, a%)
que cumple la propiedad universad de que si (Q, ) es una estructura
logaritmica y si f : (P,a) — (Q, ) es un morfismo de estructuras
pre-logaritmicas, entonces existe un unico morfismo de esructuras lo-
garitmicas (P a®) — (Q, ) tal que el-siguiente diagrama es conmu-
tativo:

(P,a) —L~(0,8)

l 7
b
e
’
O
(P?,a")
Esto es una consecuencia de la formula de adjuncién:

Homp eL,0g8t (P, @), (Q, 5)) = Homy 051 (P, @), (Q, 5)).

La construccién de (P?, o?) es exlicita; en efecto definimos a P* como
la suma amalgamada de gavillas de monoides:

P =P @Oﬁl(o}) O;(,
es decir se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

a l(0x) —=P

TN

O} Pa——a> OX

U

(2

El morfismo a* es el determinado por la propiedad universal de sumas
amalgmadas.

En el caso de estar en la categoria IdLogSt y IdPreLogSt la cons-
truccién del adjunto es simplente dotar a (P%, a*) con el ideal Z* gene-
rado en P* por la imagen del ideal Z C P bajo imath;. De esta manera
11 es un morfismo de estructuras pre-logaritmicas idealizadas.
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Example 0.53. » La categoria LogSty de estructuras logaritmi-
cas en X tiene un objeto inicial, llamada la estructura logaritmica
trivial y estd dada por la inclusiéon O% — O%.

= La categoria LogSt también tiene un objeto final dado por la
aplicacion identidad Oy — Ox.

= De hecho tenemos que la categoria de esquemas es una subcate-
goria plena de la categoria de esquemas con estructura logaritmi-
ca (a definir mas adelante), simplemente dotando a-un esquema
con su estructura logaritmica trivial.

Imagen directa e inversa de estructuras logaritmicas Conside-
remos un morfismo de espacios anillados f: X — Y.

Definition 0.54. Sea P es una estructura pre-logaritmica en X. La
imagen directa de P bajo f es la estructura pre-logaritmica fi"g(P)
dada por:

FO8(P) = fu(P) @y.0x) Oy = Oy

con morfismo estructural a, dado por la segunda proyeccion.

Proposition 0.55. Si (P,«) es una estructura logaritmica, entonces
también lo es su imagen directa.

Si P es una estructura idealizada dada por el ideal Z, entonces po-
demos idealizar a f1°8(P) con el ideal dado por la imagen inversa del
ideal f.(Z) bajo la proyeccién candnica:

f*(P) Qr.(0x) Oy — f*(P)

Definition 0.56. Sea (Q, ) una estructura pre-logaritmica en Y. De-
finimos la imagen inversa ~' f(Q) de Q bajo f como la estructura pre-
logaritmica (f~1(Q),7) en donde v est4 dadopor la composicién:
-1
1@ % 110y 5 o,

Si Q es una estructura logaritmica, no es verdd en general que f~1(Q)
sea también una estructura logaritmica, pero tenemos la siguiente de-
finicion.

Definition 0.57. Si Q es una estructura logaritmica en Y, entonces de-
finimos a la estructura logaritmica imagen inversa de Q bajo f. f.(Q),
como la estuctura logaritmica asociada a la estructura pre-logaritmica
17HQ), esto es:

£(Q) = (f7H(Q)"

Si (Q, 5, J) es una estructura idealizada en Y, entonces podemos do-
tar a f~1(Q) de la estructura idealizada considerando al ideal f~'(J) y
de esta misma manera tenemos que f*(Z) da una estructura idealizada

para f,(Q).
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Se cumplen las propiedades esperadas de adjuncion:

Proposition 0.58. Sea f : X — Y un morfism de espacios anillados.
Se tienen isomorfismos funtoriales:

Homp,ogSt, (NY> fiogMX) = HomLogStX(f*NY7 MX) = HomPreLogStX(f_lNY> MX)

para cualesquiera estructuras logaritmicas Mx en X y Ny en Y.

Theorem 0.59. Sea f : X — Y un morfismo de espacios anillados.
Tenemos las siquientes propiedades:

= La tmagen inversa de la estructura logaritmica trivial, es trivial:
[ (Oy) =~ Ox
= [T My /Oy) = [* My /OX

= 51 Q es una estructura pre-logaritmica en Y tal que Q% =~ My

entonces f*My ~ (f~1Q)"

ESQUEMAS LOGARITMICOS

En esta seccién trabajaremos con esquemas, aunque todo aplica, con
cierto cuidado, para espacios anillados.

Definition 0.60. Un esquema (pre-)logaritmico es un esquema (X, Ox)
dotado de una estructura (pre-)logaritmica (Px, cx ). Denotaremos por
(X, Px) al esquema (pre-)logaritmico, es decir no se denotara explici-
tamente ni la gavilla estrucutral del esquema ni el morfismo estructural
de la estructura (pre-)logaritmica. Similarmente para el caso idealizado.

Definition 0.61. Un morfimo etre esquema (id-) (pre-) logaritmicos
(X;Mx) — (Y, Ny) es un par (f,¢) en donde f : X — Y es un
morfismo de esquemas y ¢ : f~1(Ny) — Mx es un morfismo de es-
tructuras (id-) pre-logaritmicas tal que los morfismos naturales hacen
el siguiente diagrama conmutativo:

FHNy) 2 My

f_l(aY)l lax

f1(Oy) e Ox
es decir, ¢ es un morfismo de estructuras pre-logaritmicas.
Si Mx y Ny son estructuras logaritmicas, entonces ¢ se extiende
a ¢” : f*(Ny) - Mx como morfimso de estructuras logaritmicas y
de hecho podemos considerar desde un inicio que ¢ es el morfism ode
estructuras logaritmicas ¢*. El caso idealizado es similar.
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Denotamos a las categorias recien definidas como:
IdPreLogSch, PreLogSch, IdLogSch, LogSch
Proposition 0.62. Los funtores de olvido:
IdLogSch — LogSch — Sch; (X, P,Z) — (X,P) — X

tienen adjuntos derechos: A cada esquema X le asociamos el esquema
logaritmico con estructura logaritmica trivial O% — Ox. A cada es-
qeuma logaritmico (X, P) le asociamos la estructura idealizada trivial
(X,P,0). Por adjuncion tenemos morfismos candnicos:
» (X,P) = (X, 0%) dado por el par (Idy,ayg' : O% = P).
» Para esquemas logaritmicos idealizados: (X, P,Z) — (X, P, )
definido trivialmente.

Proposition 0.63. FEl funtor de olvido LogSch — PreLogSch tiene
un adjunto izquierd

Morfismos Estrictos Dado un morfismo entre estructuras logaritmi-
cas;

(X, Mx) 2% (Y, mealdy)
el mofismo ¢ : f' My — My induces un morfismo
ot ffMy = My

Definition 0.64. Decimos que (f, @) es estricto si ¢* es un isomorfis-
mo.

Notemos que la composicion de dos morfismos estrictos es nueva-
mente esticto.

Para cada morfismo de esquemas logaritmicos como antes, tenemos
una descomposicion:

(X, Mx) M (X, f*, My) & (Y, My)
en donde la primer aplicacion es la identidad en el esquema X, y la
segunda es estricta.

Ahora veamos el caso particular de esquemas logaritmicos o log-
esquemas. Dado un anillo £ y un monoide P, podemos construir un
esquema afin udando el algebra monoidal k[P]. Sea X el esquema
Spec(k[P]). El morfismo canénico P — k[P] define una gavilla de
morfismos Py — Ox entre la gavilla constante asociada a P y la
gavilla estructural de X. Entonces tenemos que (Spec(k[P]),P) :=
(Spec(k[P], (Px — Ox)*)) es el esquema logaritmico elemental asocia-
do a la estructura pre-logaritmica Py — Ox.
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De esta manera definimos un funtor contravairante de la categoria
de monoides Mon a la catergoria k —LogSch de esquemas logaritmicos

sobre k: para cada morfismo de monoides P RN @ tenemos el morfimo

obvio de anillos k[P] LN k[Q] que hace el sigiente diagrama conmuta-
tivo:

|
kP) - k)

y entonces, aplicamos el functor Spec para obtener:

(Spec(k[g], k[P])) : (Spec(k[Q], Qy))— (Spec(i[P], Px))
de esquemas pre-logaritmicos y su correspondiente morfismo de esque-
mas logaritmicos:

(Spec(k[@], k[P]")) : (Spec(k[Q], Q)) — (Spec(k[F], P))

La estructura logaritmica P definida en Spec(k[P]) es llamada la es-
tructura logaritmica candnica en Spec(k[P]) sobre Spec(k[P]) y la de-
notaremos simplemente por Spec(P. — k[P]).

Esquemas logaritmicos afines De manera mas general, dado un
anillo logaritmico (A, M), es decir, un morfismo de monoides del ani-
llo A a el monoide M, considerando a A con su estructura de monoide
multiplicativo, le podemos asociar el esquema logaritmico Spec((A4, M))
tomando Spec(A) como esquema y como estructura logaritmica la ima-
gen inversa bajo el morfismo Spec(A) — Spec(Z[M]) con la estructura
canbnica logaritmica en Spec(Z[M]).

Esto define un funtor contravariente de la categoria de anillos lo-
garitmicos a la categoria de esquemas afines logaritmicos (dotados de
una carta global, como veremos més adelante).

Ejemplos

Example 0.65 (Esquemas con divisores de curzamientos normales).
Sea X un esquema regular y sea D C X un divisor. Definimos a la
estructura logaritmica Mp en X asociada al divisor D como:

MpU) :={g9 € Ox(U): g linpe Ox(U\ D)} C Ox(U).

Es decir, si j : (X — D) — X es la inclusién, entonces Mp = j.O%_ N
Ox. El morfismo estructural estda dado por la inclusion, lo que hace de
M p sea una estructuras pre-logaritmica. Para ver que es en efecto una
estructura logaritmica basta notar que toda g € O% esta trivialmente
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incluida en Mp. El caso en que D sea un divisor con cruzamientos nor-
males es especial. D es la union de divisores suaves D; parat = 1,...,n.
Dotamos a X de la extructura logaritmica anterior que tambien puede
ser descrita como la inducida por la imagen directa bajo la inclusién
X \ D — X de la estructura logaritmica trivial en el abierto X \ D;
esto es Mx := Ox N j*(’)}\ p- Por ser D divisor de curzamientos nor-
males, podemos ver que localmente, en donde las D; tienen ecuaciones
fi, la estructura logaritmica esté definida como la imégen inversa de la
estructura canénica en Spec(Z[N"]) — I'(X, Ox) mandando ¢; a f;.

Mas adelante veremos que en este caso el esquema logaritmico es log-
suave. De hecho, la razén por la que es conveniente usar la cohomologia
étale (en vez de la de Zariski) es porque el concepto de cruzamientos
normales es en la topologia étale.

Example 0.66 (Puntos logaritmicos). Un punto logaritmico, o log-
punto, es un esquema logaritmico cuyo esquema asociado es el espectro
de un campo. Asi su gavilla de monoides estd dada por un monoide y su
morfimo estrucural es un morfismo de monoides P — k£ de un monoide
a la estructura multiplicativa de k. Como P* es isomorfo a k£* tenemos
que Py P/P* inducesn la misma estrucutra logaritmica, lo que puede
ser expresado como P x k* con p filoso (sharp) .

Cartas Una nocion muy 1til es la de cartas para esquemas logaritmi-
cos y para morfimos entre esquemas logaritmicos. Esto usa esquemas
logaritmicos elementales y nos da modelos para estructuras logaritmi-
cas en esquemas.

Definition 0.67 (Cartas en esquemas logaritmicos). Sea (X, M) un
esquema logaritmico. Una carta ¢ sde (X, M) sobre un monoide P es
un morfismo exacto entre esquemas logaitmicos:

(X, M) < (Spec(P — Z[P))).

Dar una carta es equvalente a dar un morfismo de gavillas de mo-
noides Py - M (o también a dar un morfismo de monoides P —
['(X, M)) induciendo un isomorfismo en las estructuras logaritmicas
asociadas.

Asi si ¢ es una carta, el esquema X estd dotado con la estructu-
ra logar@®itmica que es la imagen invesa de la estructua logaritmica
candnica en Spec(Z[P)).

Definition 0.68 (Cartas en abiertos étales). Si U — X es un abierto
en el sitio étale X, una carta de (X, M) en U sobre el monoide P es
una carta (U, My ) sobre el monoide P.
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Definition 0.69 (Cartas de Morfismos de esquemas logaritmicos). Sea

(X, M) REN (Y, N') un morfismo de esquemas logarftmicos; una carta
(f, @) sobre el morfismo u : @@ — P es un diagrama conmutativo:

Qx —— Py

|

-1
f N—>¢ M

Si U es un esquema étale sobre X, una carta (f;¢) sobre U sobre
u: @Q — P es una carta (fy, ¢y) sobre Q = P.

Una carta u : Q@ — P de (f,¢) es clara (neat) en x € X, si u9 es
inyectiva y Coker(U?) — C%)y = Coker(Cy/, — C¥/,) es un isomor-
fismo.

Como nota mental tenemos que morfismos de esquemas logaritmicos
finos aceptan localmente fppf-cartas claras.

Tipos especiales de estructuras logaritmicas

Definition 0.70. Una estructura logaritmica M en un esquema X se
dice coherente, fina, fina y saturada (denotada por fs) si localmente
(étale), existen cartas de MM con monoides que son respectivamente
finitamente generados (f.g.), integrales y finitamente generados e inte-
grales y saturados. Usamos-la misma terminologia para esquemas con
este tipo de estructuraslogaritmicas. Indicamos a estas categorias por
LogSch, LogSch’, LogSch’*.

En estas definiciones no especificamos con qué topologia estamos
pensando el concepto de “local”; hay al menos dos casos que merecen
ser mencionados: la topolgia de Zariski (o el sitio de Zariski), y la to-
pologia étale (o en el sitio étale). De hecho el caso del sitio de Zariski
podemos también definir la cataegoria LogSch como la categoria de
espacios anillados logaritmicos localmente isomorfos al especto de ani-
llos logaritmicos. En muchas aplicaciones es sin embargo 1til considerar
la topologia étale y nosotros pensaremos generalmente que este es el
caso.

Proposition 0.71. La inclusion de categorias:
LogSch/ — LogSch

admite un adjunto derecho definido en esquemas logaritmicos con cartas
globales:

(X, M) — Spec(k[P])
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En efecto, si (X, M) es un esquema logareitmico con una carta glo-
bal:
(X, M) — Spec(k[P])
denotamos por (X M) a el esquema logaritmico fino asociado en
dénde X 1= X Xgpecqup) SPec(k[P™]) y M™ es la estructura lo-
gareitmica definida tomando la proyeccion caneonica

X™ — Spec(k[P™])

como una carta. El morfismo canénico (X, M™) — (X, M) da, por
composicién, una biyeccion:

HomLogSchf (V. N), (X, M) = Homy gegch (Y, N), (X, M)
para cualquier esquema logaritmico fino (Y, ).

Corollary 0.72. El morfsimo canonico es una inmersion cerrada.
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