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Definition
Sean ¢,1 : G — R" dos soluciones o indices. Diremos que
&= (P1,02,. . ¢n) Yy ¥ = (V1,%2,...,1¥,) dan el mismo ranking (PIR)

si y sélo si para todo juego v, y cualesquiera dos jugadores i, J,

oi(v) > ¢j(v)si y sélo si i(v) > ¥j(v).

. R, o : : :
Escribiremos ¢ = 1) para indicar que las dos soluciones tienen el mismo

PIR.
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» Definition
Sean ¢, : G — R" dos soluciones o indices. Diremos que

&= (1,02, .,¢n) y ¥ = (V1,%2,...,1¥,) dan el mismo ranking (PIR)

si y sélo si para todo juego v, y cualesquiera dos jugadores i, J,
@i(v) > ¢j(v)si y sélo si i(v) > ¥j(v).

. PIR o . . .
Escribiremos ¢ = 1) para indicar que las dos soluciones tienen el mismo
PIR.
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» Definition
Sean ¢, : G — R" dos soluciones o indices. Diremos que

&= (1,02, .,¢n) y ¥ = (V1,%2,...,1¥,) dan el mismo ranking (PIR)

si y sélo si para todo juego v, y cualesquiera dos jugadores i, J,
@i(v) > ¢j(v)si y sélo si i(v) > ¥j(v).
. PIR . . . .
Escribiremos ¢ = 1) para indicar que las dos soluciones tienen el mismo

PIR.
>
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» Definition
Sean ¢, : G — R" dos soluciones o indices. Diremos que

&= (1,02, .,¢n) y ¥ = (V1,%2,...,1¥,) dan el mismo ranking (PIR)

si y sélo si para todo juego v, y cualesquiera dos jugadores i, J,
@i(v) > ¢j(v)si y sélo si i(v) > ¥j(v).

Escribiremos (,ZSPLR’J) para indicar que las dos soluciones tienen el mismo
PIR.

» Definicién
Sean ¢, : G — R" dos indices. Diremos que ¢ y 1) difieren en a lo
mas una constante s/ existe una funcién k : G — R tal que, para todo
juego v, y todo jugador i

$i(v) = ti(v) = k(v).

P
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Teorema

Sea v : G — R" una solucién lineal simétrica arbitraria. Entonces existe

una dnica solucion ¢ : G — R" la cual es lineal, simétrica y eficiente que
difieren en a lo mds en una constante con 1.
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» Teorema
Sea 1) : G — R" una solucién lineal simétrica arbitraria. Entonces existe
una tnica solucién ¢ : G — R" la cual es lineal, simétrica y eficiente que
difieren en a lo mds en una constante con .
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» Teorema
Sea 1) : G — R" una solucién lineal simétrica arbitraria. Entonces existe
una tnica solucién ¢ : G — R" la cual es lineal, simétrica y eficiente que
difieren en a lo mds en una constante con .
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» Teorema
Sea 1) : G — R" una solucién lineal simétrica arbitraria. Entonces existe
una tnica solucién ¢ : G — R" la cual es lineal, simétrica y eficiente que
difieren en a lo mds en una constante con .

» Corollary

Existe una dnica solucién ¢ : G — R" la cual es lineal, simétrica, eficiente
y que difiere en a lo mas en una constante con el valor de Banzhaf B.

Ademads, ésta esta dada por,
v(N 1
) s S 5)[W(S) ~ V(N S)]

S3i

pi(v) =

L. Hernandez-L y F. Sa -Sal Ranking y valores para juegos de equipo




Ranking de Poder

Juegos de Equipo

Juegos en Gs @G R
Referencias

Ranking de Poder

» Teorema
Sea 1) : G — R" una solucién lineal simétrica arbitraria. Entonces existe
una tnica solucién ¢ : G — R" la cual es lineal, simétrica y eficiente que
difieren en a lo mds en una constante con .

» Corollary

Existe una dnica solucién ¢ : G — R" la cual es lineal, simétrica, eficiente
y que difiere en a lo mas en una constante con el valor de Banzhaf B.

Ademads, ésta esta dada por,
v(N 1
) s S 5)[W(S) ~ V(N S)]

S3i

pi(v) =

» Esta solucién es el prenucleolo de minimos cuadrados considerada en
Ruiz et al. (1996)).
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Corollary
Sea
pi(v) =Y rv(SU{i}) — v(S)]
SHi
una solucion arbitraria lineal, simétrica que satisface nulidad entonces, la
dnica solucion lineal, simétrica eficiente con el mismo PIR que v
estd dada por

31(0) = 0 S0 ) [(S) — tosv(NV\ 5)]

S3i

donde
fe—1+1s

n

ts =
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Teorema

Sean ¢ y 1 dos indices lineales simétricos. Entonces QSP:IRz/J implica que
. uptok ., .

existe A > 0 tal que ¢ iz M. El reciproco también es cierto.

En otras palabras, dos indices lineales simétricos, ¢ y 1), ordenan a todos
los jugadores, en todos los juegos, en el mismo orden, si y sélo si existe
una funcién k : G — R" y una constante positiva A, tal que

¢i(v) = Ai(v) + k(v)

para todo v y todo i.
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» Paratodas:1,...,n, sea

Gs={veG| v(S)=0if |S| # s},
jugadores.

a los elementos de G; los llamamos “juegos de equipo” con
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» Paratodas:1,...,n, sea
Gs={ve G| v(S)=0if |S| # s},

a los elementos de G los llamamos “juegos de equipo” con s
jugadores.

» Ejemplo del basketball
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» Paratodas:1,...,n, sea
Gs={ve G| v(S)=0if |S| # s},

a los elementos de G los llamamos “juegos de equipo” con s
jugadores.

» Ejemplo del basketball
> N conjunto de jugadores de la NBA.
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» Paratodas:1,...,n, sea
Gs={ve G| v(S)=0if |S| # s},

a los elementos de G los llamamos “juegos de equipo” con s
jugadores.

» Ejemplo del basketball

> N conjunto de jugadores de la NBA.
> s=25.
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» Paratodas:1,...,n, sea
Gs={ve G| v(S)=0if |S| # s},
a los elementos de G los llamamos “juegos de equipo” con s

jugadores.

» Ejemplo del basketball

> N conjunto de jugadores de la NBA.
> s=05.
> v(S) estimacién de la calidad del equipo S.
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» Paratodas:1,...,n, sea
Gs={ve G| v(S)=0if |S| # s},

a los elementos de G los llamamos “juegos de equipo” con s
jugadores.

» Ejemplo del basketball
> N conjunto de jugadores de la NBA.
> s=25.
> v(S) estimacién de la calidad del equipo S.
> Ip(v) ranking de los jugadores.
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» Ejemplo del Poker

» N ={1,...,n} conjunto de cartas.
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» Ejemplo del Poker

» N ={1,...,n} conjunto de cartas.
> s=05.

> v(S) valor de la mano S de poker.
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» Ejemplo del Poker

N ={1,...,n} conjunto de cartas.
s =5.

v(S) valor de la mano S de poker.
lo(v) valor de las cartas en el poker.

Yy vV VY
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» Ejemplo del Poker

N ={1,...,n} conjunto de cartas.
s =5.

v(S) valor de la mano S de poker.
lo(v) valor de las cartas en el poker.

Yy vV VY

» Ejemplo del remo
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» Ejemplo del Poker

» N ={1,...,n} conjunto de cartas.
> s=05.

> v(S) valor de la mano S de poker.
> lp(v) valor de las cartas en el poker.

» Ejemplo del remo

» N ={1,...,n} conjunto de remeros de un pais.
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» Ejemplo del Poker

» N ={1,...,n} conjunto de cartas.
> s=05.

> v(S) valor de la mano S de poker.
> lp(v) valor de las cartas en el poker.

» Ejemplo del remo

» N ={1,...,n} conjunto de remeros de un pais.
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» Ejemplo del Poker

N ={1,...,n} conjunto de cartas.
s =5.

v(S) valor de la mano S de poker.
lo(v) valor de las cartas en el poker.

Yy vV VY

» Ejemplo del remo

» N ={1,...,n} conjunto de remeros de un pais.

> v(S) mejor tiempo del equipo S.
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» Ejemplo del Poker

N ={1,...,n} conjunto de cartas.
s =5.

v(S) valor de la mano S de poker.
lo(v) valor de las cartas en el poker.

Yy vV VY

» Ejemplo del remo

N ={1,...,n} conjunto de remeros de un pais.
s=2.

v(S) mejor tiempo del equipo S.

lh(v) ranking de los remeros.

Yy VvV VY
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» Sea | : G — R" dado por

h(v) = n% S v(S).
(1)

S3i
s—1

| es una solucidn lineal simétrica. Adema3s, ﬁl difiere en a lo mas
en una constante con la restriccién del valor de Shapley a G;.
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» Sea | : G — R" dado por

h(v) = n% S v(S).
(1)

S3i
s—1

| es una solucidn lineal simétrica. Adema3s, ﬁl difiere en a lo mas
en una constante con la restriccién del valor de Shapley a G;.
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PIR para juegos de equipo
» Sea | : G — R" dado por
h(v) = %ZV(S).
S53i
(:71)

| es una solucién lineal simétrica. Ademas, ﬁl difiere en a lo mas
en una constante con la restriccién del valor de Shapley a G;.

» Teorema
Sea ¢ : G — R" un indice lineal simétrico, entonces ¢ tiene el mismo
PIR que €ly donde e = —1,0 o 1.
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PIR para juegos de equipo
» Sea | : G — R" dado por

h(v) = % S v(S),
(1)

S3i
s—1

| es una solucién lineal simétrica. Ademas, ﬁl difiere en a lo mas
en una constante con la restriccién del valor de Shapley a G;.

» Teorema
Sea ¢ : G — R" un indice lineal simétrico, entonces ¢ tiene el mismo
PIR que €ly donde e = —1,0 o 1.

'S
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» Sea | : G — R" dado por

W) = n% S v(S),
oy

S3i
s—1

| es una solucidn lineal simétrica. Adema3s, ﬁl difiere en a lo mas
en una constante con la restriccidon del valor de Shapley a G;.

» Teorema

Sea ¢ : G — R" un indice lineal simétrico, entonces ¢ tiene el mismo
PIR que €ly donde e = —1,0 o 1.

» Remark

Todo juego de equipo v € G tiene asociado en forma natural un tnico
(salvo por el signo) indice de poder para sus jugadores.

L. Hernandez-L
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The Poker example (cont.): Para un juego de poker v € G22, el indice
I : G2 — R52 da el indice de las cartas. Como suponemos que todos los
palos tienen el mismo valor, podemos pensar que / toma valores en R'3.
El ranking de las cartas es:

1)
0.236088
0.128311
0.066628
0.029374
0.005330
-0.012679
-0.027257
-0.040026
-0.051830

-0.063794

-0.076991
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» Sea v € GV un juego arbitrario, entonces si el jugador n abandona el

juego obtenemos el juego Rv € GSN\{"} al restringirlo: para
Sc{1,2,...,n—1} sea Rv(S) := v(S5).
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Retirando jugadores del juego

» Sea v € GV un juego arbitrario, entonces si el jugador n abandona el

juego obtenemos el juego Rv € GSN\{"} al restringirlo: para
Sc{1,2,...,n—1} sea Rv(S) := v(S).

» La férmula para calcular el PIR de v € GV,

H(v) = e S (S)
(+3)

S$3j

para j € N.
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» Mientras que para Rv € GN\{"} | suponiendo que salen los jugadores
PCN.

GN\P(RV):%H S vs),
( s—1 > 53
SCN\P

para j € N\ P.
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» Mientras que para Rv € GN\{"} | suponiendo que salen los jugadores
PCN.

GN\P(RV):%H S vs),
( s—1 > 53
SCN\P

para j € N\ P.
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Retirando jugadores del juego

» Mientras que para Rv € GN\"} suponiendo que salen los jugadores

PCN.
N\P - 1
Ij (Rv)—n_—p_2 Z V(5)7
s—1 S3)
SCN\P
para j € N\ P.
» Teorema

Fijo un jugador k € N. Sea u € RN y x € RVN\k} vectores arbitrarios. Si
2 <'s < n— 2, entonces existe un juego de equipo v € GN tal que:
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Retirando jugadores del juego

» Mientras que para Rv € GN\"} suponiendo que salen los jugadores

PCN.
N\P - 1
Ij (Rv)—n_—p_2 Z V(5)7
s—1 S3)
SCN\P
para j € N\ P.
» Teorema

Fijo un jugador k € N. Sea u € RN y x € RVN\k} vectores arbitrarios. Si
2 <'s < n— 2, entonces existe un juego de equipo v € GN tal que:

> el ranking de los jugadores para v esta dado por el vector u; y
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Retirando jugadores del juego

» Mientras que para Rv € GN\"} suponiendo que salen los jugadores

PCN.
N\P - 1
Ij (Rv)—n_—p_2 Z V(5)7
s—1 S3)
SCN\P
para j € N\ P.
» Teorema

Fijo un jugador k € N. Sea u € RN y x € RVN\k} vectores arbitrarios. Si
2 <'s < n— 2, entonces existe un juego de equipo v € GN tal que:

> el ranking de los jugadores para v esta dado por el vector u; y
> si el jugador k abandona el juego, entonces el ranking para el juego

restringido, Rv, a N \ {k} estd dado por x.
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Ejemplo del remo (continua)
Supongamos los siguientes tiempos para cada par de remeros:

v({1,5) = 626
v({2,5}) = 6.6
v({3,5}) = 6.66
)= 6.86
{1.2})= 654
)
)

(

(

( = 65
v({1,4)) = 6.46

(

(

(

{2,3)= 6.46
v({2,4}) = 642
v({3,4))= 638
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Entonces, )
I(v) = 5(25776,25788,26726712726724)7

de donde,
1<2<3<4<5

lo cual significa que el equipo olimpico debe constituirse con los remeros
{1,2,3} en ese orden.

Si k = 5 abandona, entonces
1
I(Rv) = 5(19,57 19,42,19,34,19,26).

Asi el nuevo ranking es 1 > 2 > 3 > 4. Y de esta forma, el nuevo equipo
olimpicoo debe tener a los remeros {4, 3,2} en ese orden.

L. Hernandez-L y F. Sa -Sal Ranking y valores para juegos de equipo




Ranking de Poder
Juegos de Equipo PIR para juegos de equipo
Juegos en Gs @G R Retirando jugadores del juego
Referencias
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» Para un juegos de equipo v € G, definimos el juego de equipo
Fv e GSN_\I{"} por
Fv(T)=v(T U{n})
para todo T C N\ {n}. Fv es un juego donde el jugador n participa
en toda coalicidn sin estar registrado”; Rv € GSN\{"}, como antes, es
el juego restringido. Entonces,
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» Para un juegos de equipo v € G, definimos el juego de equipo
Fv e GSN_\I{"} por
Fv(T)=v(T U{n})
para todo T C N\ {n}. Fv es un juego donde el jugador n participa
en toda coalicidn sin estar registrado”; Rv € GSN\{"}, como antes, es
el juego restringido. Entonces,
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Retirando jugadores del juego

» Para un juegos de equipo v € G, definimos el juego de equipo
Fv e GSN_\I{"} por
Fv(T)=v(T U{n})

para todo T C N\ {n}. Fv es un juego donde el jugador n participa
en toda coalicidn sin estar registrado”; Rv € GSN\{"}, como antes, es
el juego restringido. Entonces,

>

Teorema

(n—2)IN(v) = (n—s — 1)IN\ " (Ry) + (s — DIV (Fy).
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¢:G PR —R"

» En esta seccién estudiamos juegos (v, c) € Gs @ R y soluciones
que son lineales simétricas. Sea 1 < s < n.

5
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Juegos en Gs ® R

¢:G PR —R"
>

» En esta seccién estudiamos juegos (v, c) € Gs @ R y soluciones
que son lineales simétricas. Sea 1 < s < n.

5
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Juegos en Gs ® R

» En esta seccidn estudiamos juegos (v, c) € Gs @ R y soluciones
$:GOR—-R"
que son lineales simétricas. Sea 1 < s < n.
» Definicién
Para x € R" y S C N definimos

x(S) = Z X;.

ieS
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Juegos en Gs ® R

» En esta seccidn estudiamos juegos (v, c) € Gs @ R y soluciones
$:GOR—-R"
que son lineales simétricas. Sea 1 < s < n.
» Definicién
Para x € R" y S C N definimos

x(S) = Z X;.

ieS
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Juegos en G & R

» En esta seccidn estudiamos juegos (v, c) € Gs @ R y soluciones
$:GOR—-R"
que son lineales simétricas. Sea 1 < s < n.
» Definicién
Para x € R" y S C N definimos

x(S) = Z X;.

ieS

» Teorema
El espacio de soluciones lineales simétricas ¢ : Gs ® R — R" es de
dimension 3. Mas atin, su expresion general esta dada por

¢i(v,c) =Ac+BY v(S)—C> v(S)
S53i SFi
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Juegos en Gs ® R

» Definicidn

(Axioma de eficiencia) La solucion ¢ : Gs & R — R”" se dice eficiente si

o(v,c)- 1,=c¢

(=)

o =
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Juegos en Gs ® R

» Definicidn

(Axioma de eficiencia) La solucion ¢ : Gs & R — R”" se dice eficiente si

o(v,c)- 1,=c¢
>

(=)

o =
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Juegos en G & R

» Definicién
(Axioma de eficiencia) La solucion ¢ : Gs ® R — R" se dice eficiente si

o(v,c)- 1,=c.

» Teorema
El espacio de soluciones lineales simétricas y eficientes

¢:GOR > R"

es de dimension 1. Su expresion general esta dada por

ZULEERSY ) LR B

n—s
$3i SHi

para cada (v, c) € Gg 69 R, .., n, con A € R arbitrario.
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Definicién
Dado un vector x € R" y un entero s : 1,..., n definimos un juego, x*
como sigue:
X(S) if|S|=s;
. { (S) S|
0
Ndtese que X = __; x°.

if |S| # s.

«O>» «F»r « > < r = Al



Ranking de Poder
Juegos de Equipo
Juegos en Gs B R
Referencias

Problema de bancarrota

Juegos en Gs ® R

» Definicién
Dado un vector x € R" y un entero s : 1,..., n definimos un juego, x°,
como sigue:

e [ R(S) if|S|=s;
X(S)_{ 0 if|S|#s.

Nétese que X = Y_7_, x°.
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Juegos en Gs ® R

» Definicién
Dado un vector x € R" y un entero s : 1,..., n definimos un juego, x°,
como sigue:

e [ R(S) if|S|=s;
X(S)_{ 0 if|S|#s.

Nétese que X = Y_7_, x°.

L. Hernéndez-1 da y F. Sanchez-Sanck Ranking y valores para juegos de equipo




Ranking de Poder
Juegos de Equipo
Juegos en Gs B R
Referencias

Problema de bancarrota

Juegos en Gs ® R

» Definicién
Dado un vector x € R" y un entero s : 1,..., n definimos un juego, x°,

como sigue:
siev | R(S) if|S|=s;
X(S)—{ 0 if|S|#s.

Nétese que X = >7_, x°.

» Definicién
(Axioma de Naturalidad) La solucion ¢ : Gs & R — R" se dice natural si
d(x%,x - 1,) = x.

para todo x € R".
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Juegos en G & R

Teorema
El espacio de soluciones lineales simétricas y naturales

¢: G DR — R"
es de dimension 1. Su expresion general esta dada por

S c) — XM, 1oar x(N)

n n n n

para o € R arbitraria.

L. Hernandez-L y F. Sa -Sa Ranking y valores para juegos de equipo
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Juegos en G & R

Teorema
Existe una dnica solucion v : Gs ® R — R" la cual es lineal, simétrica,
eficiente y natural. Esta esta dada por

c n-—1 v(S v(S
¢;(V,C):;+ _ Z (s)fz ()

(s) S3i s3 1T S

para todo (v,c) € Gs®R, i:1,... n.
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Juegos en G & R

Ejemplo del Europass.

v

Se eligen s paises europeos (donde s = 3,4 o0 5) de un conjunto N.

v

v(S) ndmero de viajeros que selecciona a S C N, para viajar d dias
en los paises de S.

v

¢ es el monto total recolectado en la venta de Europass.

v

La solucién ¢ : Gs ® R — RN asigna a (v, ¢) un vector ¢(v, c)
donde ¢j(v, c) es el monto que le corresponde al pais j.
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Problema de bancarrota

» Recordemos que Gj consiste de los juegos que sélo pueden tener
valores difentes de cero en coaliciones de cardinalidad uno. Asi, es
natural identidarlo con R™: x({i}) = x;.
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Problema de bancarrota

» Recordemos que Gj consiste de los juegos que sélo pueden tener
valores difentes de cero en coaliciones de cardinalidad uno. Asi, es
natural identidarlo con R™: x({i}) = x;.

Interpretamos a x; como el monto que demanda el j-ésimo acreedor.

Todos los resultados de la seccién anterior se aplican a los juegos de
bancarrota.
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Problema de bancarrota

» Recordemos que Gj consiste de los juegos que sélo pueden tener
valores difentes de cero en coaliciones de cardinalidad uno. Asi, es
natural identidarlo con R": x({i}) = x;.

» Definicién
Un juego de bancarrota es un elemento (x, c) € G; ® R tal que

x(N) = znjx,- >c.
i=1

Interpretamos a x; como el monto que demanda el /-ésimo acreedor.

Todos los resultados de la seccidén anterior se aplican a los juegos de
bancarrota.
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Problema de bancarrota

» Hay un espacio de dimensién 3 de las soluciones lineales simétricas
¢ : Gi @R — R” para problemds de bancarrota. La expresion
general para tales soluciones esta dada por

oi(x,¢) = ac+ Bx; +yx(N), i:1,....n;

para a, 3,7 € R arbitrarias.

Ranking y valores para juegos de equipo
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» Hay un espacio de dimensién 3 de las soluciones lineales simétricas
¢ : Gi @R — R” para problemds de bancarrota. La expresion
general para tales soluciones esta dada por

oi(x,¢) = ac+ Bx; +yx(N), i:1,....n;
para a, 3,7 € R arbitrarias.
> Eficiecia (es decir, ¢(x,c) - 1, = c) significa que el valor de todos

los bienes remantes, c, se divide entre los acreedores. Hay un espacio
unidimensional de soluciones lineales simétricas y eficientes dado por

x(N)

qS,-(x,c)z%—}-)\(x,-— ), i:1l,....m

para A € R arbitraria.
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Problema de bancarrota

» Naturalidad (i.e., ¢(x,x - 1,) = x) es el axioma que dice que si el
total de reclamaciones es igual al monto de recuperacién entonces
cada acreedor debe recibir lo que el reclama. Hay un espacio
unidimensional de soluciones naturales, lineales y simétricas para el
problema de bancarrota. Estas soluciones estan dadas por

gf)(x,c):x—ﬁ—%(c—x- 1,) 1,

para a € R arbitraria.
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Problema de bancarrota

» Naturalidad (i.e., ¢(x,x - 1,) = x) es el axioma que dice que si el
total de reclamaciones es igual al monto de recuperacién entonces
cada acreedor debe recibir lo que el reclama. Hay un espacio
unidimensional de soluciones naturales, lineales y simétricas para el
problema de bancarrota. Estas soluciones estan dadas por

gf)(x,c):x—ﬁ—%(c—x- 1,) 1,

para a € R arbitraria.
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Problema de bancarrota

» Naturalidad (i.e., ¢(x,x - 1,) = x) es el axioma que dice que si el
total de reclamaciones es igual al monto de recuperacién entonces
cada acreedor debe recibir lo que el reclama. Hay un espacio
unidimensional de soluciones naturales, lineales y simétricas para el
problema de bancarrota. Estas soluciones estan dadas por

1—
¢Um):x+Lij@—x-h)h
para a € R arbitraria.

» Corollary
Exste una dnica solucién al problema de bancarrota que es lineal,
simétrica, eficiente y natural. Esta esta dada por

N
¢f(x,c):5+x,-—ﬂ, i:1,...,n.
n n
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