Definicion 1. Un juego es una pareja (N, v), donde N = {1,...,n}
es un conjunto finito y

v:2Y 3R

tal que v(P) = 0.

v(S) ganancia conjunta que obtiene la coalicién S si esta se forma.
Problema:

vi—s e RY



CIMAT 1.1.

» Juegos de redes: sistema de riego, drenaje, sistema de agua potable,
teléfono, cablevision.
= Finanzas
Inversiones con rendimientos crecientes
Seguros
= Bancarrota
Racionamiento
Impuestos
Servicios
» Otros
Aeropuerto
Elevador
Profesor visitante



v

CIMAT 1.2.
Definicién 2. Una solucion es una funcion,
o:GYN - RY
1.3. . El valor de Shapley es la funcién Sh : GV — RY

definida por:
thn—1t—1)

Shi(N,v) = > — (v(T U {i}) —v(T))

TCN\{i}




v

CIMAT 1.4,

Definicién 3 (Eficiencia). Diremos que la solucién ¢ es eficiente
st Yy solo st

> pi(v) =v(N)

ieN
para todo v € G.

Definicion 4 (Simetria). Diremos que la solucion ¢ es simétrica
si y solo st

0 * p(v) = (6 % v)
para todo 8 € ©,v € G.



CIMAT

Definicién 5. Diremos que el jugador i es jugador nulo en v si
(S UA{i}) = v(S)
para todo S C N.

Definicién 6 (Nulidad). Diremos que la solucion ¢ satisface nul-
idad si p;(v) = 0 para todo jugador nulo en v.

Teorema 1 (Shapley,1953 ). Una solucion satisface los axiomas de
eficiente, simetria, aditividad y nulidad si y solo si es el valor de
Shapley.



Encontrar la descomposicion del espacio de juegos y del espacio de
pagos de tal manera que la descomposicion en bloques de cualquier
solucion lineal y simétrica sea los mas sencilla posible:

b M - X\, O 0 0-..- 0
N0 - 0 il oo ppily1 0o 0 )



CIMAT

Definicion 7. 51V es un espacio vectorial, H un grupo y se tiene
definida una operacion h-v conv € V y h € H entonces se dice V
es una representacion del grupo H. También se dice que H actia
linealmente en V.

Definicion 8. Se dice que V' es una representacion irreducible de
H si ningun subespacio propto de V' es invariante bajo H.

Definicion 9. Una transformacion hineal T : V. — W entre dos
representaciones de H es H-equivariante st y solo st

T(h-v)=h-(T(v))
para todo v € V' y toda h € H.



CIMAT

Teorema 2. (LEMA DE SCHUR) Sean V., W representaciones
irreducibles del grupo H. St ¢ : V. — W es H-equivariante,
entonces @ =0 o ¢ es un 1somorfismo.

Ademas, si V. y W son espacios vectoriales complejos, entonces
@ es unica salvo por multiplos por un escalar \ € C.

Corolario 1. Sea V' una representacion irreducible real, tal que
su complificacion VE€ =V @ C =V @iV sea también irreducible
(como una representacion compleja). Sea W una representacion
irreducible. St ¢ : 'V — W es equivariante, entonces ¢ es unica
salvo por multiplos por un escalar.



Se descompone el espacio de juegos y el de pagos en componentes
irreducibles bajo la accion del grupo .S,, de permutaciones del conjunto
de jugadores N. Después sélo se necesita aplicar el lema de Shur para
obtener la descomposicion en bloques.

1.5. . Sean

n

1:(’1,1,1.\..,T) e R"
A, ={(tt, ....t) e R"} =R1

AT ={zeR"|z-1=0}

Lema 1. La descomposicion de R", bajo S,,, en subespacios irre-
ducibles es

R” = A, ® A
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1.6. . Paracada j:1,...,n,
sea,

Gi={veG|vS)=0if |S|#3.}
entonces
n
G=a,
j=1
cada G; es invariante bajo S, y la descomposicion es ortogonal con
respecto al producto interno (v, w) = ) ¢y v(S)w(S).
Para cada j : 1,...,n se define ¢; € G; como sigue

_J LS =y,
Cﬂ'(s)_{o if | 5] £ 5.

Noétese que G, = Re,,.

10



CIMAT También, para cada 5 : 1,...,m — 1, y para cada = € Aﬁ, sea
x/ € G; dada por

g | x(S) if |S| =17,
“S)—{ 0 if |S] 47,

donde z(S) =), ¢ ;.

Proposicion 1. Para j < n,

Gi=C;oU;e W,
donde C; = Re; ~ R, U; = {2 | z € AL} ~ A y W, no
contiene sumandos isomorfos ni a R ni a A+. La descomposicion
es ortogonall.
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CIMAT Descomposicion del espacio de juegos

Sean

entonces

C:écj
j=1

n—1

12



(]

\7?

o

1

AT

Corolario 2.

m Toda solucion simétrica se anula en W'.
s dim§ = 2n — 1.

1.7. Cada solucion
simétrica ¢ € § queda determinada por cualquiera de sus coordenadas.
Tomamos su n-ésima. coordenada, ¢,,. Ademas, ¢,, es un funcional H,,-
invariante, donde H,, = {0 € S, | 0, = n} es el subgrupo de isotropia
de n. Esto es, sea

Hompy (G,R)={f: G —R| feslincaly f(6-v)= f(v),Yve G, yV0 € H

denota el espacio de funciones lineales H,,-invariantes sobre GG, entonces

13



Lema 2. El mapeo lineal § — Hompy (G,R) dado por ¢ — ¢, es
un 1somorfismo.

Para cada j < n, U; ~ A,y como A, es una representacion
-/ -/ —L
standard para H,, ~ S,_1, entonces U; ~ R @ A, ; (como una H"."
representacion). En efecto, el sumando trivial en U; es el espacio Rwy,
donde w € A esel vector w, = (1,1,...,1,1 —n).

14



CIMAT Teorema 3.

s Bl espacio de juegos G se descompone bajo H, como
G=CaTaV;
donde

n ., o c c 0
1. =D, C; (es una representacion trivial n-dimensional);

2. T = @7:—11 Rw’ es una representacién trivial bajo H, de
dimension n — 1;

3. V no contiene sumandos triviales;

» Cualquier f € Hompg (G,R) se anula en V, de aqui que
cualquier solucion simétrica ¢ € § queda determinada por los
valores de ¢,, en el subespacio trivial CHT de dimension 2n—1.

m La descomposicion es ortogonal.
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2.1.

Lema 3. Sea f € Homy (G,R). La solucion simétrica determina-
da por f es eficiente si y solo si

1. f(e¢;) =0, para todo j < mn; y

2. flen) = %

En particular, el conjunto de soluciones eficientes es un espacio
afin de dimension n — 1.

Corolario 3. La solucion igualitaria queda caracterizada univoca-
mente por eficiencia y simetria en el espacio de juegos simétricos.

Demostracion. Si restringimos una solucién ¢ al espacio de juegos
simétricos C', entonces eficiencia es equivalente a ¢,(c;) = %5]-71, es

decir, ¢(v) = @.D



Teorema 4. Las soluciones lineales simétricas y eficientes son las

o € 3§ de la forma
B1)  Gifv)=

) S =) [8.0(S) ~ Bt (N )
S31

donde s = |S| y Bs € R arbitrarias.
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CIMAT 3.1, . Basta tomar (8, = % y Bs = 0 en los

otros casos:
v(N) = 2 jen v({})

wi(v) = v({i}) +




3.2. . La combinacion lineal convexa de
dos soluciones corresponde a la combinacion lineal convexa correspon-
diente de los parametros, es decir, para las soluciones ¢” y ¢7, v el
numero real 6 € [0, 1]:

(1-— g)gpﬂ 107 = S0(1—9)5+97_

Ju, Borm y Ruys [4] prueban que el valor de consenso es el punto medio
entre el valor de Shapley y division de excesos. Asi,

o) 1T Sao({k)

iz [o{i}) =TT [ Y, (1-8)[B:0(S)—Ba-st(N\S))
S34,|S|#n,n—1,1

De la misma forma se puede encontrar una expresion para el valor

de consenso generalizado, basta reemplazar 8; = =4 + n(n9—1) y Bs =

n
0(s—1)!(n—s—1)!
n!

para s = 2,..,n — 1, en (3.1).
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3.3. . Nowak y Radzik |7] definen, para cualquier
coalicion no vacia T' y cualquier juego v € G,
” 1
ANT) = ;Z o(T) — v(T\{k})]
keT

el valor solidaridad para el jugador <,

— I+ = 1)
32 o) = 32 ORI gy
T3i
Lo caracterizan con los axiomas de eficiencia, simetria y A-nulidad.
Efectivamente, si expandemos (3.2) obtenemos que el coeficiente de
v(T), para una coalicién T' que no contiene a 7, s <n_57;1>!3!3}r1. Asi,

este coeficiente corresponde a sf; en (3.1), y de esta forma

(n—s-1l(s—1)!
bs = (fo—l— 1)n!




CIMAT 10 que da una expresién alternativa para (3.2):

v(N n—s)l(s— 1! |v(S v(N\S
o B )

S31,5#N
Mas atun, el valor de solidaridad no es auto dual ya que 35 # B, —s.



v

CIMAT 3.4.

\i(v) = +— > (n—s)w(S) =) sv(S)
_Saz' S

1
n2n—2 0

Corresponde a los parametros (5 =



Proposicion 2. El espacio de soluciones simétricas nulas (N LS(G))
es n-dimensional. La formula general para tales soluciones esta

dada por:
$i(v) =Y _rs[(SU{i}) — v(S)].
S%i
para ro,...,rn—1 € R arbitrarias y donde s = |S]|.
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CIMAT 3.6. . El valor de Banzhaf B es la funcién
dada por:

Bi(N,v) = —— 3" (T U {i}) — o(T))

2n—1
TCN

Teorema 5 (Lehrer,1988). ¢ satisface los axiomas de nulidad, simetria,
linealidad y reduccion si y solo si ¢ es el valor de Banzhaf.
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4.
Corresponde al funcional fg, € Homp, (G, R) tal que

- fSh(cn) — %7
. fSh(cj) — 07 ] <n,y

n fSh(w]) — —1, ] < n.

Shi) = ST ET V=90 6y vy 9]

n!
S>1



. dea
SR — G
el mapeo que manda al vector z en el juego

S+ x(S) :in

1€S5
Sea ((,)) un nuevo producto interior sobre G definido como sigue:
= En C se define declarando los juegos {cy, o, . .. ,cn_l,/l\} ortogo-
nales, y de magnitud /n.
= En cada U;
1

(& y7)) =
para todo z,y € A+
= Se establece que U; L Uj, para @ # j.

n—lx.y



CIMAT

x Sea ((,)) =(,) en W.

Teorema 6. El valor de Shapley queda caracterizado por ser la
adjunta, con respecto a {{,)), del mapeo x — Z.

Comentario. Dada cualquier solucion simetrica y eficiente ¢, para
la cual ¥,(w’) < 0, para toda j, se puede encontrar un producto
interno positivo invariante en G de tal manera que v sea la adjunta

de”.
5.
El operador dualidad * : G — G se define por
(*x0)(S) =v(N)—v(N \ 9).

Definicion 10. Una solucion simétrica ¢ € § se dice ser

w quto dual, si ¢(xv) = @(v) para todo v € G;
x anti auto dual, si p(xv) = —@(v) para todo v € G.



Corolario 4. El espacio de soluciones simétricas eficientes y auto

duales tiene dimension [@] Todas las soluciones de este espacio

2
son de la forma

YY) S st o) — v\ )

NEY)

¢i(v) =

conts =1,_s.
Proposicion 3. La solucion simétrica, que satisface nulidad f(v) =
ngn rs (S U{n}) —v(S)| es auto dual (resp., anti auto dual) si

y solo st r; =1r,_;_1 (resp., r; = —Tp_j_1), para j < n.
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6.

El Kernel comun de todas las soluciones lineales simétricas es W, es
decir,

(kerp =W.
PES

Proposicion 4. El Kernel comun de todas las soluciones lineales,
simétricas y eficientes es

Cir®---C, 1 W.
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CIMAT

6.1. . Sea ¢ : G" — R" una solu-
ciéon simétrica. Esta queda univocamente determinada por los niimeros

a; = qbn(ci)a bj — ¢n(wj)°

Proposicion 5. El kernel de ¢ consiste de todos los juegos c+u—+
weCaUaW, tales que
2 (¢,cy) =0, donde cy = ., HSTZHQCZ

.y = Z;:ll Z‘;, con z; € A tal que >_;biz; =0.

mw € W es arbitraria.
Corolario 5. El kernel del valor de Shapley consiste de los juegos
ctu+weC oUW, tales que

mCC 0169---@Cn_1.

"y = Z;:ll 2}, con zj € Ay tal que Y z; = 0.

mw € W es arbitraria.
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