1.61. Considere el sistema

ar+by = 1
cx+dy = 0
Muestre que si ad — be # 0, el sistema tiene solucién tinica = = d/(ad — be), y = —c/(ad — be). Demostrar ademés

que si ad —bc =0, ¢ # 0 o d # 0, entonces el sistema no tiene solucion.

Solucién. Denotemos Lj, Lo la primera y segunda ecuacién respectivamente. Suponer ad — bc # 0. Si a # 0,
aplicando la operacién elemental Ly — Lo — (¢/a)L; (restarle a la segunda ecuacién (c/a) veces la primera) y
resolviendo el sistema escalonado correspondiente obtenemos = = d/(ad — be), y = —c¢/(ad — be). Si a = 0 entonces
ad — be # 0 = ¢ # 0. El resultado se sigue intercambando las ecuaciones y procediendo como en el caso anterior.

Suponer ahora ad — bc = 0. Si ¢ # 0, al aplicar la operacién elemental Ly — L — (a/c) Ly obtenemos la ecuacién
degenerada (b — ad/c)y = 1 < (ad — bc)y = —c. Sid # 0, al aplicar la operacién Ly — L; — (b/d)Ls obtenemos la
ecuacién degenerada (ad — be)z = d. Por lo tanto el sistema no tiene solucién.

1.63. Consiedre un sistema de ecuaciones lineales con el mismo niimero de ecuaciones que de incégnitas:

1121 + @122 + - F a1pTy, = by
a21%1 + A22%2 + - -+ + A2 Ty, = by
11 + Ap2Zo + -+ QpnTy = by

(i) Suponer que el sistema homogeneo asociado tiene unicamente la solucién cero. Muestre que el sistema inho-
mogéneo tiene solucién unica para cualquier eleccion de los b;.

(ii) Suponer que el sistema homogeneo asociado tiene una solucién distinta de cero. Muestre que existen algunas
b; para las cuales el sistema inhomogéneo no tiene solucién. Ademads demostrar que si el sistema inhomogéneo tiene
solucién, entonces tiene mas de una.

Solucién 1. Considerando la matriz de coeficientes A = (a;;) como un operador lineal A : K™ — K™ el problema se
resuelve facilmente aplicando el teorema de la dimensién:

(i) Si el sistema homogéneo tiene unicamente la solucidn trivial, es decir, Az =0 < & =0 € K™, entonces ker(A4) =
{0} y por el teorema de la dimensién A es biyectiva. Lo que significa que para cualquier b = (by,...,b,)T € K" existe
un tnico x € K" tal que Az = b.

(ii) Si el sistema homogéneo tiene una solucién distinta de cero, es decir, AZ = 0 para algin Z # 0, entonces
span{Z} C ker(A) = 1 < dimker(A). Por el teorema de la dimensién n > dim(ImA) = ImA es un subconjunto
propio de K", es decir, existe b = (by,...,b,)T € K™\ ImA. Entonces, el sistema Az = b no tiene solucién. Por
dltimo si el sistema inhomogéneo tiene una solucién = entonces, de la linealidad de A, x + A% también es solucién
para cualquier A € K™.

Solucién 2. Usando eliminacién Gaussiana: Sea Az = 0 es sistema escalonado asociado a Az = 0 donde A es
una matriz n-cuadrada triangular superior (las ultimas filas de A pueden ser 0). Denotemos por Fi,...,E) a las
operaciones elementales mediante las cuales se redujo Az = 0 a la forma escalonada Az = 0.

(i) Si Az =0 < x =0 € K", entonces el sistema Az = 0 es triangular = todas las entradas en la diagonal de A
son distintas de cero. Notar que el sistema escalonado asociado a Az = b es de la forma Az = b el cual tiene solucién
para cualquier valor de b. Az = b~ Az = b = el sistema Az = b tiene solucién para cualquier valor de b.

(ii) Sabemos que todo sistema homogéneo tiene la solucién cero. Por lo tanto si el sistema Az = 0 tiene una
solucién diferente de cero entonces tiene mas de una solucién = el sistema escalonado Az = 0 no es triangular
= la tltima fila de A es 0. Si b = (0,...,0,1)7 entonces el sistema Az = b no tiene solucién (pues su ultima
ecuacion es degenerada). Aplicando las operaciones E, L. L ET !'a Az = b obtenemos el sistema inhomogéneo
Ar=b~Az=b= Az =0 tampoco tiene solucién. Por ultimo, si el sistema inhomogéneo Az = b tiene una solucién



entonces z,, es una variable libre en Az = b y por lo tanto hay una infinidad de soluciones.

2.76. Sean u, v vectores en R", demuestre que si |(u,v)| = ||u||||v|| entonces u, v son linealmente dependientes.

Solucién. Si v = 0 el enunciado es trivial. Supongamos que u es distinto de cero, consideremos el polinomio
p(t) = ||v — tul|?. Si|(u,v)| = |Jul|||v]], es facil mostrar que t = (u,v)/||ul|? es una raiz de p(t) y por lo tanto

()
full

Notar que esta prueba funciona tambien para vectores en C”.
4.122. Demuestre que cualquier matriz real y simétrica es congruente a una matriz diagonal con solo 1s, , —1s, o Os
en la diagonal.

Solucién. Como A es real y simétrica, existe una matriz no singular P tal que D = PT AP es diagonal, D = diag(d;).
Definimos @ := diag(g;) donde

1 Sidizo
=1 sid#0

Entonces B := QT DQ = diag(¢?d;), donde

1 Sidi>0
@di=1{ -1 sid; <0
0 sidi=0

PQ es no singular y B = (PQ)TA(PQ). Por lo tanto B es una matriz diagonal con solo 1s, ,—1s, o 0s en la
diagonal y A es congruente a B.

5.106. Considere el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a 3 con coeficientes en R, P;(t).
Determinar si los vectores

u=t3 -4+ +3, v=>3+20+4t— 1, w=2>—t>—3t+5
son linelamente independientes o dependientes.

Solucién. Sea S = {t3,3,¢,1} base (ordenada) de Ps(t), es ficil demostrar que los vectores [u]s = (1,—4,2,3), [v]s =
(1,2,4,-1), [w]s = (2,—1,-3,5) son linealmente independientes en R* y por lo tanto u, v, w son linealmente
independientes en P3(t) (hemos hecho uso del isomorfismo P3(t) = R%, v +— [v]g)

Nota: de la misma manera podemos verificar independencia lineal para vectores en cualquier espacio vectorial de
dimension finita.

5.110. Suponer que (ai1,...,a1n), -, (@m1,--.,aGmn) son vectores linealmente independientes en K™, y suponer que
v1,...,V, son vectores linealmente independientes en un espacio vectorial V' sobre el campo K. Mostrar que los
vectores

W) =a11V1 + ...+ A1pUny .oy Wiy = QGp1U1 + .. + QmnUn



también son linealmente independientes.

Solucién. Sea A la matriz de m x n, A = (a;;). Entonces las filas A; = (a;1, ..., as,) son linealmente independientes
< el sistema ATx = 0 tiene tnicamente la solucién cero.
Sean A1,...,\, € K tales que 2111 Ajw; = 0, por definicién de los w; tenemos

m n n m
DoAY ae =30 (D Ay )y =0
i=1  j=1

j=1 =1

Como los v; son linealmente independientes,

m
Z)\iaij:O, jZl,...J’L
i=1

esto implica que el vector (A1, ..., \,,) es solucién al sistena ATz = 0 y por lo tanto \; = 0 para cada i.

5.148. Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre un campo K que a su vez es un espacio vectorial de
dimensién m sobre un subcampo F' (entonces V' también puede considerarse como un espacio vectorial sobre F').
Demostrar que la dimensién de V sobre F' es mn.

Solucién. Sea {v;}"_; una base de V sobre K y {k;}{*; una base de K sobre I'. Entonces los mn términos k;v;
forman una base V sobre F'. En efecto, para cada v € V existen Aq{,..., A, € K tales que v = Z?:1 Ajv; y para cada
A; existen i1, ..., fjm € F tales que Aj = 37" puj:k;. Por lo tanto

v= Z Ajvj = Z (Zﬂjiki)vj = Zuji(kivj)
j=1 i.j

j=1 =1

lo cual mustra que los k;v; generan a V sobre F. Ademés son linealmente independientes pues si p;; € F, 1 <1 <
m, 1 <j <mn son tales que >, ; uji(k;v;) = 0 entonces

Zﬂji(kivj) = Z (Zﬂjiki)’l}j =0

J

y la independencia lineal de {v;}7_, garantiza que

Zujikiz(), 1<j<n
i

y la independencia lineal de {k;}!", garantiza p;; = 0 para cada i, j.

5.122. Sean A y B dosmatrices de m x n. Demostrar que rank(A + B) < rank(A) + rank(B).

Solucién. Denotemos a las filas de A, B como A;, B; respectivamente. Es facil ver que
span{A; + B;} C span{A4;} + span{B;} = dimspan{4; + B;} < dim (span{4;} + span{B;})
El lado izquierdo de ésta desigualdad es rank(A+ B) y el lado derecho es igual a rank(A4)+rank(B) —dim span{A;}N

span{B;} < rank(A) 4 rank(B). Por lo tanto

rank(A + B) < rank(A) + rank(B)



5.128. Sea V el espacio de polinomios (de una variable) sobre R. Encuentre dim(U + W), dim(U N W), donde

<
|

= span(t® +4t? —t + 3,43 + 5t2 + 5,3t> + 10t> — 5t + 5)
= span(t® +4t> + 6,3 +2t* —t +5,2t> + 21> — 3t +9)

S
!

Solucién. Consideremos la base (ordenada) S = {t3,¢%,¢,1}.
Escribiendo los vectores de coordenadas (respecto a S) de los polinomios que generan U como filas de una matriz
obtenemos

4 -1
5 0
10 =5

5 14-13
5 | ~ = {t* + 42 —t +3,t> +t + 2} es base de U
5 01 1 2

Procediendo de la misma manera con los vectores que generan a W
0

14
12 —
2 2

6 1406
15 N( )¢{t3+4t2+6,2t2+t+1}esbasedeW
_3 9 0211

U+ W =spanU UW = span{t® +4t* —t + 3,4 +1 + 2,1 + 4* +6,2t> + ¢t + 1}

O = O
DO R

4 3
11 2| =>{+4>—t+3,t>+t+2,t+3}esbasede U +W
01 3

—_ O =

Por lo tanto dim(U + W) =3 y dim(U N W) = dim U 4+ dim W — dim(U + W) = 1.
9.66. Encuentra un operador lineal F: R® — R3 cuya imagen sea el subespacio generado por (1,2,3) y (4,5,6).

Solucién. Podemos obtener tal operador escribiendo una matriz de 3 x 3 tal que dos de sus columnas sean los vectores
dados y la tercera columna sea una combinacion lineal de estos. En particular la matriz

14
A=125
36

o O O

define un operador lineal F' cuya imagen es el espacio columna span{(1,2,3),(4,5,6)}. Es decir, [F]s = A donde
S es la base estandar de R3.
9.67. Encuentra un operador lineal F : R* — R3 cuyo kernel sea generado por (1,2,3,4) y (0,1,1,1).

Solucién. Podemos determinar tal operador considerando una matriz de coeficientes de 3 x 4 tal que el espacio
solucién del sistema homogeneo asociado sea span{(1,2,3,4),(0,1,1,1)}:



1234 12 3 A
Ty zi 00 —z—y+2z —20—y+t
Entonces span{(1,2,3,4),(0,1,1,1)} es el espacio solucién del sistema
-1 -110
v - 0 000

Sea F tal que [F] = A.

9.70. Considere el espacio vectorial V' de los polinimios reales de grado menor o igual a 10 y el operador lineal
D* : V — V, definido por d*f/dt*, es decir, la cuarta derivada. Encuentre una base y la dimensién de Im(D?) y
ker(D*).

Solucién. Sea S = {1,t,t2,...,t1°} una base de V/,

D*({1,t,#%,¢3}) = {0} = span{1,¢,#*,#*} C ker(D*) = 4 < dimker(D*)

n' tn—4}10 . { n' tn—4}10 o {tn}6 CI (D4) = 7 < d I (D4)
3)! neg DA (n ey oPAME yp=g & 1N < dimIm

DY({t"nly) = {F Y

Por el teorema de la dimensién

dimker(D*) 4+ dimIm(D?) = dim V = 11 = dimker(D*) = 4, dimIm(D*) =7

Como consecuencia {1,t,t% 3} es una base de ker(D*) y {1,¢,t?,...,t%} es una base de Im(D?).

9.89. Dos operadores F, G € A(V) := {T : V — V | V es lineal} son similares si existe un operador invertible
P € A(V) tal que F = P~'GP. Demostrar que operadores similares tienen el mismo rango cuando el espacio
vectorial V' es de dimension finita.

Solucidén. Sean F, G operadores similares en A(V'), donde dimV = n < oo, entonces existe un operador invertible P
tal que F = P~1GP.

Por el teorema de la dimensién es suficiente mostrar que dimker F' = dimker G. P preserva independencia lin-
eal de conjuntos pues es invertible. Sea {vi,...,v,} una base de ker F. Entonces {Puvy,..., Pv,.} es linealmente
independiente.

F =P 'GP & GP = PF = G(Pv;) = P(Fv;) = P0 = 0 = span{Pv;}},; C ker G = r = dimker F' < dimker G

Por reflexividad dimker G < dim ker F’ (G =Q 'FQ con Q = Pil). Entonces dimker F' = dimker G.

7.81. Sea V el espacio vectorial de las matrices m-cuadradas sobre un campo K, y suponer que D : V — K es un
operador m-lineal en las filas. Demostrar que la siguiente condicién es equivalente a que D sea alternante:

D(Ay,...,Apn) =0 si A; = A;y1 para algin ¢ (1)



Solucion. Por definicién D es alternante si

D(A1,7Am)20 si Al:A] 275]

Es facil demostrar que esta condicién es equivalente a

D(...,Ai,...,Aj,...) :—D(...,Aj,...,Ai,...) si ’L#j
Si D es alternante, la condicién 1 se satisface por definicién.
Suponer D satisface 1 y sean A;,..., A, € K™ con A; = Aj para algunos 4, j (s.p.g) ¢ + 1 < j, entonces
D(Aly"' 7Am) = (—I)TD('"7AiaAjaAi+17"') =0

donde 7 es el nimero de transposiciones necesarias para llevar a A; a la posicién 7 + 1 intercambiando A; con su
predecesor en cada transposicién.

7.70. Sea {e;}!', la base estandar de K", e; = (e;1,...,€mn) con €;; = 0;;, y 0 € S,. Sea A la matriz n-cuadrada
cuya fila i es e, ;. Mostrar que det(A) = sgn o.
Solucion. Es una consecuencia directa de la definicién:

det(A) = Z (8807 )€s(1)r(1)€0(2)7(2) * * * €o(n)r(n) = SENT
TESK

donde la tltima igualdad se debe a que si 7 # o0, entonces existe algin i para el cual o(i) # 7(i) = ey (i)ri) =

7.77. Sean A, B, C, D matrices n-cuadradas que conmutan entre si. Considerar la matriz 2n-cuadrada
A B
v-(&5)
Demostrar que det(M) = det(AD — BC).

Solucién. Suponer que A es no singular, entonces

I 0\(AB\ (A B wt(ABY_auf I ONguf(AB
—catr1)\cp)=\op-—caB) 7 cp)=® _car1 )%\ ¢ D

A B _
= det < 0 D—CA-B > = det(A(D — CA™'B)) = det(AD — BC).

Si A es singular, existe un § > 0 tal que para todo € € (0,4), A+ €l es no singular. Esto se debe a que el polinomio

p(e) = det(A + €l)

tiene a lo mds un nimero finito de raices. Entonces podemos escoger § como la raiz mas pequena diferente de cero
(si 0 es la tnica raiz de p(e), cualquier eleccién de § funciona).
Es fécil ver que A + €l, B,C, D conmutan y procediendo como en el caso anterior obtenemos



A+el B
det < c D ) =det((A+el)B—-CD)

Tomando el limite en ambos lados de la ecuacién cuando € — 07 concluimos

A B
det ( c D) = det(AB — CD)

7.83. Sea A una matriz n-cuadrada. Demuestre que rank(A) es igual al orden de la submatriz mas grande de A
(obtenida borrando filas y columnas) cuyo determinante es distinto de cero.

Solucién. Sea r = rank(A), 0 < r < n (el resultado es obvio para r = 0 0 r = n). Como r es la dimensién del espacio
columna de A, hay a los més r columnas linealmente independientes en A. Por lo tanto cualquier submatriz de orden
> r tiene determinante igual a cero. Basta demostrar entonces que existe una submatriz de orden r con determinante
distinto de cero.

Sea B una submatriz de A de n X r cuyas columnas son linealmente independientes. Entonces rank(B) = r, y como
la dimensién del espacio columna de B es igual a la dimensién de su espacio fila concluimos que hay r filas linealmente
independientes en B. Borrando las demas filas conseguimos una submatriz de A de r X r cuyo determinante es distinto
de cero.



