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Introduccion

La teoria de nudos es de las ramas mas nuevas de la matemadtica, tan nueva que se estudia de
manera formal sélo a partir del siglo XX.

Es increible que algo como los nudos, que ha estado presente durante toda la historia del
hombre no haya ocupado su mente més que de forma artistica o totalmente préctica (1til). Pero
una vez abierta la puerta de la matematica de los nudos fue dificil detener la imaginacién y el
hambre de conocimiento de los matemaéticos, tanto que hoy en dia algunos de los problemas
mas interesantes son sobre teoria de los nudos.

Unas de las preguntas que mas se obsesiona en hacer el matematico son: ;Cuédntos hay? y
., Cémo son todos los que hay? Estas preguntas también se aplican a los nudos. Cudntos hay
es facil de responder: Hay una infinidad.

La segunda pregunta ha mantenido ocupados a los matematicos-topdlogos-nudélogos que los
estudian a veces desde un punto de vista geométrico, otras topolégico, combinatorio o algebraico.
Ya se han inventado algunas formas de distinguir nudos, pero atin no hay un método que distinga
efectivamente a dos nudos. Todavia no se sabe diferenciar dos nudos cualesquiera, pero si se
han clasificado algunas familias de nudos, por ejemplo, los llamados enlaces racionales a los
que puede asociarseles un niimero racional sin ambigtiedad.

En el libro “Calidoscopios y 3-Variedades” J. M. Montesinos construye el espacio lente
L(5,2) como la cubierta doble ramificada de la esfera S3.

En seguida daremos una prueba alternativa, tal vez mas intuitiva.

Tomemos una 3-bola B3 y sea C el ecuador de S? = 9B, marcamos 2p puntos (que
llamaremos nodos) v; = (cos 22%:" sen 22—7;) coni=0,...2p— 1. Tomamos dos arcos simples [,
la que son bisectrices de los hemisferios definidos por C' con extremos en vy y v, para el arco
l1; vq ¥ vg+p para ly (ver Figura 1).

Figura 1. Dos arcos inscritos en 0B,

Cada arco I; define una reflexién p; en su hemisferio.
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En el plano esta construccién se ve como en la Figura 2.

Figura 2

Podemos visualizar las reflexiones trazando arcos simples que pasan debajo de l; y ls y que
van uniendo parejas de nodos equivalentes bajo p1 y p2 (ver Figura 3).

Figura 3

Estos arcos definen caminos sobre el plano. Podemos colorear los dos caminos que comienzan
en los extremos de Iy y Is.

Estos caminos son intervalos (ver Lema 1.12).

Dos nodos consecutivos v;, v;11 tienen dos colores distintos, para todo i.

En la 3-bola B3 tomamos una vecindad U del ecuador C, esto es, un toro sélido, y definimos

V=B3-U.

Por un lado V' es una 3-bola con dos discos disjuntos marcados en su frontera y en cada uno
de ellos estd propiamente encajado un segmento de [;. Al hacer las identificaciones que generan
las reflexiones, el resultado es un 2-ovillo V, donde los hilos son la imagen de [} NV y b N V.

La parte divertida estd en U. Tomamos 2p discos meridianos de U de tal manera que cada
componente del exterior contenga un solo nodo v;; denotamos a cada una de estas bolas como
B3, siv; € B} (ver Figura 4). Cada bola B} hereda el color de su nodo v;.

Para recuperar U se identifica B con B2, a lo largo de su disco meridiano comun.
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Figura 4

Si identificamos las bolas B3 usando las reflexiones p; y pa, obtenemos dos bolas Q1 y Q2
(digamos que @ es la unién de las bolas con i impar y @2 es la unién de las bolas con ¢ par).

Cada bola B se pega con una bola B;-’ y una bola B,Z’, a lo largo de un disco, respectivamente,
excepto By, By, By, Bp+q. En cada una de estas bolas un disco de B3 N dB? se identifica
consigo mismo bajo la reflexién p; correspondiente (ver Figura 5).

Figura 5

Las imé4genes de los discos meridianos que definen a las B} se ven en Qj, como un disco Dj,.

Para recuperar ﬁ, debemos identificar Dy con Dy y obtenemos una 3-bola U con un par

de arcos propiamente encajados que son la imagen de (I; Uly) NU, esto es, U es un 2-ovillo.

En nuestra representacién plana U = UB} se ve como en la Figura 6 y marcamos la visua-
lizacion de las reflexiones como antes pero ahora con parejas de discos meridianos, para obtener
vecindades de los caminos con extremos en l; y Iy (ver Figura 7).

Estas vecindades o regiones en particular pertenecen a U y V luego también a U y V y nos
indican como se pegan estos dos 2-ovillos a lo largo de sus fronteras, esto es, partiendo de los
extremos de [ y I y siguiendo las vecindades de los caminos. Obtenemos de esta manera S3
con el enlace racional (p, q) inscrito.

Para mayores detalles ver la prueba del Teorema 2.14 (pdgina 28).
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Figura 6

Figura 7

Es facil caer en la tentacién de preguntar ;qué pasa si en lugar de tener dos regiones en la
frontera de una 3-bola tenemos tres, o cuatro, o n regiones? y ; qué pasaria con la cubierta
doble ramificada; qué espacio topoldgico es? ;también la ramificaciéon es un enlace? ;cudl es
la “traduccién” de este espacio al plano? Y hasta podriamos preguntarnos si esta manera de
generar espacios y enlaces nos ayuda a clasificarlos.

En este trabajo damos respuesta a algunas de estas preguntas. Definimos como n-cuca al
espacio cociente %3 donde se identifican n regiones de la frontera de la 3-bola de una manera
similar a la identificacién que hace Montesinos. En esta definicién usamos una grafica plana I'
sobre B3 donde cada cara es un disco; colocamos un niimero par de vértices en la frontera de
cada cara de tal manera que las caras contiguas comparten vértices y una “bisectriz” en cada
cara a lo largo de la cual haremos la identificacién mediante una reflexién.

Para n-cucas en general se puede asociar el grupo generado por las permutaciones en los
vértices de las caras de I" dadas por las reflexiones de cada cara. Hasta el momento este grupo
dice poco pero si agregamos las transposiciones que generan las “bisectrices” este grupo nos
permite saber cuantas componentes tiene el enlace, por ejemplo. Otro problema interesante es
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dar sélo las drbitas de estos grupos asociados a una n-cuca y recuperar la n-cuca y, si es posible,
hacer esto de manera tnica.

La mayoria de los resultados de esta tesis se refieren a 3-cucas. El Teorema 2.14 muestra
que el espacio cociente de la 3-bola con las identificaciones en la frontera también es S® y que
la variedad generada por las “bisectrices” es un enlace. Esto nos permite trabajar con libertad
con el enlace asociado a la 3-cuca que es la traduccién de las identificaciones en la frontera de
la 3-bola al plano. A la traduccién en el plano le asociamos seis nimeros a los que, queriendo
generalizar los enlaces racionales, nos gusta agrupar en parejas (o sea, los pensamos como tres
numeros racionales sin reducir).

Tomamos a estos seis nimeros en el conjunto de los naturales. Estas sextetas se pueden
ordenar usando algo parecido al orden lexicografico y obtenemos un buen orden. Podemos
generar infinidad de nudos a partir de las sextetas de niimeros positivos. Todavia no entendemos
si hay una relacién topolégico-algebraica entre estas sextetas de ntimeros y las 3-cucas o los
nudos que generan. Sélo tenemos un par de resultados al respecto.

Atn entre las 3-cucas hay algunas que son nuestras favoritas, las llamamos 3-cucas “hori-
zontales”, son aquellas que una de sus caras tiene solamente arcos con extremos en la misma
arista de la grafica I'; a estos arcos los llamamos arcos “horizontales”. Una pregunta interesante
es si toda 3-cuca se puede llevar a una 3-cuca horizontal usando “movidas de cuca” (éstas son
movidas en la proyeccién plana de una 3-cuca tales que no cambian la “estructura de cuca”).
El Teorema 3.28 muestra que muchas 3-cucas pueden ser llevadas a 3-cucas horizontales usando
movidas de cuca.

A continuacién se describe el contenido de cada capitulo.

En el Capitulo 1 se definen las n-cucas, su diagrama, su enlace asociado, su enlace geométrico
y la grafica tipo Cayley de una n-cuca. Ademads se define el grupo de una n-cuca y se dan algunos
resultados sobre estas definiciones. Se define la reduccién de una n-cuca a una k-cuca con k < n
y se da una condicién de cuando es posible hacer tal reduccién. También se expone un algoritmo
para construir una n-cuca a partir de una proyecciéon de un enlace dado.

Los Capitulos 2 y 3 estdn centrados en el estudio de las 3-cucas. En el primero se ob-
tienen resultados sobre el grupo de una 3-cuca, la relacién entre el enlace asociado y el enlace
geométrico de una 3cuca, relacién que permite trabajar con los diagramas de cucas y obtener,
a partir de estos, resultados sobre sus enlaces asociados. Se da una manera de codificar una
3-cuca con una sexteta de niimeros enteros positivos (trabajo de D. Tejada y M. Toro) que es
util para generar 3-cucas computacionalmente y detectar, de aqui, propiedades sencillas de los
enlaces asociados a estas, como el nimero de componentes o el tipo de nudo. Mientras que
en el segundo se presenta también un algoritmo para obtener la presentacién en arcos de una
3-cuca ([C]) y otro para encontrar la 3-cuca a partir de sus tres érbitas. Se introducen movidas
de 3-cucas que son utiles para demostrar que muchas 3-cucas se pueden llevar a una 3-cuca
horizontal. Por ultimo se relacionan los resultados de 3-cucas horizontales con el dlgebra de
madejas, el polinomio paréntesis de Kauffman y el polinomio de Jones.

En el Capitulo 4 se menciona cémo debe ser la grafica para una n-cuca con n > 4 y se
observa que sélo para n = 4 la grafica es tnica, asi que quedan abiertas preguntas como: ;Qué
graficas se deben usar para n-cucas con n. > 57 ; Cudles son las relaciones topolégico-algebraicas
entre los ntmeros p1, p2, p3, N1, N2, ng que definen una 3-cuca y el enlace asociado? ;Se puede
reconstruir la n-cuca a partir de las érbitas del grupo {(p1, pa,...,pn) con p; la permutacién
inducida por la bisectriz i-ésima? ;Cémo se puede usar la teoria del dlgebra de madejas para
calcular el polinomio de Jones del enlace asociado a una n-cuca? etc., etc.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definiciones y resultados generales

Sea B" = D" = {x € R" : |z| < 1}, definimos como la n-bola a un subespacio homeomorfo a
B™ en R™ conn <m.
Sea X un conjunto finito, S(X) es el grupo de permutaciones de elementos de X.

Definicién 1.1. Un espacio topoldgico X se llama complejo CW finito de dimensidon 1 si
existe un conjunto discreto finito X° € X y X se obtiene de X° al anadirle un niimero finito
de 1-células.

El conjunto discreto finito X° se llama el conjunto de vértices de X y el conjunto de
1-células de X se llama el conjunto de aristas de X.

Nota. Estos complejos se conocen como “graficas realizadas” o simplemente “graficas”. En el
resto del texto los llamaremos “graficas” o “graficas finitas”.

Definiciéon 1.2. Sea I' una gréfica finita, entonces I' se puede “codificar” con la pareja del
conjunto de sus vértices V' y un subconjunto F de V x V tal que e € E si y sélo si las entradas
de e son extremos de una arista de T'. A la pareja (V, E) se le llama grafica abstracta simple
asociada a I'.

Cuando hay més de una arista entre dos vértices de I' se anaden subindices a los elementos
correspondientes de E de tal manera que haya una correspondencia biyectiva entre las parejas
de los extremos de las 1-células de I" y los elementos de E. Al resultado se le llama la gréafica
abstracta asociada a T'.

Observacion 1.3. Dada una grdfica abstracta es facil construir una grdfica finita que la realiza.

Definicién 1.4. Dada una grafica finita I' encajada en la esfera S?, definimos una cara de I’
como la cerradura de una componente conexa de S2 —T.

Definicién 1.5. Tomemos una grafica finita I en S? con n caras Pi,..., P,, tal que no tenga
vértices de valencia 1 o lazos, esto es, no se permite que existan vértices que sélo sean vértices
de una tunica arista o aristas con ambos extremos en un mismo vértice.

Supongamos que para cada i, P; = D? y que cada cara P; tiene un niimero par de puntos
{v1,...,vep, } marcados en OP; pero tal que ningin v; es un vértice de la grafica I' y 2p; > 4.
A estos puntos los llamaremos nodos.
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Por otro lado, si a es una arista de la grafica I' y a = P, N P; para dos caras P; # P;,
entonces pedimos que el conjunto de nodos de P; en a coincida con el conjunto de nodos de P;
en a.

Supongamos también que cada P; contiene un arco l; con extremos los nodos x; e y; en 0F;
tal que OP; — {z;,y;} es la unién de dos intervalos disjuntos con p — 1 nodos en cada uno. A [;
le llamamos bisectriz. Tomemos todos los [; arcos ajenos. La condicién de que los nodos de
cada cara P; de la géafica I' sean al menos cuatro permite que en cada cara haya dos nodos que
no pertenecen a la bisectriz de dicha cara.

Por 1ultimo, definamos para cada ¢ = 1,...,n, @; : P, — P; el homeomorfismo reflexiéon en
P; alo largo de [; y que deja invariante al conjunto de nodos de P;.

Entonces la terna (I', { P;}, {;}) se llama una n-precuca.

Afirmacién 1.6. Sea F cara de la grifica coneza T’ C R?, donde T’ no tiene vértices de valencia
1 o0 lazos, entonces OF C T.

Prueba. Sea F cara conexa de I', entonces existe una componente conexa A C R? — T tal que
A = F, luego OF = 0A.

Tomemos x € A tal que = ¢ T, luego x € R?2 —T' y por lo tanto estd en una de las compo-
nentes de R? —T'. Si z € A, entonces AN A # () lo cual no es posible por ser A abierto de R2.
Por lo tanto = € B con B componente abierta de R? — I" distinta de A, por lo que z no seria
punto de acumulacién de A; contradiccién. m

Afirmacién 1.7. Sean F y G caras de la grifica T C R?, entonces F NG es vacio o es union
de aristas y vértices de I.

Prueba. Por definicién de F' y G exiten A y B componentes abiertas ajenas de R? —I'; por la
afirmacién anterior 9A,0B C T.

Supéngase que FNG # (), sea x € FNG C T, entonces x es vértice de I' o estd en el interior
de una arista de T'.

Si x es vértice ya terminamos. Supongamos que x estd en el interior de una arista de T,
luego existen a, € OF y b, € OG aristas de I" tales que x € b, y « € b, esto es, © € x, N b,.
Pero por definicién de grafica, las aristas de I' se intersecan en vértices, no se intersecan o son
la misma arista. m

Sea A = (T',{P;},{¢:}) una n-precuca; para cada ¢ la bisectriz I; de la cara P; de A en
adelante se llamara el poste de P;. Para el poste [;, denotaremos por e;,,e;, a sus extremos.
Escribimos

V(A) :={(p1opa0---0p) (e )i=1,...,n,r =1,2,k € Z}

como el conjunto de nodos de A.

Denotaremos como V' (P;) al conjunto de nodos en la cara P; que no son nodos de I'. Entonces
V(A) ¢ UV (F); si V(A) es un subconjunto propio de |JV(P;), diremos que A es una n-
precuca redundante; si V(A) = JV(F;), diremos que A es una n-cuca.

Dada a una arista de T', denotaremos como V' (a) al conjunto de nodos de A en a.

Construiremos el diagrama de una n-cuca A como sigue:

Para cada ¢ = 1,...,n, si #(P, N V(A)) = 2p;, entonces dibujamos en P; un arco I; y
p; — 1 intervalos ajenos ai,as,...,a,,—1 propiamente encajados que interconectan a los vértices
simétricos en P;, con respecto a [;; hacemos esto de tal manera que los extremos de a;, z; e y;,
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no estén en el poste l;; que x; e y; se intercambien bajo la reflexién ¢;; y que a; se interseque
con el poste [; en exactamente un punto. Marcamos cada interseccién de los a; con l; como un
paso inferior de I;. El resultado de hacer esto en todas las caras de I" se llama el diagrama de
A y se denota por D(A). Ver Figura 1.1.

1 v2p_—1

S P

Figura 1.2. Diagrama asociado a una representacion de los Anillos de los Borromeo como una
3-cuca.

Afirmacién 1.8. Sea A una n-cuca. Entonces el diagrama de A es el diagrama de un enlace
L.
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Prueba. Por la Afirmacién 1.7 y por definiciéon de n-cuca, para dos caras P; y P; con arista en
comun a, los nodos de P; en a son los mismos que los nodos de P; en a. Luego si a no es vacio,
entonces para cada nodo v en a existen dos intervalos a;, y aj, del diagrama de A, ambos con
un extremo en v; o bien, si v es un extremo de poste, digamos de [;, existe un intervalo a;, del
diagrama de A en P; con extremo v. W

Definicién 1.9. Sea A una n-cuca; al enlace asociado al diagrama de A se le llama el enlace
asociado a A.

Definicién 1.10. Sea A= (I, {P;}, {¢;}) una n-cuca y definimos

BS
M(A) =

con 7 : B> — M(A) la proyeccién canénica. Entonces la pareja (M (A),7(UJl;)) se llama el
enlace geométrico de A.

Por otro lado, el homeomorfismo ¢; induce una permutacién de V(A) que llamaremos p;.
Esto dado la siguiente nota.

Nota. Consideraremos la manera de recorrer la grafica I' como el trazo de una letra “G”
partiendo de su vértice “derecho” hasta su vértice “izquierdo” al recorrer la arista de “arriba”,
continuando de nuevo hasta su vértice derecho al recorer la arista de “abajo” y terminando por
la arista de en “medio” en el vértice “izquierdo” (ver Figura 1.3). Las aristas tendran el sentido
inducido. Y este sentido se seguira considerando a menos que se indique lo contrario. Luego,
los nodos se pueden numerar siguiendo el sentido de las aristas.

O\

N7

Figura 1.3

Observese que p; es un producto de biciclos de los nodos de la cara P; y que deja fijos a los
extremos de [; y a los nodos de V(A) que no estdn contenidos en P;.

Denotemos como G(A) = (p1, ..., pn) al subgrupo de permutaciones del grupo simétrico de
V(A), S(V(A)), donde p; es la permutacién inducida por ¢; para cada i = 1,...,n.
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Definicién 1.11. Sea A = (I',{P;},{p;}) una n-cuca, entonces la gréafica tipo Cayley
de A es la grifica abstracta de las 6rbitas de G(A) en V(A), esto es, es la grifica que tiene
como 0-celdas al conjunto V(A) y la pareja {v, w} es una arista si y sélo si v # w y existe un
i€{l,...,n} tal que p;(v) = w, con v,w € V(A).

Lema 1.12. Si A es una n-cuca, entonces la realizacién de la grifica tipo Cayley de A es la
union ajena de n componentes, donde cada componente estd formada por dos nodos de grado
uno y varios de grado dos.

Prueba. Sien el diagrama de A, D(A), borramos las bisectrices Iy, ..., l,, obtenemos n arcos
que realizan a la grafica tipo Cayley de A, por la definicién de D(A). =

Observacién 1.13. La realizacion de cada érbita de G(A) en la grdfica tipo Cayley de A tiene
exactamente dos extremos de poste.

Observacion 1.14. Si o; es la trasposicion que intercambia los extremos de l;, entonces el
subgrupo {p1,...,Pn,01,...,0n) C S(V(A)) tiene tantas drbitas como componentes tiene el
enlace asociado a A.

Observacién 1.15. El subgrupo (p101, p202, ..., ppoyn) también tiene tantas drbitas como com-
ponentes tiene el enlace asociado a A.

1.2 Construccion de una n-cuca para un enlace dado

Dada una proyeccién reducida con n postes (n > 1) de un enlace L no separable construiremos
una gréfica plana sobre m(L) tal que cada cara sea un disco y cada poste, y sus pasos inferiores,
estén contenidos en una y sélo una cara de la gréfica. Esto serd suficiente para definir la n-cuca
de la proyeccién w(L), ya que la interseccién entre la grafica y w(L) definird los nodos de la
cuca, cada poste definird una bisectriz y ésta a su vez definird el homeomorfismo que se visualiza
como la reflexion de la cara a lo largo de la bisectriz, es claro que esta reflexién la dan los arcos
inferiores al poste.

Construccién: Denotamos por [; cada paso superior de w(L) y tomamos una vecindad de I;
relativa a los extremos denotada por D;.

Observacién 1.16. Si en w(L) U (|J; D;) tenemos una situacion como la de la Figura 1.4,
entonces movemos la vecindad Dj, con todos los arcos que involucra, por debajo de uno de los
postes l; ol para obtener la Figura 1.5.

Figura 1.4
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—=

Figura 1.5

De ser necesario aplicamos las Movidas I y II de Riedemestier para reducir la proyeccion.

Notese que siempre podemos hacer esta movida para eliminar fendmenos como el de la
Figura 1.4, ya que la unica manera de que esto mo sea posible es teniendo un circuito cerrado
que contenga a D; Figura 1.6, pero esto implica que en la proyeccion tengamos componentes
que pasan siempre por debajo de los postes, lo cual no es posible por ser L no separable.

=

Figura 1.6

Enseguida construimos los conjuntos de arcos
Q;; = {a C R? — UDga es un arco con un extremo en D; y el otro extremo en D, }.

Notese que €2;; puede ser vacio y por la observacién anterior todos los arcos en (2;; son
contiguos.
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Ahora colocamos arcos «; ; y B;; en R? —UpDy, — Ui j Q;;, ambos arcos con uno de sus
extremos en 0D; y el otro en dD; siempre que sea posible, de tal manera que la regién definida
por 0Dy, 0D;, oy j y Bi; contenga a ;5.

Asi la regién
U (9Di U U Qg 5 U Uﬁi’j

genera una grafica en el plano, pero todavia no es como queremos.

Tomamos esta grafica y Dy y D; donde j es tal que oy ; y 81,5 existen. Eliminamos la arista
sobre 0D que es parte de la region que forman 0D;, 0D;, aq j y f1,;. De manera sistematica
continuamos eliminando aristas de Da, D3, ..., D, siempre que oy ; y B;; existan, con i < j
et,j=1,...n—1.

Por dltimo, si en esta nueva grafica existen regiones que no contengan arcos de m(L) entonces
colapsamos cada regién en un punto. Asi cada cara de la gréfica resultante tendrd uno y sélo
un poste I; de w(L).

Ejemplo 1.17. Tomemos la siguiente proyeccion del trébol y apliquemos el método expuesto
en esta seccion. Ver Figura 1.7.

1.3 De n-cuca a k-cuca con k <n

Definicién 1.18. Una n-cuca se reduce a una k-cuca, con k < n, si encontramos una repre-
sentacion de ella como una k-cuca.

Primero probaremos bajo qué condiciones es posible reducir el nimero de puentes de un
enlace.

Definicién 1.19. Sea D el diagrama de un enlace L con n puentes y [; un puente de L con
extremos e;1, €;,. Definimos al arco en L que contiene a e;;, con j = 1,2, y no pasa por /; como
la continuacin de /; que sale del extremo e;;.

Teorema 1.20. Un enlace L con k puentes se reduce a un enlace con k — 1 puentes si para
al menos un puente l; una de sus continuaciones, definida como «, comparte extremo con un
puente l; distinto de l;, tal que aN iy = (.

Prueba. Tomemos « continuaciéon del puente [; con un extremo en e;; y el otro extremo en
ex1 que es extremo del puente Iy, donde aNl; = (). Luego “movemos” los pasos inferiores de I;
a lo largo de « hasta llegar al puente [;. Esto ltimo se hace de la siguiente manera: Tomamos
el paso inferior de [; méas cercano a e;; y definimos por a al intervalo de este paso inferior que
resulta de cortar un poco antes y un poco después del cruce que marca el paso inferior. Sea 3
un arco con extremos los extremos de a tal que el disco formado por a U 3 contiene a ay SN
sea un sélo punto (que se marca en el diagrama como un paso inferior), 8 no interseca a otras
continuaciones de puente y marcamos los cruces de 5 con los puentes como pasos inferiores.

Por dltimo en el diagrama D cambiamos el arco a por el arco 8 obteniendo un nuevo
diagrama D’ con a lo méds el mismo niimero de puentes, pero con un cruce inferior menos en
uno de ellos (I;).

Continuamos este proceso hasta “mover” todos los pasos inferiores de I; y asi habremos
reducido el nimero de puentes en 1. ®
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Figura 1.7

Ejemplo 1.21. En la Figura 1.8 se toma una proyeccion del trébol y se aplica el método descrito
en la demostracion anterior.

Usando este resultado y la seccién anterior 1.2, obtenemos el Teorema deseado:

Teorema 1.22. Una k-cuca A se reduce a una (k — 1)-cuca si al menos una de sus drbitas
comparte extremos con dos postes distintos y al sequir la realizacion de esta orbita en la grdfica
tipo Cayley de A, ésta no se interseca con el interior de al menos uno de los postes con los que
comparte un extremo.
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Capitulo 2

Propiedades basicas de las
3-cucas

Este capitulo es fundamental para el desarrollo de la teoria de 3-cucas. Ya que abundamos en las
propiedades de sus permutaciones, de la grafica tipo Cayley de A y usando estas herramientas
y algunas mas podemos enunciar el Teorema 2.14 que nos permite manipular las 3-cucas como
enlaces.

En la seccién 2.3 damos una manera de codificar las 3-cucas en una sexteta de numeros
naturales. Luego, los enlaces que pueden representarse como una 3-cuca pueden ser entendidos
como una sexteta de nimeros enteros, en el Capitulo 3 abundaremos en este tema.

Por ultimo describimos la manera de calcular el grupo fundamental de una 3-cuca. Sobre
este tema no daremos mayores resultados.

2.1 Resultados basicos

La tinica grifica conexa y sin vértices de valencia 1 en dB® que tiene exactamente tres caras
que son discos, es una grafica tito teta; asi que consideraremos solamente 3-cucas que tienen
como grafica asociada una grafica tipo ©.

Como ya observamos las 6rbitas de G(A) para la 3-cuca A son exactamente tres, que se
realizan en la gréfica tipo Cayley de A como tres intervalos ajenos. De aqui en adelante, para
facilitar la notacién asignaremos un color distinto a cada dérbita (usaremos color rojo, azil y
verde para éstas drbitas). Usaremos estas convenciones sin previo aviso.

Observacién [Observacién Fundamental]. Si A es una 3-cuca y v € V(A) se cumple que:
i) Siwv es extremo de poste, entonces p;(v) # v para una unica i € {1,2,3},

ii) Si v no es extremo de poste, entonces p;(v) = v para una unica i € {1,2, 3}.

Nota. Vamos a estar usando esta ultima observacién repetidamente y también sin previo aviso.

Teorema 2.1. Sea A una 3-cuca, entonces G(A) = {(p1, p2, p3) tiene las mismas drbitas que el
grupo ciclico generado por el producto gy = p1p2p3 = pP3 © P2 © P1.

17
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Para que la demostracién de este teorema sea evidente enunciaremos y demostraremos al-
gunos lemas. Pero antes daremos algunas definiciones.

Denotaremos por Og(z) a la 6rbita de x bajo la accién del grupo G.

En adelante O(x) serd la 6rbita de un nodo x € V(A) bajo G = G(A).

Sean z € V(A) vy H := (go) = {p1p2p3). Definimos el conjunto

Qz) = {y € Oc(z)|Vh € H,h(z) # y}.
Mostraremos que Q(zx) = (0.

Lema 2.2. Sea A una 3-cuca, x € V(A) y v,w € Og(z) — Q(z) nodos “consecutivos”, esto
es, en la grifica tipo Cayley de A, los nodos de V(A) que estin entre v y w, estdin en Q(x).
Entonces entre v y w hay cuando mucho dos nodos de Og(x).

Prueba. Supongamos que entre v y w hay al menos tres nodos de Og(z).

Aplicamos gg a w; si go(w) estd a la izquierda de w respecto al dibujo en la Figura 2.1, como
go es producto de sélo tres reflexiones, entonces go(w) (que no es elemento de (x)) estd entre v
y w. Lo cual contradice que v y w sean elementos en Og(z) — Q(z) consecutivos. Si go(w) estd
a la derecha de w, entonces g, 1(w) estd a la izquierda y obtenemos la misma contradiccién.

| | | 4
T { *
v w

Figura 2.1. Los elementos que no pertenecen a Q(z) estdn marcados por un A.

Lema 2.3. Sea A una 3-cuca, x € V(A), sie es un extremo de poste en la drbita de x y v es
el nodo adyacente al nodo e en la grdfica tipo Cayley de A, entonces e,v ¢ Q(x).

Prueba. Sea w el nodo més cercano a e respecto a la grafica tipo Cayley de A tal que w ¢ Q(x)
y tal que w # e.

Supongamos v # w. Obsérvese que w es consecutivo a si mismo recorriendo el intervalo
de w hacia e y después de e hacia w; entonces encontramos al menos tres nodos de Og(x), a
saber, v,e y v, en Q(x) que estdn entre w y w; obtenemos una contradiccién con un argumento
similar al de la demostracién del lema anterior. Por lo tanto v = w y asi v ¢ Q(z).

Figura 2.2

Ahora
i) si p1(v) = e, entonces ps y p3 dejan fijo a e; por lo tanto go(v) = e y asi e ¢ Q(z) (ver 2.3).

ii) si pa(v) = e, entonces py(e) = ps(e) = e. Como una de las reflexiones debe dejar fijo a v,
entonces

a) si p1(v) = v, entonces go(v) = e (ver Fig. 2.4);
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Py

[ [

e v
Figura 2.3

| P2 | 3 |

[ [ [

e v
Figura 2.4

IR B

[ [ [

e v
Figura 2.5

b) si p3(v) = v, entonces gy ' (v) = e (ver Fig. 2.5);
en cualquier caso e ¢ Q(z).
iii) Si p3(v) = e, entonces gy '(v) = ey, por lo tanto, e ¢ Q(x). =
7
[ [
e v

Figura 2.6. iii)

Lema 2.4. Sea A una 3-cuca, x € V(A) y e un extremo de poste de la drbita de x, supongamos
que e,v1,Va, ..., U, Upy1 SON nodos adyacentes en la grifica tipo Cayley de A, en ese orden, y
que v1,va,...,v. & Q(x). Entonces vy41 ¢ Q(z).

Prueba. Sir =1, entonces tenemos lo siguiente:
i) Supongamos que p;(v1) = e. Tenemos que pa(v1) = v1 0 p3(v1) = v1. Si pa(v1) = vy se sigue
que go(e) = v2 y v & Q).

Supongamos entonces que ps(v1) = v1; luego si ps(ve) = ve = go(e) = va y si p1(ve) = va,
entonces gy ' (v1) = va,

ii) si pa(v1) = e, entonces si p1(v1) = v1 = go(e) = va; asi podemos suponer que p3(vy) = vy;
entonces g, - (€) = vg,

iii) si p3(v1) = e, entonces si pa(vy) = v1 = g(;l(e) = vy; luego podemos suponer que p;(vy) =
v1; en caso de que p3(va) = g, entonces go(vy) = v, y si p1(v2) = va, entonces gy '(e) =
V3.

Para r > 2 es més facil. m
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Prueba.[Teorema 2.1] La demostracién es inmediata de los lemas anteriores ya que éstos
prueban que () es vacio para cualquier z € V(A). m

Observacién 2.5. Si A es una 3-cuca y p1,p2 y ps son sus permutaciones, hemos podido
diseniar algoritmos para reconstruir el enlace L asociado a A a partir de {p1, p2, ps} (por lo tanto
podemos calcular el grupo fundamental de L, etc.), no describiremos aqui estos algoritmos.

En vista de esta observacién, el teorema probado pareceria de una gran importancia, al
menos combinatoriamente, pues en vez de estudiar al grupo (p1, p2, p3) que normalmente tiene
una gran cantidad de elementos, pareceria que basta estudiar al grupo ciclico {p1p2p3) que con
sus 6rbitas reconstruye la proyeccién del enlace L aunque en un orden distinto.

Con miras a probar el teorema principal de este capitulo (Teorema 2.14) enunciaremos
algunos lemas y haremos algunas observaciones de éstos.

Lema 2.6 (Técnico). Sean A una 3-cuca y v € V(A). Siv,w € O(z) son dos vertices
adyacentes en la misma arista a de I', con a = P; N P;, y no son extremos de poste, entonces
los subintervalos b y ¢ de la grdfica tipo Cayley de A que pasan por v y w, respectivamente,

contenidos en P; U Pj, cortan un rectdngulo de P; U P; cuyo interior es ajeno a la grdfica tipo
Cayley de A .

Prueba. Como todos los intervalos de la realizacién de la gréfica tipo Cayley de A contenidos
en la cara P; son contiguos en P; (y lo mismo para P;) y dado que v y w son adyacentes, luego
el interior del rectangulo de P; U P; cortado por by c es ajeno a la grafica tipo Cayley de A
(Fig. 2.7). m

Figura 2.7

Lema 2.7. Sea A una 3-cuca, entonces un nodo de cada drbita debe ser adyacente a alguno de
los vértices de T'.

Prueba. Sea O; una oOrbita arbitraria de A, luego al menos existe un nodo v de O;, i = 1,2, 3,
tal que v sea adyacente a un nodo w de alguna otra drbita O, con j # .

Si v y w no estdn en la misma arista de I', entonces existe un vértice de I' que los separa
por lo que v es adyacente a tal vértice.
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Supongamos que v y w estdn en la misma arista de I', entonces por el lema anterior las
continuaciones de las érbitas en la gréfica tipo Cayley de A son contiguas. Si éstas permanecen
siempre contiguas, entonces los nodos de O; hacen a A una 3-precuca redundante. Lo que
contradice a que A sea una 3-cuca. ®

Lema 2.8. Sean A una 3-cuca y oy, as arcos en la grifica tipo Cayley de A tales que a1 y ag
son contiguos en la cara P;, coni=1,2,3. Siv € a1 y w € as son nodos en OF;, para algin
1, adyacentes entre si y adyacentes a un mismo vértice de I, entonces las continuaciones en la
grafica tipo Cayley de A de v y w en sentido contrario a a1 y ag dejan de ser contiguas.

Prueba. Por ser v y w adyacentes a un vértice de I' existen caras P; y P, con j # ¢ # k tales
que v € PN P;j y w € P;N Py, luego las continuaciones en la grafica tipo Cayley de A de v
vy w en sentido opuesto a a; y ai estan en diferentes caras, por lo que no pueden ser paralelas. m

Observacién 2.9. Del Lema 2.8 se tiene que si para una 3-cuca no hay nodos en una de las
aristas de T', entonces los vértices de I' son bicoloreados, es decir, tiene solo nodos adyacentes
de dos orbitas distintas; mientras que para las 8-cucas con al menos un nodo en cada arista de
I, los vértices de I' pueden ser bicoloreados o tricoloreados.

Lema 2.10. Sean A una 3-cuca y x € V(A) tal que O(x) contiene dos nodos i1,i2 adyacentes
al mismo vértice de T', entonces existen dy,ds € O(x) adyacentes al otro vértice de T'.

Prueba. Por estar en una grafica tipo teta, i1, i3 tienen por lo menos una cara de I' en comun,
asi podemos suponer que i1,12 € P; para algin 1.

Primer caso. Tomemos i; e i9 extremos del poste de P;, entonces P; tiene s6lo dos nodos
lo que contradice que cada cara de I' tiene al menos cuatro nodos. Asi que este caso es
imposible.

Segundo caso. Supongamos que i; es extremo del poste de P; e 12 no; entonces hay una arista
a de la grifica tipo Cayley de A en P; que conecta a is con w; = p;(iz). Luego w; e
i1 son adyacentes sobre la misma arista de I' (ver Fig. 2.8 (a)); en caso contrario i; es
dy y wy es da. (Ver Fig. 2.8 (b).) Luego supongamos que i; y w; son adyacentes en
la misma arista de I'. Definamos como a al intervalo que es la continuacién de w; que
no pasa por iy y b al intervalo que es la continuacién de i1, claramente @ no regresa a
io después de wy ya que las érbitas son intervalos, entonces el otro extremo de la érbita
O(z) debe estar en alguno de los extremos de a. Si el otro extremo de poste de O(x) estd
en la continuacién de 75 y no pasa por w; entonces a y b deberén separarse por un vértice
de T y ahi se encontrarédn d; y dg; en caso contrario, esto es, si el otro extremo de O(z)
estd en a, entonces la continuacién de b aun después de pasar por el poste con extremo
en a sigue siendo contiguo a a y por lo tanto estas continuaciones deberan separarse por
un vértice de I' con lo que nuevamente habremos encontrado a d; y ds.

Tercer caso. i e iy no son extremos de poste. Definamos wy := p;(i1) y we := p;(i2), entonces:

Subcaso 3.1 Si w; estd en la misma arista que i; y ws estd en la misma arista que is,
entonces wy es di y wa es do.(Figura 2.9.)

Subcaso 3.2 Si w; y we estan en la misma arista, sin pérdida de generalidad, digamos
que estan en la misma arista que iy, entonces tenemos cuatro subsubcasos.
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Figura 2.8

Figura 2.9

Sub-subcaso 3.2.1 Ambos extremos de O(z) estédn en a y b los intervalos que son
las continuaciones en la grafica tipo Cayley de A de w; y ws que no pasan por
i1 e 19, respectivamente. Si se encuentra el extremo de poste en a antes que en
b, definamos como b la continuacién de b después del poste con extremo en a
(ver Figura 2.10 izquierda), entonces by a son contiguas, aun si el otro extremo
de O(z) estd en la continuacién de b, y deberdn separarse por un vértice de T,
encontrando asi a di y do; en otro caso, o sea, si el poste se encuentra en b antes
que en a, definiremos como & al intervalo que es la continuacién de a despues
del poste con extremo en b, entonces @ y b son contiguos (igual que con b, atin si
se llega al otro extremo de O(z)) y por lo tanto deben separarse con un vértice
deT.

Sub-subcaso 3.2.2 Supongamos que los dos extremo de poste de O(z) estdn en las
continuaciones en la grafica tipo Cayley de A de i1 e iy sin pasar por w; y wa,
respectivamente. Luego las continuaciones en la grafica tipo Cayley de A de w;
Vv we que no pasan por i1 e ig, respectivamente, deberan estar separadas por un
vértice de I', ya que las 6rbitas son intervalos y no puede haber un poste entre
las continuaciones en la grifica tipo Cayley de A de wy y wo (que no pasan por
i1 € 19, resp.) que los conecte.
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Figura 2.10

Sub-subcaso 3.2.3 Supongamos que uno de los extremo de poste de O(x) estd en
el intervalo que es la continuacién en la grafica tipo Cayley de A de i1 que no
pasa por wi. Llamemos a al intervalo que es la continuacién de wi que no pasa
por 71 y b al intervalo que es la continuacién de ws que no pasa por is. Obsérvese
que el otro extremo de la érbita O(x) no puede estar en a, ya que las érbitas son
intervalos, y sf estd en la continuacién de iy (que no pasa por ws); caemos en el
Sub-subcaso (3.2.2) (Ver Figura 2.11.). Pero a, que definimos como el intervalo
que es la continuacién de a después de pasar por el poste con extremo en la
continuacién en la gréfica tipo Cayley de A ws que no pasa por io, sigue siendo
contigua a ws; luego estas dos deberan estar separadas con un vértice de I'.

Figura 2.11

Sub-subcaso 3.2.4 Un extremo de poste estd en el intervalo que es la continuacion
de i2 que no pasa por ws y el otro extremo en el intervalo que es la continuacién
en la grafica tipo Cayley de A de w; que no pasa por i;. Es andlogo al Sub-
subcaso 3.2.3. m
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Observacion 2.11. Puede pasar que uno y sélo un i; sea igual a uno y solo un di, ya que si
una arista de T' tiene un sdlo vértice entonces i; = dy, es adyacente a cada vértice de I’

2.2 Teorema principal de 3-cucas

Antes de enunciar y demostrar el teorema principal de este capitulo establezcamos algunas
notaciones-construcciones.

Recordemos que la grafica I' C $% C B3 es una grafica tipo teta para las 3-cucas.
Sea U = N(T') una vecindad regular de I en B y escribimos V = B3 — N(T).

Daremos dos diferentes descomposiciones de N (T') que dependen de si la 3-cuca tiene nodos
en cada arista de I' o no. Obsérvese que ésta es una posibilidad, y por comodidad en caso de
que una de las aristas de I" no contenga nodos de A tomaremos a esta arista como la arista de
en medio.

Nota. Para fijar ideas y que nos sea mas fécil la notacién y los dibujos, ordenemos las caras
de I', definamos las aristas de ' r1, 7o y 73 como se muestra en la Figura 2.12 y denotemos al
vértice “izquierdo” de I' como izq y al “derecho” como der.

v

2

P

Figura 2.12

Sin pérdida de generalidad podemos colocar a I' de tal manera que para las 3-cucas que no
tienen nodos en una de las aristas de I', tal arista sea r3.

Como ya mencionamos al inicio del capitulo los nodos de la 3-cuca A se numeran en el
sentido que se indica en la Figura 2.13, luego para cada pareja de nodos de una 3-cuca A, v; y
v;+1, adyacentes en la misma arista de I' colocamos un arco esencial en U N dB? que pase por
el punto medio del segmento v;v;7+1 C I'. Denotemos a este arco como ;1.
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TN

N

Figura 2.13

Hacemos esto de tal manera que la divisién que hemos marcado en U N B3 sea compatible
con las reflexiones de A.

Construccién para 3-cuca con una arista de I' sin nodos: Para estas 3-cucas agrega-
mos un arco esencial o en UNIB3 tal que cNry =0, cNra =0, [oNr3| =1y ~yNo=0. Por
tltimo colocamos un par de arcos 7, y T3, donde 7; C PasNUNAB3 es esencial, 7;N7y; = 0, para
[ =1,2 y uno de los extremos de 7 es izq mientras que 7o tiene un extremo en der. Definimos
7 como la unién de 71, r3 y 72. (Ver Figura 2.14.)

De esta manera cada nodo de A queda contenido en una regién de U N9B3 definida por los
arcos v;,0 y T quedando, asi, aislado de los otros nodos de A.

Por construccién de o y 7 éstos se cortan en exactamente un punto definiendo asi dos
subintervalos de 7 que denotamos por 7;.4 si el subintervalo de 7 contiene al vértice i2q y Tqer
si el subintervalo contiene al vértice der; mientras que los subintervalos de o que se generan
por esta interseccién son 0 N Py y 0 N Py, donde 73 = P; N Ps.

Construccién para 3-cuca con nodos en cada arista de I': Definamos a1, as y ag tres
arcos donde cada uno tiene un extremo en el vértice izq de T' y el otro extremo en 9(U) N Py,
d(U)N Py y d(U) N Ps, respectivamente, tales que as NT = {izq}, [as NOU| =1y asN~y; = 0.

De la misma manera definimos 31, 82 y (3 arcos con un extremo en el vértice der de I" y el
otro extremo en 9(U) N Py, O(U) N Py y O(U) N Ps, respectivamente, tales que 8, NT = {der},
|BsNOU| =1y Bs N7 = 0. (Vease Figura 2.15.)

Observacién 2.12. Los arcos v;, o, B definen regiones que aislan a los nodos de A.

Para cada nodo v; denotamos a los dos rectdngulos que lo contienen como Al(v;) C P,y
A™(v;) C Py, donde I,m € {1,2,3}.

Hasta ahora las construcciones son en la superficie B3 N U, veamos qué pasa en el interior
de B3.

Dependiendo de si la 3-cuca tiene nodos en cada arista de I' o no, definimos los siguientes
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N(T)

Figura 2.14. Ejemplo de 3-cuca con una arista de I" sin nodos de la 3-cuca.

subconjuntos de U, usando que U = (U N9B3) x T

miiv1 = (v x1), (2.1)

M(Tizg, 0 NP) = (TizgU(eNP) xI), (2.2)

M(Tizg, 0 N Py) = (TizgU (N Py) x 1), (2.3)

M(Tger,0 N B) = (Tger U(c N P) x I), (2.4)

m(’Tder,O' ﬂPk) = (Tder (J ﬂpk) X I) (25)

m(as, ) ((asUay) x 1)y (2.6)

m(Bs, Bt) ((Bs U Be) x I) (2.7)

para i € J —{1 #V(re) — 1, #(V(rg)) +1,... = L#(V(r2)) +

)+ 1, # (V) + #(V (1)
#(V(r1)) + -~7#( (r2)) + #(V(r)) + #(V(rs)) =1}, s #t y 5.t :
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Figura 2.15. Ejemplo de 3-cuca con nodos de la cuca en cada una de las aristas de I'.

'Y ii+1

Observemos que tales conjuntos definen discos meridianos de U y recordemos que U es un
cubo con dos asas.

Observacién 2.13. Los discos m; it1, m(7q,0 N By), m(as, o) y m(Bs, Be) coni € J, s, t =
1,2,3 tales que s # t, a representa el vértice izq o der y b el subindice | o k, inducen una
descomposicion de U en 3-bolas. Denotamos cada 3-bola por OB3(v;), donde v; es el tinico
nodo de V(A) que estd contenido en la 3-bola. Notemos que para cada nodo de A hay una
tinica de estas 3-bolas que lo contiene. Ademds, OB>(v;) contiene a los dos rectdngulos Al(v;)
y A™(v;), para v; € PN P,.

Notemos que ahora tenemos dos identificaciones: 7 y una segunda dada por ~ donde esta
tiltima relacién identifica a B3(v;) con B3(v;) a lo largo de un disco si y sélo si B3(v;) N B3(v;)
es uno de los discos m; ;, m(as, ), m(Bs, Bt) 6 m(7a, 0N P,), lo que es equivalente a decir que
B3(v;) y B3(vj) comparten discos meridianos.

Para que la notacion y la prueba del siguiente teorema nos sea més sencilla dotaremos a las
orbitas de colores, uno distinto para cada una de ellas. Usando esta coloracién podemos heredar
una coloracién para cada 3-bola B?(v;) que contiene a un tinico v; de A, adoptando precisamente
el color de la érbita que contiene a v;, luego heredamos una coloracién para los discos definidos
en las ecuaciones (2.1-2.7), donde éstos tendrén la coloracién del nodo adyacente a v;, asi los
discos m; ;41 tienen un solo color, el de la érbita de v;41; mientras que los discos m(r,, o0 N Py),



28 CAPITULO 2. PROPIEDADES BASICAS DE LAS 3-CUCAS

m(as, ) v m(Bs, B) comparten dos colores (no necesariamente distintos) bien definidos por
Qs Bs, Tizg, Tder, NPy 0N Py, dependiendo de las 6rbitas de los dos nodos en V(A) adyacentes
av; en I' (sin contar los vértices de I'). Y ademds ésta misma descomposicién y coloracién para
U induce una descomposicién y coloracién para (V — {(PLNV)U (P.NV)U (P3sNV)}) en
rectangulos de colores.

Ahora enunciamos y probamos uno de los teoremas més importantes de este trabajo.

Teorema 2.14. Sea A una 3-cuca y sea L su enlace asociado. FEntonces L es el enlace
geométrico de A en S3.

Prueba. Sean U = N/(T') una vecindad regular de I" en B3 y V = B3 — N/(T").

Mostraremos que (7(U), 7((l1 Ul Ul3)NU)) y (7(V),7((l1 Ula Ul3) N'V)) son dos 3-ovillos
triviales.

Dado que PNV, P,NV y P3NV son discos ajenos, por lo tanto 7(V') es una 3-bola y
m(PLNV), n(PaNV) y m(PsNV) son discos trivializadores ajenos para 7(ly NV), n7(laN'V) y
m(l3 N'V), respectivamente, esto es, un 3-ovillo. Ademds, como ya mencionamos, la frontera de
V sin los discos que contienen a las caras de I', esta formada por rectangulos de colores, tales que
al aplicar 7 se pegan a lo largo de un intervalo, siempre y cuando los intervalos correspondientes
sean simétricos respecto al poste de una de las caras de A. Formando asi tres regiones en la
frontera de (V') una por cada color de las 6rbitas de A.

Definicién 2.15. A la grifica formada por las tres regiones de colores en 97 (V) dadas en la
construccién anterior se le llama grafica de vecindades de las 6rbitas de A.

Ejemplo 2.16. La siguiente 3-cuca tiene colocada una vecindad de la grdfica T, la descom-
posicion de tal vecindad descrita arriba y el resultado de aplicar w, que se representa por las
lineas punteadas en la Figura 2.16 arriba. La Figura 2.16 abajo muestra sélo las vecindades de
las orbitas.

Nota. Esta definicién se volvera a usar en la Seccién 3.4.

Para la segunda parte de la prueba sera conveniente partir al cubo con dos asas U en 3-bolas,
aplicar 7 y recontruirlo.

Las divisiones de U que nos convienen son precisamente las que construimos arriba para
cada uno de los casos; si la 3-cuca tiene vertices en cada arista de I' o no. Luego calcularemos
la imagen de U bajo 7.

Pero antes es necesario hacer una distincién en el tipo de 6rbitas de G(A).

Supongamos que cada érbita tiene a lo mas un nodo adyacente a cada vértice de I'.

Sea e; un nodo en V' (A) tal que e; es un extremo de poste, digamos del poste ;; entonces
exactamente una reflexién ; actda en e; y las dos 3-bolas B3(e1) y B3(¢p;(e1)) se pegan por
medio de 7 a lo largo de los discos (rectdangulos) A%(e;) y A%(w;(e1)), con lo que obtenemos la
3-bola B3(e1) U B3(pi(e1)). Supongamos ahora que ¢;(e1) no queda fija con ¢y, entonces a
la 3-bola B3(e1) LU B3(p;i(e1)) le pegamos la 3-bola B3(¢x(pi(e1))) ahora a lo largo del disco
A*(pi(e1)) y A¥(pr(pi(e1))) y obtenemos nuevamente una 3-bola, a saber, B3(e;)UB3(¢;(e1))U
B3(pk(pi(e1))). Siguiendo la 6rbita de e; vamos obteniendo cada vez una 3-bola, hasta llegar
al otro extremo de poste e} € O(ey), digamos del poste I; que no es necesariamente distinto a
l;. Asi al seguir la realizacién de la érbita O(e;) en la grafica tipo Cayley de A se van pegando
3-bolas y el resultado es una 3-bola.
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Figura 2.16
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Observemos que el segmento de la grafica I' que contiene a e; dado por T'NA7 (e1) se identifica
con el segmento de I' N A*(e}) que contiene el extremo de poste €]. Hasta el momento tenemos
la 3-bola

B?(e1) U B*(wiler)) U--- L B (ey)

que tiene un disco en su frontera formado por los rectdngulos A7(e1) y A%(e}) que contienen a
los pedazos de poste [; NU y I; NU, pegados a lo largo de los intervalos A7 (e;) Ty Af(e})NT.
Luego, usando 7, A7(e1) N Af(e}) se identifica consigo mismo a lo largo de (I;Ul;) U generando
una 3-bola que denotamos por B3(O(e;)). Notese ademds que B3(O(ep)) contiene un arco
propiamente encajado homeomorfo a I; U ;.

Recordemos que una 3-cuca tiene seis extremos de poste y que cada dérbita contiene exacta-
mente dos.

Tomamos ey y e3 extremos de poste tales que e ¢ {ej, e} v es & {e1,€],ea,e5}, donde €
se genera de manera andloga a €}. Contruimos asi B3(O(es)) y B3(O(e3)).

La bola B3(O(ey)), con k = 1,2, 3, contiene al arco w((lj, Uls, ) NU) propiamente encajado
con disco trivializador dado por 7(9(A7(e) U A'(e},))), con er C Ly, y €}, C ly,.

Por tdltimo reconstruyamos con la segunda identificacion ~.

Nota. Para facilitar la terminologia tomemos un color para cada 3-bola, que es exactamente
el color que le corresponde a la o6rbita que contiene.

Observemos que cada 3-bola B3(O(ey)), B3(O(e2)) y B3(O(e3)) tiene marcados dos discos
coloreados en su frontera de distinto color al de la 3-bola, que se formaron al identificar las
3-bolas B3(e) con B3(yp;(ex)), ete.; y al hacer la identificacién bajo 7 de los segmentos de
poste l;, v Iy, .

Asf para:

e 3-cucas sin nodos de A en una de las aristas (ya habfamos acordado que ésta arista seria
73) dos de sus 3-bolas B3(O(ey)) tienen en su frontera un disco de un solo color distinto
al de la bola y distintos entre si con un intervalo de forma radial, dentro de cada disco,
del color de la otra bola de esta forma. Mientras que la unica 6rbita que tiene un nodo
adyacente a cada vértice de I' genera una 3-bola con un disco formado por dos colores
(los dos colores de las 3-bolas) anteriores separados por un didmetro (del color de esta
6rbita). Al completar la aplicacién de la identificacién ~, este didmetro se identifica de
manera simétrica formando asi una 3-variedad como se muestra en la Figura 2.17.

Estas tres 3-variedades se pegan precisamente por las regiones de colores compartidos,
esto es si una 3-bola es verde con disco rojo e intervalo amarillo se identifica con la 3-
variedad (que debe ser roja) por la regién verde y el intervalo rojo, etc. Perdiéndose asi
la singularidad y obteniendo, por lo tanto, una 3-bola.

e 3-cucas con vertices en cada arista de I' y tal que cada orbita tiene exactamente un nodo
adyacente a cada vértice de I'. Cada 3-bola B?(O(ey)) tiene en su frontera dos discos de
dos colores distintos a los de la 3-bola. Identificamos las tres 3-bolas a través ~.

e 3-cucas con vertices en cada arista de I', donde una érbita tiene dos nodos adyacentes a un
vértice de I', que por el Lemma 2.10 existen otros dos nodos de la misma érbita adyacentes
al otro vértice de I'; la 3-bola correspondiente a esta érbita con cuatro nodos adyacentes
a los vértices de I' tendra en su frontera un disco con cuatro regiones y tres colores. Al
hacer la identificacion de las dos regiones del mismo color de la bola, obtenemos una dona
degenerada, es decir, una 3-bola en la que un didmetro se colapsé a un punto. Sélo hay
una de estas donas degeneradas gracias al lema 2.10. La singularidad se pierde al pegar
cualquiera de las otras dos bolas por sus discos coloreados, esto usando nuevamente ~.
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L.

Figura 2.17

En cada uno de estos casos se obtiene una 3-bola con tres arcos homeomorfos a 7((l;, U
l;,) NU) desanudados y desenlazados cuya frontera estd formada por un “tapiz” de rectdngulos
de colores, ya que asi era la frontera de U antes de aplicar ~.

Asi tenemos dos 3-ovillos con una regla para pegar sus fronteras dada por los rectangulos
de colores en cada una de ellas, obteniendo una 1-variedad que es el enlace geométrico de A.

Por lo tanto el enlace asociado de A es su enlace geométrico. Con lo que terminamos la
demostraciéon. m

Veamos algunos resultados que son consecuencia de la demostracién del teorema.

Observacion 2.17. Lo que nos dice este teorema es que todas las 3-cucas tienen una repre-
sentacion en tres puentes. Aunque también aparecen enlaces de uno o dos puentes (Seccidn

1.3).

2.3 Codificacion de una 3-cucas como una sexteta

Tomando la idea de M. Toro y D. Tejada sobre la codificacién de las 3-mariposas, desarrollamos
una manera de codificar las 3-cucas.

Sea A = (T, {P;}?_,,{pi}?_;) una 3-cuca, denotamos por r1,72,73 las aristas de T' de la
manera en que aparecen en la Figura 2.18.

Nombramos las caras de I' como: P; la cara definida por ro y 73, P5 la definida por r1 y r3
y P5 la definida por r1 y 2.

Por definicién de 3-cuca cada cara P; tiene un ntimero par de nodos, ya habiamos denotado
este niimero por 2p;.

Se puede calcular que el nimero de nodos en 71 es py + p3 — p1, en 12 €s p; + p3 — P2 y en
r3 es p1 + p2 — p3. Asi (p1, p2, p3) determina el nimero de nodos en cada arista.

En la primera parte de este capitulo (Capitulo 2, pdgina 17) definimos una manera de reco-
rrer la grafica I' que es como el trazo de una letra G, de esta manera podemos darle un nuevo
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F,
r e

Figura 2.18

etiquetado a los nodos de A heredado por esta manera de recorrer I'.

Fijemos una orientacién en cada cara, esta orientacidon sera como se muestra en la Figura
2.19

Figura 2.19

Ejemplo 2.18. Tomemos la siguiente 3-cuca con p1 = 5, po = 4 y p3 = 3. Observemos que
los nodos tienen distinta numeracion dependiendo de la cara (Figura 2.20).

Para colocar el poste en cada cara P; primero colocamos un extremo en el n;-ésimo nodo
de la cara P;, segun la orientacién anterior; el otro extremo del poste I; se coloca en la posicién
n; + p;. Sin; + p; > 2p;, tomamos como nuevo n; al valor (n; +p;) mod 2p;.

Asi la sexteta (p1,n1,p2, ne, ps, n3) determina la 3-cuca A.

Ejemplo 2.19. En el ejemplo 2.18 tomemos ny = 5, na = 2, ng = 3.(Ver Figura 2.21)

Observacién 2.20. Sin afdn de ser redundantes, sino de que quede claro, los vértices de T’ no
son nodos de las caras.

Teorema 2.21. Sea A una 3-cuca y (p1,n1,p2,na,P3,n3) su codificacion como sexteta, en-
tonces la 3-cuca que representa (pa, N2, P3, N3, P1,71) Y la 3-cuca que representa (ps, N3, P1, N1, P2, N2)
tienen el mismo enlace asociado que A.
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Figura 2.20

Figura 2.21

Prueba. Haciendo una rotacién de la esfera B> en %’r usando como eje el determinado por

los vértices de I' tenemos la nueva grafica tipo teta con caras P, P3 y Py, en el orden y con la
orientacién que se muestra en la Figura 2.22

Para obtener la codificacién (ps, n3, p1,n1,p2,n2) se vuelve a aplicar la rotacién anterior. m
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Figura 2.22

2.4 Grupo fundamental de una 3-cuca

Dada una 3-cuca A y su enlace asociado L, orientamos L y colocamos g1, g2 v g3 generadores
en los postes l1,ls v I3, respectivamente. Para cada intervalo en la gréfica tipo Cayley de A
(descrito por su érbita en G(A)) colocaremos una 2-asa que lo contenga, es decir, la 2-asa se
pega a lo largo de la frontera de una vecindad regular del intervalo sobre 0B?; ésta define la
relacién asociada al intervalo. Podemos eliminar una de las relaciones, asi

(L) = (91,92,93 : 72 = 1,71 = 1).

Detras de este calculo estd el Teorema de Van Kampen y el hecho de que el exterior de los
postes en B3 unién las tres 2-asas es igual al complemento del enlace.

Ejemplo 2.22. Tomemos la 3-cuca definida por el siguiente diagrama. Su enlace asociado es
el enlace de Borromeo.

&8
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En la Figura 2.23, etiquetamos los generadores g1,92 y gs y describimos la frontera de la
vecindad de uno de los intervalos sobre B> en color azul.

Figura 2.23

El grupo resultante es:

(91,092,953 9397 95 - 91929395 “91 L 920195 = 1, 91939205 95 *91 929395 95 Loyt = 1).
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Capitulo 3

Principales resultados sobre
3-cucas

En este capitulo daremos resultados que se fueron obteniendo a lo largo de la exploracién del
conjunto de las 3-cucas. Para algunos de estos resultados, como los obtenidos en las secciones
3.1 y 3.7 se usaron, claramente, teorias ya conocidas, para otros se usé6 ampliamente la teoria
de gréficas y el resto fue producto de la imaginacion.

3.1 Presentacién en arcos para 3-cucas

Antes de dar la construccién de la presentaciéon en arcos para una 3-cuca demos un par de
definiciones.

Definicién 3.1. Una gavilla de semiplanos es una descomposicion de la 3-esfera en discos
abiertos como paginas y un circulo desanudado como encuadernado. Un enlace L puede ser
colocado en presentacion en arcos si existe un encaje de L en una gavilla de medios planos,
es decir L interseca al “lomo de la gavilla en puntos y a los semiplanos en arcos con extremos
en el lomo, pero de modo que hay a lo mucho un arco en cada semiplano. Tal encaje es una
presentacién en arcos de L. El nimero minimo de planos que se necesitan para presentar
un enlace dado L de esta manera es llamado el indice de arcos de L y se denota por a(L).

Ejemplo 3.2. En las siguientes figuras tenemos un ejemplo de un enlace en presentacion en
arcos. En el primer dibujo la gavilla de semiplanos estd claramente representada, en el sequndo
dibujo tememos la manera cldsica de dibujar la presentacion.

37
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Sea A = (T',{P;},{¢:}) una 3-cuca, D(A) su diagrama asociado y L su enlace asociado. Ya
hemos definido las aristas de I' 71,72 y r3 como se muentra en la Figura 3.1.

r2
P
s ~ = P
F,
ro
Figura 3.1

Tomemos un punto x; en ro a una distancia £; > 0 del vértice derecho de I', der, suficiente-
mente pequeno para que el intervalo en 75 con extremos x; y der no contenga nodos de A. De
la misma manera tomemos un punto x, en rz a una distancia €5 > 0 del vértice izquierdo de
T', izq, suficientemente pequeno para que el intervalo en r3 con extremos x5 e izq no contenga
nodos de A. Definimos como h al intervalo que resulta de extraer los intervalos abiertos 1, der
y Ta,izq de la grafica I'.

El diagrama D(A) — (x1,der U xa,i2q) es “casi” una presentacién en arcos de L, haremos
unas transformaciones y una modificaciéon a h para que esto sea claro.

Bajo las siguientes isotopias del plano llevamos h a una posicién horizontal.

Veamos qué pasa con los arcos que forman el diagrama de A al hacer la transformacién
anterior.
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=
Xy

|| G

)
.

X

Figura 3.2

A los arcos que estan en la cara P, con extremos en los intervalos r3 y 71, la composicion
de las isotopias anteriores, los lleva a la siguiente posicion:

Xy
xi / | |
2
T xz\_/

Algo similar pasa con los arcos de la cara P3 del diagrama de A que tienen extremos en las
aristas ro y 7.

xl
/\ X
X | |
2 P xz

Para los arcos del diagrama de A en la cara P; con ambos extremos en la arista ry tenemos
lo siguiente:
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X

|

Mientras que para los arcos con ambos extremos en la arista rs, que también estdn en la
cara P, se tiene:

Lo tnico extrano o menos facil de visualizar es lo que pasa con los arcos que estan en la
cara P; con un extremo en la arista ry y otro extremo en r3, para éstos pasa lo siguiente:

X

Aqui modificamos h. Prolongamos el intervalo h de tal manera que se interseque una vez
con los arcos, en el nuevo diagrama, que provienen de arcos con un extremo en ry y otro en rs,
como se muestra en la siguiente figura.

Asi cada arco en la parte superior y en la parte inferior del intervalo tiene extremos en h y
pueden ser encajados en un semiplano semiabierto con frontera en h. Con lo que obtenemos un
encaje de L en una gavilla de semiplanos.

Ejemplo 3.3. La 3-cuca del ejemplo 2.20 tiene el siguiente diagrama.
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Para obtener su presentacion en arcos primero cortamos I' para obtener el intervalo h.

Notemos que, para facilitar la visualizacion de las isotopias descritas arriba (ver Figura
3.2), hemos coloreado del mismo color los arcos en la misma cara.

La presentacion en arcos para esta 3-cuca, después de las isotopias, es la siguiente.
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Nota. Por conveniencia hacemos que los cruces que se forman con el poste que va de la parte
superior a la inferior del eje h se dibujen en la parte superior; ésto no tiene ninguna otra
justificacién.

3.2 Aplanamiento

En esta seccién definiremos la “grafica” de una 3-cuca. Probaremos de manera constructiva
que tal grafica tiene una realizacién en el plano y diremos para cudles 3-cucas la realizacién
plana de su gréafica es unica. Pero antes daremos algunos conceptos de gréficas planas, las
demostraciones de las proposiciones pueden encontrarse en [G].

Definicién 3.4. Una gréafica plana es una gréafica que tiene un encaje en el plano.

Proposicién 3.5. Una grdfica plana G permanece plana si cualquier arista es subdividida o si
una nueva arista a es pegada por un vértice v € Vg y se agrega el otro extremo de a como un
nuevo vértice.

Definicién 3.6. Una arista que une dos vértices de un ciclo pero no es arista del mismo ciclo
se llama cuerda.

Proposiciéon 3.7. Una grifica plana sigue siendo plana si se agrega una cuerda en un ciclo
que bordea una cara en el encaje plano.

Regresando a las 3-cucas probemos el siguiente lema.

Lema 3.8. Sea A= (I, {P;},{p:}) una 3-cuca, entonces existe una arista en la realizacion de
la grifica tipo Cayley de A cuyos extremos estdn en distintas aristas de I.

Antes de la demostracion recordemos que la gréfica tipo Cayley de A estd definida por los
nodos V(A) y las aristas son parejas de nodos de A, {v,w} si y sélo si v # w y existe un
i€ {l1,...,n} tal que p;(v) = w.

Prueba.[Lema 3.8] Supongamos que en la realizacién de la gréafica tipo Cayley de A no existe
una arista con extremos en distintas aristas de T.

Tomemos P; una cara de I', I; el poste en P; y e;; uno de sus extremos, supongamos que
e;, estd en la arista r de I'. Sea j € {1,2,3} y j # ¢ tal que P; N P; = r. Luego por hipétesis
pj(ei,) € ry por ser A una 3-cuca debe existir en r e;, extremo de [; entre e;, y p(e;, ), pero,
nuevamente por hipétesis, p;(e;,) € r teniendo, de manera general la Figura 3.3.
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Figura 3.3

Observemos que las realizaciones de las orbitas de e;, y de e;, en la grafica tipo Cayley de
A van formando un par de espirales que se persiguen, o que son paralelas.
Hay tres opciones para colocar los extremos e;, y €j,.

a) Los extremos de poste e;, ¥ e, estdn sobre 7 y en algin momento son parte de las érbitas
de e;, y de e;, , recordemos que debe haber exactamente dos extremos de poste por érbita.
Pero esto dejaria a la d6rbita faltante (en 3-cucas siempre hay tres 6rbitas) aislada de las
otras dos y de los postes I; y [;. Por lo que el resultado no es una 3-cuca.

b) Sélo uno de los extremos, digamos e;, estd sobre r, luego una de las drbitas, la de e;, o la
de e;, contiene al nodo e;, y la otra no podra contener otro extremo de poste. Nuevamente
J1 2
el resultado no es una 3-cuca.

¢) Ninguno de los extremos de poste e;, y e, estdn sobre r, entonces las aristas de I" distintas
a 1 contienen cuatro extremos de poste y solo puede colocarse un poste en la cara que
forman, por lo que nuevamente el resultado no es una 3-cuca. m

Recordemos que definimos las aristas de I' como 71,73 y r3 como en la Figura 3.4, los vértices
de I' como izq al vértice izquierdo y der al vértice derecho tomando la grafica I', que tiene forma
de letra teta maytscula, colocada en el plano como en la figura anterior y que los nodos de A
tienen una manera de recorrerlos, luego también una manera de ordenarlos.

Definicién 3.9. Sea A = (I',{P;}, {y;}) una 3-cuca. Denotada por G(A) a la grafica in-
ducida por una proyeccién de las 6rbitas de A unién la grafica I'. O sea, la gréafica for-
mada por los vértices de I' unién el conjunto de nodos de A, V(A); y el conjunto de aris-
tas estd formado por las parejas {#(V(r2)),i2q}, {#(V(r2)) + 1,izq}, {#(V(r2)) + #(V(r1)) +
#(V(ra)),izq}, {#(V (r2)) +#(V (r1)), der}, {#(V (r2))+#(V (1)) +1,der}, {1, der}, {k, k+1}
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r

2

Figura 3.4

conk=1,....#(V(r2)=L#V (r2)) +1,..., #(V(r2)) +#(V (r1)) =1, #(V (r2)) + #(V (1)) +
Lo, #(V(r2) + #(V(r1)) + #(V(r3)) — 1 y las parejas {k, p;(k)} siempre que p;(k) # k, para
todo i € {1,2,3} y para todo k € {1,...,#(V(r1)) + #(V(r2)) + #(V(r3))}.

Tomemos la gréifica méxima formada por los cuatro vértices {izq, der, a, b}, donde a y b son
los vértices que forman la arista dada en el Lema 3.8, es sabido que esta grafica es plana. A
partir de esta grafica plana completamos la grafica G(A) de la siguiente manera: agregamos
los vértices (que son nodos de A y las aristas que faltan, pero estas aristas son de dos tipos,
las aristas que estan sobre la gréafica y que se forman por agregar vértices y las aristas de las
orbitas, que son cuerdas. Luego, por las proposiciones 3.5 y 3.7 tenemos el siguiente

Teorema 3.10. La grdfica de una 3-cuca es plana.

Observacién 3.11 (Importante). Ndtese que la grdfica de A determina a la cuca, esto es,
determina las caras, los nodos y los postes que a su vez determinan los homeomorfismos.

3.3 Problema inverso

Dadas las tres érbitas de una 3-cuca y de un encaje en el plano de éstas se va a recontruir
una 3-cuca con el mismo conjunto de érbitas. Pueden existir dos enlaces distintos. Esto se
hace tomando primero las tres 6rbitas de una 3-cuca para colocarlas sobre un intervalo I,
generando asi una gréfica plana a la que posteriormente se le agregaran dos vértices (izq, der)
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y dos aristas, de tal manera que el resultado sea una grafica tipo 6 que determina las caras y
los homeomorismos que describen a la 3-cuca.
Algoritmo

Gy Colocamos en el plano extendido un intervalo horizontal I con #(V (\A)) vértices marcados
en él en érden de derecha a izquierda (estos vértices son los nodos de V(A)); etiquetados
por {1,2,...,#(V(A))}. Esta serd la grifica inicial Gy.

Observemos que Gy es el eje h definido en la seccién 3.1.

G1 Elegimos una drbita O;, un vértice = en tal érbita y {z,y} una arista en la gréfica tipo
Cayley de A , si

a) |z —y| es par, o sea, que en I hay un nimero impar de vértices de V(.A) entre z e y,
entonces agregamos a la grafica G un arco que representa la arista {z,y} como en
la Figura 3.5.

Figura 3.5

Sea e el vértice de en medio entre x e y sobre I, entonces agregamos también una
arista con uno de sus extremos en e como se muestra en la Figura 3.6. A este tipo
de aristas las llamaremos secciones de poste. Posteriormente serd claro el por qué
de este nombre.

P X
Figura 3.6

b) |z — y| es impar; entonces el arco que se agrega a la grifica Gy se ve como en la
Figura 3.7.

Nota. Las aristas de la grafica tipo Cayley de A de un vértice x, o secciones de poste con
extremo en x, se agregan de tal manera que sean opuestas entre ellas respecto al intervalo
I, esto es, localemente debe tenerse la Figura 3.8 o la Figura 3.9.



46 CAPITULO 3. PRINCIPALES RESULTADOS SOBRE 3-CUCAS

Figura 3.7
Figura 3.8
Figura 3.9

G2 Usaremos los vértices = e y para seguir agregando aristas de la grafica tipo Cayley de A
o secciones de postes con la condicion dada por la nota anterior. Primero para el vértice
x:

Si existe una arista {z,y'} con y’ # y, entonces se aplican las condiciones a) y b) dadas
para generar (G con la condicién de la nota anterior. Si tal arista {z,y’'} no existe en la
grafica tipo Cayley de A quiere decir que x es un extremo de poste, en este caso agregamos
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una pequeiia arista J,, opuesta al arco que representa la arista {x, y} respecto al intervalo
I tal que G; N J, = {z}.

Hacemos esto mismo para el vértice y.

G: Repetimos el argumento dado en la construccion de Gy para aquellos vértices que en la
grafica Gy_; les fueron agregados los arcos que representan sus aristas en la grafica tipo
Cayley de A , hasta t = n con n = n; + ne + n3 + 3 donde n; es la longitud de la 6rbita
O; parai=1,2,3.

G! Por ultimo agregaremos los vértices izq y der que subdividen a un par de aristas de
I {zo,x0 + 1} ¥ {vo,y0 + 1} en G, respectivamente, con zg,yo € {1,...,#(V(A))} vy
zo < yo; y las aristas {1,der} y {#(V(A)),izq} que se realizan en G, como los arcos
correspondientes.

Las condiciones para hacer estas modificaciones son las siguientes:

Condicién 1 La subgréfica plana formada por los vértices izq y der, el subintervalo de I con
extremos en der e izq y las aristas {1,der} y {#(V(A)),izq} forman una gréfica
tipo teta, no importa si en una de las aristas de esta subgrafica no hay nodos de

V(A).

Condicién 2 Los arcos que representan las aristas {1, der} y {#(V(A)),izq} se agregan a la grafica
plana G,, de tal manera que las regiones que generan el intervalo I y las aristas
{1,der} y {#(V(A)),izq} contengan exactamente dos intervalos de la forma J, que
representan el inicio de un poste.

La grafica GJ, es una proyeccién plana de la grifica G(A) de la 3-cuca A para la cual
conociamos sus Orbitas.

Esta ultima etapa del algoritmo en algunas ocaciones no tiene resultado tinico, esto se explica
y justifica a continuacién.

Lema 3.12. Dados z,y € V(A) tal que p1(x) =y. x ey son de la distinta paridad si y sdlo x
e y no estan en la misma arista de I.

Prueba. Supongamos que = e y son de distinta paridad y y > x. Por hidtesis pi(z) = y,
entonces entre x e y debe haber un nimero impar de nodos denotado por a. Si x e y estan en
la misma arista entonces x +a + 1 = y, luego x — y es un nimero parar y por lo tanto x e y
tienen la misma paridad, lo cual es una contradiccién.

Por otro lado, sin pérdida de generalidad x € ro e y € r3, tomemos b=y —ro —r3— 1y
dado que a = z + b — 1 debe ser impar se tiene:

e Si x es par entonces b debe ser par y por lo tanto y es impar.

e Si x es impar entonces b debe ser impar y por lo tanto y es par. m

Del lema anterior podemos concluir que si en una de las 6rbitas del grupo de permutaciones
una 3-cuca A hay nodos pares e impares entonces al menos existe en la grafica GG, un arco de
la forma dada en la Figura 3.10.

Asf para colocar el vértice der y la arista {#(V(A)),der} tal que cumplan las condiciones
1 y 2 para generar la gréfica G, sélo podré colocarse de una forma. (Ver Figura 3.11.)
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Figura 3.10

1V(4)l
o

Figura 3.11. El arco punteado representa la arista {#(V(A)), der}.

Cuando no existen este tipo de arcos (con un extremo par y otro impar) en la grafica G,
tanto el vértice der como la arista {#(V(A)), der} pueden colocarse (por principio) en més de
un lugar, las condiciones dadas al generar G,, permitiran o no que haya mas de una forma de
colocarlos y si esta ambigiiedad es posible, se generan dos 3-cucas distintas.

Definicién 3.13. A dos 3-cucas A; y Az las llamamos gemelas si tienen érbitas iguales pero
las sextetas que las codifican son distintas.

Observacion 3.14. Generalmente los enlaces asociados de dos 3-cucas gemelas son distintos.

Por el Lema 3.12 sabemos que existen 3-cucas con érbitas que contien sélo nodos etiquetados
con nuimeros pares o s6lo con nimeros impares, para las cuales se puede encontrar una 3-cuca
gemela de la primera. Esto depende de si al colocar los vértices der e izq y las aristas {1,izq}
y {#(V(A)),der} la grafica con vértices {izq,der} y aristas {izq,der} como subintervalo de
I (en el algoritmo anterior), {1,izq} v {#(V(A)),der} forman una grafica tipo teta y no una

I d

grafica tipo anteojos, esto es, (.
Definicién 3.15. Dada una 3-cuca A = (I, {P;},{¢:}), decimos que una arisa de la gréfica
tipo Cayley de A es una arista horizontal si sus extremos estdn sobre la misma arista de
I'. Y llamamos a una 3-cuca horizontal si todas las aristas en al menos una de las caras son
horizontales.

Del lema 3.12 para una 3-cuca A con sélo niimeros pares o impares en cada una de sus
orbitas, A es horizontal.
Hemos dicho que la grafica I' se dibuja de la siguiente manera.
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Al colocar en una 3-cuca horizontal el poste I, uno de sus extremos no podré estar sobre
r3 y ser nodo central de los nodos de V(A) en r3. Ya que si esto pasa los postes [ y Iy deben

compartir el extremo en 73 lo que contradice a la definicién de n-cuca.

Definicién 3.16. El eje vertical de I es el eje que pasa por el punto medio de cada arista de

r.

Luego podemos decir que un nodo de A esta a la izquierda o a la derecha de I' respecto al

eje vertical o simplemente que estd a la izquierda o a la derecha de T'.

De lo anterior tenemos que esencialemente hay cuatro clases de 3-cucas horizontales depen-

diendo de la posicién del poste de Ps. (Ver Figura 3.12.)

i

Clase A

i/

Clase B

/.

Clase C

Se han hecho cédlculos precisos sobre ¢cémo ir de la codificacién en sexteta de una 3-cuca A;

N

Clase D

Figura 3.12
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a la codificacién en sexteta de su gemela As, si es que esta existe. Estos cédlculos se presentan
a continuacién pero serd necesario introducir més notacion.
Para una 3-cuca horizontal dada A denotamos como:

[

e Arcos de tipo “x” a arcos de la grafica tipo Cayley de A en P; con ambos extremos en o,

e arcos de tipo “y” a los arcos de la gréfica tipo Cayley de A en P; con ambos extremos en
3,

e arcos de tipo “a” a aquellos arcos de la grafica tipo Cayley de A en P, con extremos en
la misma arista de I' y que estan del lado derecho izquierdo de T'.

e arcos de tipo “b” a los arcos de la grafica tipo Cayley de A en P, con extremos en la
misma arista de I' y que estan del lado derecho de T'.

Tomando el parametro ¢ como la posicién del extremo del poste I3 con numeral mas
pequeno tenemos:

e arcos del tipo “d”, que son aquellos arcos de la gréfica tipo Cayley de A en P3; con un
extremo entre el nodo 1 y el t — 1, incluyendo los nodos 1 y ¢t — 1.

Si definimos 2p3 = #(V(r2)) + #(V(r1)) que es el nimero de nodos de V(A) en Ps,
entonces decimos que:

e Los arcos de tipo “f” son aquellos en la grafica tipo Cayley de A en P3 con uno de sus
extremos entre el nodo p3 — t y el nodo p3, incluyendo los nodos p3 — t y ps.

Ademas denotamos como:

e X al nimero de arcos de tipo x,
e Y al nimero de arcos de tipo y,
e A al numero de arcos de tipo a,
e B al niimero de arcos de tipo b,
e C al nimero de arcos de tipo c.
Y observamos que hay

e ¢t — 1 arcos de tipo d,

e p3 —t arcos de tipo f.

Si conocemos los pardmetros (X,Y, A, B, ps,t) para un dibujo plano de una 3-cuca pode-
mos, usando matrices de trancisiéon, encontrar los pardmetros para la codificaciéon en sex-
teta (p1,n1,pe,n2,p3,n3) y viceversa. De hecho tenemos que s = p3 y ¢ = n3. Para cada
Clase de 3-cuca horizontal se calcula el pardmetro ps que es, como ya se menciond, igual a

3#(V(r2)) + #(V (r1)).

Clase A. Una 3-cuca de Clase A no tiene gemela si exite un arco de la gréafica tipo Cayley de A en
la cara Ps con extremos €, 7, con € extremo de un arco tipo “a” o tipo “x” y n un extremo
de arco de tipo “c” o de tipo “b”, donde e <t <noe<t+ps<nyt—e=n—to
(t +p3) —e =n— (t + p3), respectivamente.
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Sea A una 3-cuca con parametros (X,Y, A, B, ps,t) tal que A si tiene gemela, entonces
la transformacion g4 : (X,Y, A, B) — (p1,n1,p2,n2) estd dada por ga(w) = a(w) 4+ Ca,
donde

y Ca

o O O
O N ==
o~ OO
= =0 O
— N = =

Figura 3.13. 3-cucas de clase Clase A.

Ahora daremos las matrices de trancisién para ir de la sexteta que determina a una 3-cuca
hotizontal de Clase A a la sexteta que determina a su 3-cuca gemela. Pero es necesario
subdividir esta clase de 3-cucas horizontales dependiendo de la posicién del extremo del
poste de la cara Ps3, p3 +t.

(A

Clase A.1. Si el extremo ps + ¢ del poste I3 es nodo de alguno de los arcos de tipo “x” o

nodo de un arco tipo “a”, entonces la transformacién fa, : (p1,n1,p2,na,n3) —
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(p}, ny, ph, nh,nk) estd dada por: fa, (v) = A1(v) + Ca,, donde

0 2 0 1 1 -2
0 2 0 1 0 1
Ar=|1 -1 1 0 -1 |[ycCa,=]| 1
1 -4 1 -2 -1 4
1 =10 0 0 1

En este caso ps = p} — 3n} + ph — nh + 2.

Clase A.2. Cuando el extremo s+t del poste I3 es extremo de un arco tipo “c” o de un arco tipo

Clase B.

“b” la transformacién de trancision fa, : (p1,n1, P2, N2, n3) = (P}, 0}, Ph, nh, ns) estéd
dada por: fa,(v) = Aa(v) + Ca,, donde

0 2 0 1 1 -2
02 0 1 0 -1

A, 1 -1 1 0 -1 |yCa=]| 1 |,
2 -5 2 -2 -2 5
1 =10 0 0 1

Yy p3 =p} —3nj +3ph —nh + 2.
En ambos casos p§ = p1 + p2 — 3n1 — na + 2.

Una 3-cuca de Clase B no tiene gemela si existe un arco en la grafica tipo Cayley de A
en la cara Ps con extremos €,7 tales que € es extremo de un arco tipo “a” o tipo “x” y
7 es extremo de un arco tipo “¢”, donde e <t <noe<t+ps<nyt—ec=n—to
(t + p3) —e =n — (t + p3), respectivamente

Sea A una 3-cuca con pardmetros (X,Y, A, B, ps,t) tal que A si tiene gemela, entonces
la transformacién g : (X,Y, A, B) — (p1,n1, p2, n2) estd dada por gg(w) = b(w) + Cp,
donde

110 0 1
010 0 1
b=119 91 1 |¥C=[,
0 2 1 -2 1

Nuevamente tenemos que separar esta clase dependiendo de la posicién del extremo p3+t
del poste 3.

Clase B.1. Si el extremo p3 + t del poste I3 es nodo de alguno de los arcos de tipo “x” o

nodo de un arco tipo “a”, entonces la transformacién fg, : (p1,n1,p2,n2,n3) —
(p/la n/17p/27 77/27 né) esta dada por: fB1 (U) = Bl(v) + CB17 donde

0o 2 -1 1 1 -2
0o 2 -1 1 0 -1
B,=|]1 -1 1 0 1 yCp, =| -1
1 -4 3 -2 1 2
1 -1 0 0 0 1

En este caso pg = —p} — n} + 2p, — nf + 2.
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Figura 3.14. 3-cucas de clase Clase B.

Clase B.2. Igual que para las 3-cucas de Clase A.2, cuando el extremo s+t del poste I3 es extremo
de un arco tipo “c”, la transformacién de trancisiéon fp, : (p1,n1,p2,n2,n3) —
(p/17 n/17pl27 nl27 nil}) esta dada por: fB2 (U) = BZ(U) + CB27 donde

0o 2 -1 1 1 -2
0o 2 -1 1 0 -1
B=|1 -1 1 0 1 yCg,=| -1
2 -5 4 -2 =2 )
1 -1 0 0 0 1

En este caso ps = —5p} + 3n} + 3p, — nb + 2.
En ambos casos p§ = p1 + 2p2 — 3ny — na + 2.

Clase C. g¢ : (X,Y, A, B) — (p1,n1,p2,n2) estd dada por go(w) = ¢(w) + Ce, donde

o O

-1 be:

0
0
1
0 1

SO O
SN =
— = =

En estos casos no hay arcos de tipo “a” en la frontera de la cara Ps.

Clase C.1. Si el extremo p3+t del poste I3 es nodo de alguno de los arcos de tipo “x”, entonces la
transformacién fe, : (p1,n1,p2, N2, ng) — (Pi, N, ph, nh,n%) estd dada por: feo, (v) =
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Figura 3.15. 3-cucas de clase Clase C.

Ci(v) + Cg,, donde

0 2 -1 1 1 -2
0 2 -1 1 0 ~1
Ci=|1 -1 1 0 -1 |yCg=]| 1
1 -4 3 -2 -1 4
1 -1 0 0 0 1

En este caso ps = p} — 3n} + 2p) — nf + 2.

Clase C.2. Cuando el extremo p3 + t del poste I3 es extremo de un arco tipo “c” o de un arco
tipo “b” la transformacién de trancisién estd dada por: fe, : (p1,m1,p2,n2,n3) —
(p}, ny, ph,nh,nk) con fe,(v) = Ca(v) + Ce,, donde

0 2 -1 1 1 -2
0 2 -1 1 0 -1
Co=|1 -1 1 0 -1 |yCe=]| 1
0 -3 2 -2 0 3
1 -1 0 0 0 1

En este caso ps = p| — 3n] + ph — nb + 2.
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En ambos casos p§ = p1 + 2p2 — 3ny — ng + 2.

Clase D. gp : (X,Y, A, B) — (p1,n1,p2,n2) estd dada por gp(w) = d(w) + Cq, donde

o O O
DN DN = =

\

—_

\

—_
OO ==

Figura 3.16. 3-cucas de clase Clase D.

En estos casos si hay arcos de tipo “a” en la frontera de la cara Ps, pero no hay arcos de
tipo “b”.
Clase D.1. Si el extremo ps + ¢ del poste I3 es nodo de alguno de los arcos de tipo “x” o es
nodo de un arco de tipo “a”, entonces la transformacién fp, : (p1,n1,p2,M2,n3) —
(p}, ny, Py, nh,nk) estd dada por: fp,(v) = Dy(v) + Cp,, donde

0 2 -2 1 1 -2
0 2 -2 1 0 1
D;=|1 -1 1 0 -1 ]|yCp,=]| 1
1 -4 5 -2 —1 4
1 -1 0 0 0 1

En este caso p3 = p} — 3n} + 2p, — nf + 2.
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Clase D.2. Cuando el extremo p3 + t del poste I3 es extremo de un arco tipo “c”, la transfor-
macién de trancisién estd dada por: fp, : (p1,n1,p2,n2,n3) — (P, n}, ph,nb,nk)
con fp,(v) = Dz(v) + Cp,, donde

0 2 -2 1 1 -2
0 2 -2 1 0 ~1
D=|1 -1 1 0 -1 |yCp,=]| 1
0 -3 4 -2 0 3
1 0 0 0 0 1

En este caso ps = p} — 3n} + ph —nh + 2.

En ambos casos p5 = p1 + 3p2 — 3ny —na + 2.
Ast (py,nl, ph,nh, ph,nk) serd la sexteta que codifica a la 3-cuca Az que es la gemela de A;.
Observaciéon 3.17. Las 3-cucas de Clase C y de Clase D siempre tienen gemela.

3.4 Grafica de vecindades de las orbitas de una 3-cuca
dada

En la demostraciéon del Teorema 2.14 se define para una 3-cuca A la gréfica de vecindades de
las 6rbitas de A, G(A), como la grafica formada por las regiones definidas en la frontera de un
3-ovillo, que es el resultado de identificar ciertos discos en el complemento de una vecindad de
I" seccionada en 3-bolas. (Ver pdgina 28.)

Observacién 3. 18 Por ser G(A) una grdfica en el plano con tres caras, entonces las posibi-
lidades para G(A) se dan en la Figura 3.17.

— 0000

Figura 3.17

. , . . . Y T
Nota. Diremos que una gréfica es de tipo anteojos si es de la forma (_—_).

Definicién 3.19. Una 6rbita O; de una 3-cuca A = (I, {P;}, {®i}), con i € 1,2,3, es una
érbita que aisla a las otras érbitas si no hay nodos de O; adyacentes a los nodos de Oj, con

i1 £j#k i #£Ek.
Lema 3.20. Sea A= (I',{P;},{¢i}) una 3-cuca tal que alguna de las siguientes ocurre:

a) A tiene nodos en cada arista de T' y O; es una drbita de A con dos nodos adyacentes a
un solo vérice de I'.



3.5. MOVIDAS DE 3-CUCA. 57

b) A no tiene nodos en una arista de T' y O; es la drbita de A con dos nodos adyacentes a
los vértices de T'.

Entonces O; es una drbita que aisla a las otras orbitas.

Prueba. La demostracion se hara por contradiccién.

Supongamos que en una arista de I' existen 2/ € O; e ¥’ € Oy nodos adyacentes con
j#Ek#i i#jei, g, ke {1,2,3}. Luego sus continuaciones, en al menos uno de los sentidos,
en la grafica tipo Cayley de A permanecen contiguas.

Por otro lado, por el Lema 2.7, que dice que cada érbita tiene al menos un nodo adyacente a
los vértices de I', tenemos que para ambas hipdtesis a) y b) hay un solo nodo z en O; adyacente
a un vértice de I' y un solo nodo y en O adyacente al otro vértice de I', esto es, O; y Oy
no tienen nodos adyacentes al mismo vértice de I'. Denotemos por v a uno de los nodos de
O; adyacente a un vértice de I' y en la misma cara que x y por w a uno de los nodos de O;
adyacente al otro vértice de I' con cara comun a la de y. Luego las continuaciones en la grafica
tipo Cayley de A de z y v son contiguas en una cara de I y permanecen asi al seguir las érbitas
en la grifica tipo Cayley de A en un sentido ya que en el otro se separan por el vértice de
I'. Del mismo modo las continuaciones en la gréfica tipo Cayley de A de las orbitas Oy y O;
permanecen contiguas después de pasar por la cara que contiene a y y a w.

Las continuaciones en la gréfica tipo Cayley de A de las 6rbitas O; y O; son contiguas y
no pueden regresar de manera adyacente a un vértice de I', pues, de ser asi la érbita O; serfa
un S! trivial en el enlace asociado de A. Habfamos supuesto que las continuaciones de O;y
Oy, también son contiguas a partir de una cara de I' (elegida en la hipétesis de contradiccién),
luego cuando, por ejemplo, al perseguir la dérbita O; llegamos a e, que es un extremo de un
poste [, las orbitas Oy y O; tienen nodos adyacentes a e que se intercambian por medio de la
refleccién que induce el poste I. Lo cual es una contradiccion al hecho de que las 3-cucas tienen
exactamente tres orbitas distintas. m

Lema 3.21. Sea A = (I',{P;},{¢:}) una 3-cuca. Existe una orbita O; de A que aisla a las
otras drbitas si y sélo si la grdfica de vecindades de las orbitas de A es de tipo anteojos.

Prueba. Sea O; érbita de A que aisla a las otras érbitas, luego las caras de la gréfica de
vecindades de las érbitas de A que contienen a O; y a Oy, con j #i# ky i,j,k € {1,2,3}, no
tienen frontera en comtun y por lo tanto la gréafica debe ser de tipo anteojos.

Por otro lado, si la grafica de vecindades de las 6rbitas de A es de tipo anteojos, entonces
las érbitas O; y Oj no tienen nodos adyacentes en I' ya que las fronteras de sus vecindades no
se intersecan. m

3.5 Movidas de 3-cuca.

En esta seccion definiremos movidas de cuca usando las graficas de vecindades de las drbitas
de una 3-cuca A.

En las secciones anteriores hemos distinguido a las 3-cucas segun la existencia de nodos de
la 3-cuca en una arista de su grafica I' y segiin cuantos nodos de cada orbita hay de manera
adyacente a cada vértice de T Estas mismas distinciones son importantes para definir las
“Movidas de 3-cucas” y sus inversas, asi que les daremos un nombre especial segin tengan una
de estas propiedades.
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Llamemos como:
e 3-cucas Tipo 1 a las 3-cucas sin nodos en una de las aristas de I.
e 3-cucas Tipo 2 a las 3-cucas con nodos en cada arista de T'.

e 3-cucas Tipo 2-Bi a las 3-cucas Tipo 2 donde una de sus érbitas tiene dos nodos adya-
centes a un mismo vértice de T.

e 3-cucas Tipo 2-Tri a las 3-cucas Tipo 2 dénde cada una de sus érbitas tiene exactamente
un nodo adyacente a cada vértice de T'.

A continuacién definiremos las Movidas de 3-cucas y daremos sus descripciones, pero antes
veamos un diagrama que ayudard a observar las relaciones entre estas movidas, sus inversas y
que, efectivamente, todos los tipos de 3-cucas estan involucradas en estas movidas.

Mov 1

=
CMO" 2 2 3 Tipo 2-Bi
aso a) 2 O
N N
-
T
2
=,
Mov 4
Mov 3 Caso b)

Tipo 2-Tri

Mov 3
Caso a)

Nota. La siguiente notacién se usara en todas las construcciones de las movidas. Denotaremos
como I;, I; y Ij, a las realizaciones de las drbitas O;, O; y Oy en la gréfica tipo Cayley de A,
respectivamente.

3.5.1 Movida 1

Esta movida se aplica a las 3-cucas Tipo 1, esto es, podremos aplicar esta movida a A =
(T, {P:},{®i}) una 3-cuca sin nodos de A en una de las aristas de I". Definamos como O; la
érbita de A con dos nodos adyacentes a los vértices de I', como O; y Oy, a las otras dos érbitas
de A y denotaremos como

Paso 0. Elegimos una de las érbitas O; u Oy, sin pérdida de generalidad y sélo para facilitar
la notacién tomemos O;.

Paso 1. Tomamos las realizaciones de la grafica I' y de las érbitas O; y Oy en la esfera 0B3.
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Paso 2. Definimos V;, V, C OB3 vecindades disjuntas, relativas a los extremos, de I; e Iy, res-
pectivamente. Estas vecindades se toman de tal manera que 0V; y 0V}, crucen transver-
salmente a I' y el nimero de cruces sea el doble que el niimero de elementos de la érbita
correspondiente.

Paso 3. Construimos el conjunto N formado por las parejas (x,y) donde z € 9V; NT, y €
OV NT' y x e y sean adyacentes a los vértices de T'.

Nota. La dérbita Oy tiene un nodo adyacente a uno de los vértices de I y O; tiene un nodo
adyacente al otro vértice de T' (O; tiene un nodo adyacente a cada vértice de T'), luego
existe un elemento x € dV; NI adyacente a un vértice de I' y un elemento y € OV N T
adyacente al otro vértice de I'.

Paso 4. Tomamos (x,y) € N con x adyacente a un vértice de I' e y adyacente al otro vértice
de T" tal que = e y no esten sobre la misma arista de I'. Construimos la grafica conexa
0V; U0V, UTyr que es una gréfica tipo anteojos.

Lema 3.22. Dada A 3-cuca, siempre existe una pareja (x,y) € N con x adyacente a un
vértice de I' e y adyacente al otro vértice de I' tal que x e y no estén sobre la misma arista
de T

Prueba. Supongamos que no existe tal pareja (z,y), luego los nodos de A de dos dérbitas
adyacentes a los vértices de I' se ven como en la Figura 3.18.

Figura 3.18

Por otro lado recordemos que las 6rbitas son intervalos y por el Teorema de la curva de
Jordan, no es posible que estas dos érbitas sean 6rbitas de una 3-cuca. m

Paso 5. Colapsamos sobre I' los nodos = e y en un solo punto v que es el punto medio de la
arista de I en la que no hay nodos de A. Esto se debe hacer de la manera que se muestra
en la Figura 3.19.

Paso 6. Sea R la componente no acotada de la grafica resultante del paso anterior que no
contiene a las realizaciones de las orbitas O; y Oy. Colocamos un arco I ]’ en R tal que
tenga extremos en I', sea contiguo a OR, los cruces de este intervalo con I'" deben ser
transversales, salvo en 01 ]’ claro estd, y por ultimo los nodos adyacentes a los nodos I ]’ el
s6lo pueden ser nodos de dV; NT" o de 9V, NT.
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Figura 3.19

Después de estos pasos obtenemos en 9B una grafica I' con tres intervalos sobre ella que
representan las tres érbitas de una 3-cuca A’, éstos son elementos suficientes para definir los
homeomorfismos ¢} y por lo tanto a A" = (', { P/}, {¥}}).

Ejemplo 3.23. En la Figura 3.20 se observa una 3-cuca y la 3-cuca resultante de haber aplicado
a la primera la Movida 1.

Figura 3.20

3.5.2 Movida 2

Esta movida se aplica a las 3-cucas Tipo 1 y a las 3-cucas Tipo 2-Bi. Para estos dos tipos de
3-cucas existe una érbita con un nodo adyacente a uno de los vértices de I' y otro adyacente al

otro vértice de I', denotemos a esta orbita como O;. Esta movida se aplica sélo a esta érbita
0;.

Paso 1. Tomamos las realizaciones de la gréfica I' y de las érbitas O; y Oy, en la esfera 0B3.

Paso 2. Definimos V;,V}, C 02 vecindades disjuntas, relativas a los extremos de I; e I, res-
pectivamente. Estas vecindades se toman de tal manera que 9V, y 0V}, crucen transver-
salmente a I' y el nimero de cruces sea el doble que el nimero de elementos de la orbita
correspondiente.
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Paso 3. Construimos el conjunto N formado por las parejas (x,y) donde z € OV; NT, y €
Vi NT' y x e y sean adyacentes a los vértices de T'.

Nota. Cada érbita O; y Oy debe tener un sélo nodo adyacente a un vértice de I', pero por
el Lema 3.20 O; es una érbita que aisla a las otras érbitas, luego los nodos de O; y de Oy
adyacentes a los vértices de I" no estan sobre la misma arista de I" por lo que existe un elemento
x € 00; NT" adyacente a un vértice de I' y un elemento y € 0V, NI" adyacente al otro vértice
deT.

Aqui debemos separar el proseso en dos casos.
Caso a) El resultado serd una 3-cuca Tipo 1.

Paso 4. Tomamos un elemento (x,y) € N con z adyacente a un vértice de I' e y adyacente
al otro vértice de I' y construimos la gréfica conexa V; U0V, Uy que es una gréfica
tipo anteojos (_—).

Paso 5. Colapsamos sobre I' los nodos x e y en el punto medio de la arista de I" en la
que no hay nodos de A, denotamos a este punto como v. Esto se debe hacer de la

manera que se muestra en la Figura 3.21.

Figura 3.21

Paso 6. Sea R la componente no acotada de la grafica resultante del paso anterior que
no contiene a las realizaciones de las 6rbitas O; y Op. Colocamos un arco I} en R
tal que tenga extremos en I' sea contiguo a OR. Los cruces de este intervalo con I’
deben ser transversales, salvo en 0I] claro estd, y por ultimo los vértices adyacentes
a los vértices I/ N T s6lo pueden ser nodos de OV; NI o de 0V;, NT.

Caso b) Si existen dos elementos (z1,y1), (z2,y2) € N con Z;g;p camino que sélo pasa por un
vértice de I', entonces los pasos a seguir son los siguientes y el resultado serd una 3-cuca
Tipo 2-Tri.

Paso 4. Generamos la gréfica conexa dV; U 0Vy, UZ1g11+ U Z2ar-

Nota. En cada regién de 9B3 — T la realizacién de la gréfica tipo Cayley de A ge-
nera, en cada cara, arcos que denotamos por as, que son contiguos y tienen extremos
en I'. Al colocar las vecindades V; y Vj, descritas en el Paso 2, también se generan
arcos en cada regién de B3 — I" que son contiguos entre si y contiguos a los arcos
as.

Paso 5. Colocamos los extremos de los postes de A en I' y entre los extremos de un arco
as, para algin s, innermost de (0V; U9Vy) NoB3 —T.
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Paso 6. En el complemento de la gréfica formada en el Paso 4 hay dos regiones con un
intervalo en su interior. En las dos regiones restantes contamos el niimero de extremos
de poste colocados en el Paso 5. Si ambas regiones contienen un solo extremo de
poste, entonces esta movida no se puede terminar y debemos usar otra pareja de
elementos de N. Por otro lado si en alguna de estas regiones no hay extremos de
poste, entonces tal region se colapsa en un punto y seguimos con el Paso 7.

Paso 7. En el complemento de la grafica resultante del Paso 6 existe una regién R que
no contiene a las realizaciones de las 6rbitas O; y Oy, colocamos un arco I} en esta
regién R, tal que tenga extremos en I, sea contiguo a OR, los cruces de este intervalo
con I" sean transversales y los nodos adyacentes a los nodos I/ NT" sean sélo nodos
de 0V; NI'y de 0V, NI

Nuevamente estos tres inervalos I, I; e Ij, sobre la gréfica I" son elementos suficientes para
definir la nueva 3-cuca A.

Ejemplo 3.24. Ejemplo de la Movida 2 Caso a). Figura 3.22

Figura 3.22

3.5.3 Movida 3

Esta movida se aplica a cualquiera de las tres érbitas de una 3-cuca de Tipo 2-Tri. Denotaremos
como I; a la realizacién en la grafica tipo Cayley de A de la érbita O;.

Paso 0. Se elige una érbita, digamos O;, para hacer la movida.

Definamos como vy, v los nodos en O; adyacentes a izq y der, respectivamente.
Tenemos dos casos:

Caso a) Si vy # v9
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Paso 1. Se cambia el arco « € I;, que conecta los nodos vy, v por el arco o’ con extemos
v1, vy tal que pase entre los intervalos I; e Ij.

Paso 2. Sustituimos I; por I/ = (I; — @) U«’. Bajo un isotopia en 9B cada segmento

de I! NOB3 — T con extremos en I/ NT' debe estar bajo un poste, para asegurar la
estructura de cuca.

Casob) Sivy =vy:=vyve P NP,

Paso 1. Definimos v; = B(e,v) NP, NI; y vo = B(e,v) N Py N I; con € > 0 pero
suficientemente pequeno para que no se inteseque con ningin otro arco de la gréafica
I, ni arcos de la Gréfica tipo Cayley de A.

Paso 2 Hacemos los pasos 2 y 3 para el Caso a), sélo que tenemos dos soluciones distintas,
una cuando o’ contintia por la derecha de v, y otra cuando o' continiia por la
izquierda de v;. (Ver Figura 3.23.)

G-
—_——— =

Figura 3.23

Observemos que el resultado en el Caso b) es una 3-cuca Tipo 1.

Ejemplo 3.25. Ejemplo de la Movida 3 Caso a). Figura 3.2/

Figura 3.24
3.5.4 Movida 4

Esta movida se aplica a cualquiera de las érbitas de una 3-cuca A = (T', {P;}, {¢;}) con nodos
en cada arista de I' y que tengan un nodo de cada érbita de A adyacente a cada uno de los
vértices de I'.
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Paso 0. Elegimos una 6rbita O; de A, a la cual aplicaremos la movida.
Paso 1. Tomamos las realizaciones de I' y de la grafica tipo Cayley de A en 0B3.

Paso 2. Elegimos z uno de los dos nodos de O; adyacente a los vértices de I'. Para fijar ideas
digamos que x es adyacente a der y supongamos que x € 9P, N OP;.

Paso 3. Tomamos un disco D C 9B con centro x y radio suficientemente pequeiio para que
los conjuntos D NIy D N I; sean intervalos y DN I; = 0, para j # ¢, j € {1,2,3}.
Denotamos como « al intervalo D N I; y como a1, as a sus extremos.

Notese que I; — « son dos intervalos en cuyos extremos hay un nodo de A que es extremo
de poste.

En los siguientes pasos se explica cémo colocar un arco 3 en B3 — (D U (Uf;’:1 I,))uoD
con extremos en 9D —I" de tal manera que 3(0) y B(1) estén separados por a; y as, esto es, los
extremos de (8 estén alternados con los extremos de a. Cuando podamos colocar 8 que cumpla
esto ultimo diremos que cerramos correctamente a (.

Por construccién los extremos de 8 v de « estdn en OB3 — T, sélo para hacer més facil la
notacién diremos que B(0) y a; estdn en la misma cara, digamos P}, por lo que se generan dos
€asos:

Caso a) El nodo a; estd sobre 0D UT y entre 3(0) y el vértice der de T'.

Paso 4. Al hacer t — 1, construimos /3 contiguo a los intervalos I;, j € {1,2,3} y dado
que cada drbita tiene un nodo adyacente a der, entonces en algin tiempo ¢y € [0, 1]
B(to) € T es adyacente a der, luego para £ > 0 suficientemente pequenio, 8(tg — €)
est4 en el interior de una cara de B3 —T.

Cuando S(tg — €) estd en la cara Ps tenemos a B(tg — €) en la posicién deseada
y podemos cerrar correctamente a 3.
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Cuando S(tg — €) estd en la cara P, continuamos g por la cara cuya frontera no
contiene a x y seguimos de manera contigua a I; con j # . Luego en un tiempo
t1 € [0,1] y t1 > to B(t1) estd en la cara Ps, dado que lo colocamos contiguo a
I;. Asi podemos cerrar correctamente a 3.

r

Por dltimo, cuando B(tg — €) estd en la cara de I cuya frontera no contiene a x
continuamos [ hacia P;, sin pasar por P;, y cerramos correctamente a f3.

r

Caso b) El nodo 5(0) estd sobre 0D UT y entre a1 y el vértice der de T

Paso 4. Al igual que en el Caso a), al hacer t — 1 § es contiguo a los intervalos I,
nuevamente en un tiempo to B(tp) estd en I' y es adyacente a der y para ¢ > 0
suficientemente pequenio, 3(ty — €) estd en el interior de una cara de 9B% —T..
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Cuando S(tg — €) estd en la cara P, o en la cara cuya frontera no contiene a
2 continuamos a (3 por la cara P; de tal manera que siga contiguo al intervalo
de I; — a que tiene como extremo a as hasta regresar a la cara Ps, adyacente
a ag y del lado opuesto al que contien a der. De esta manera podemos cerrar
correctamente a 3.

I '

Si B(to — €) estd en la cara Ps no es posible cerrar a § correctamente. Pero
podemos “corregir” 3 de la siguiente manera:

Definimos como O; a la érbita distinta de O; con nodo adyacente a der en la
frontera de las caras distintas a Pj.

I

En un tiempo ¢; € [0,1] con t; < to B(t1) es adyacente al vértice izq de T' y es
adyacente a un nodo de Oj, corregimos 3 a partir de ¢; —n con 7 suficientemente
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pequeno para que 3(t; —7) permanezca en la cara que comparten el nodo de O;
y el nodo de O; adyacentes a izq. Y continuamos a § de manera contigua a O;
y a O con i # k # j. De esta manera el nuevo 3(tp — €) estard en P, o en la
cara que no contiene a x.

Una vez construido el arco g tal que cierre correctamente continuamos con la construccién de
la movida.

Paso 5. Colocamos en D dos arcos disjuntos a18(1) y a23(0).

Paso 6. Sustituimos I; por I/ := I, — a U U a1 58(1) U a28(0).

Nota. En el Caso a), cuando S(tg — €) estd en la cara que no contiene a z, el resultado
del Paso 7 es como en el dibujo de la izquierda de la Figura 3.25, por lo que hay que
hacer una isotopia en 0B? de tal manera el resultado sea un arco como en el dibujo de la
derecha de la Figura 3.25. Se hace esto para conservar la estructura de cuca.

Figura 3.25

Los casos a) y b) dan dos posibilidades distintas de construir I] y siempre es posible llegar
al Paso 7, por lo que siempre existen dos 3-cucas resultantes claramente distintas a A ya
que A’ contiene una érbita con dos pares de nodos, cada par adyacente a un vértice de I.

Conclusion: Para todas las movidas que hemos definido, el enlace asociado de A’ es equivalente
a L ya que sélo se sustituyé el arco I; (I; para la Movida 1), que es la realizacién de la érbita
O; (O para la Movida 1) en la gréfica tipo Cayley de A, por el arco I} (I} para la Movida
1) construido en el dltimo paso de cada movida. Notese que esta sustitucién se hizo usando el
enlace asociado de A y la gréfica I'. 'Y observamos que, al “soltar” el arco I; C 9B? (I; C B3
para la Movida 1) dentro de la bola B? de tal forma que sélo sus extremos permanecen en 9B3,
la unién de este nuevo arco e Ij (I} para la Movida 1) es un disco en B* por lo que ambos
enlaces son equivalentes y asi también lo son los enlaces geométricos de A y de A’'.

Bignrlgsfichs Hotisoltilcs. Fisure 5.2

En esta seccién definiremos los arcos horizontales y verticales en una 3-cuca; las 3-cucas hori-
zontales y mostraremos qué tipo de 3-cucas pueden llevarse, bajo movidas de cuca, a 3-cucas
horizontales.
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Figura 3.26

Definicién 3.27. Un arco en la gréfica tipo Cayley de una 3-cuca A es un arco horizontal
si sus extremos estan sobre la misma arista de I', en otro caso se le llama arco vertical. Una
3-cuca es horizontal si para una de sus caras todos los arcos de la grafica tipo Cayley de A
son horizontales.

Diremos que una 3-cuca es simple si no es de Tipo 2-Bi, esto es, si no tiene una érbita con
dos nodos adyacentes a un solo vértice de T'.

Teorema 3.28. Sea A = (I',{P;},{®:}) una 3-cuca con enlace L. Si en la grdfica tipo Cayley
de A la realizacion de al menos una de las drbitas de A no tiene arcos verticales en al menos

una de las caras de T', entonces existe una 3-cuca horizontal A’ con enlace asociado equivalente
a L.

Prueba. Supongamos que A no es horizontal. Sea O; la 6rbita de A tal que su realizacién en
la grafica tipo Cayley de A no tiene arcos verticales en una de las caras de I' y sea P; tal cara,
cuyas aristas son a y b, esto es, a Ub = 0P;.

Denotamos por [; a la realizacién en la grafica tipo Cayley de A de la érbita O;, para
1={1,2,3}.

Si A tiene al menos dos nodos de la misma érbita adyacentes en I', se aplica la Movida 2 a
esta Orbita hasta que ya no sea posible aplicarla més. Si en el proceso se obtiene una 3-cuca
horizontal, habremos terminado.

Luego podemos suponer que A es simple, esto es, A puede ser de Tipo 1 o de Tipo 2-Tri.

Separaremos la demostracion dependiendo del Tipo de 3-cuca y en cada caso se analizara
el nimero de arcos verticales en la cara P;, nimero que denotamos por 7.

Nota. Los nodos seran representados en las figuras como:
® si cl nodo pertenece a la érbita Oy,
& para nodos de la érbita Oy,

B para nodos de la 6rbita O,,.
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Para n > 1 etiquetamos los arcos verticales en la cara P; como sigue: 7; es el arco vertical
en P; con uno de sus extremos adyacente a izq (nétese que ambos extremos no pueden ser
adyacentes a izq ya que los extremos del poste de P; deben estar intercalados con los nodos de
los arcos de la gréfica tipo Cayley de A en P;), 41 es contiguo a 74, con t > 1. Luego uno de
los extremos del arco 7, es adyacente a der. Ademds suponemos que <y; € I} para ¢t impar y
¢ € I; para t par.

A Tipo 1

1 = 1. Sea el tinico arco vertical en P; y denotemos como x e y a los extremos de 7.

Por definicién, cuando A es de Tipo 1 en una de las aristas de I' no hay nodos de
A. Si suponemos que un extremo de «y es el tnico nodo en la arista que lo contiene,
entonces una de las caras de I' sélo tiene un nodo, lo cual es imposible. Por lo que
en cada arista que contiene a cada extremo de v debe haber més nodos de A, luego
en la cara P; hay arcos de la gréfica tipo Cayley de A horizontales con extremos en
cada uno de las aristas de la cara P;, o al menos cada arista de JP; contiene a los
extremos del poste de P;.

Asf en general tenemos la Figura 3.27, donde v1,v2 € V(A), v1 e y estdn en la misma
arista de I', v1 es el vértice adyacente a izq, v3 y = esta en la misma arista de I' y vq
es adyacente a der.

¥

Figura 3.27

Aplicamos la Movida 2 Caso b) como se muestra en la Figura 3.28 para obtener A’
que es una 3-cuca Tipo 2-Tri que no tiene arcos verticales en P;.

Observacién 3.29. Para nn > 1, tomamos vi,vs € V(A) con v1 adyacente a izq y vo
adyacente a der y vi,vs € OP;. Entonces v1 y va deben pertenecer a dos drbitas distintas
de A, de otro modo la drbita que los contiene, O, con k # m # 1, es drbita que aisla a
las otras orbitas (Lemma 3.20) y por lo tanto Oy y O; no pueden tener nodos adyacentes
en la misma arista de T'.
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Figura 3.28

1 par. Si los extremos del poste de P; estan en distintas aristas de I'. Luego en particu-

lar una de las aristas, digamos a, contiene al menos 1 + 1 nodos de V(A), que es
ndmero impar. Este nimero aumenta en dos por cada arco horizontal de la grafica
tipo Cayley de A en P; y dado que A es Tipo 1, entonces I' tiene una cara con un
ntimero impar de nodos, luego no existe una 3-cuca con estas condiciones de 7 y del
poste de P;.

De lo anterior podemos suponer que los extremos del poste P; estdn en la misma
arista de I, sin pérdida de generalidad supongamos que estan sobre a.

Sin = 2, entonces una de las caras de I' tiene sélo dos nodos lo que contradice la
definicién de n-cuca. Por lo tanto n > 4.

Por la observacién anterior tomemos vy y vo en distintas orbitas de A.

Sin pérdida de generalidad supéngamos que v; € I} y vg € I,;, con k # m # [. Asi
tenemos la Figura 3.29.

Aplicamos la Movida 2 a la 6rbita O;. Observemos que no importa en qué sentido
de la continuacién del arco -y, esté un extremo del intervalo I;, de cualquier manera
7y deja de ser un arco vertical en P; de A’.

Si uno de los extremos del intervalo I; estd en la continuacién en la grafica tipo
Cayley de A de v; que no va de manera contigua a la continuacién en la grafica tipo
Cayley de A de 71, entonces al aplicar la Movida 2 v; deja de estar en la cara P;
(ver Figura 3.30).

Pero si uno de los extremos del intervalo I; esta en la continuacién en la grafica tipo
Cayley de A de vy que si va de manera contigua a la continuacién en la gréfica tipo
Cayley de A de 71, entonces la grifica tipo Cayley de la 3-cuca resultante después
de aplicar la Movida 2 puede contener un nuevo arco vertical en P; generado por el
arco que contiene a vy, denotamos a este nuevo arco como vo. (Ver Figura 3.31.)
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Figura 3.29

Poste

Figura 3.30

Probemos que no es posible que exista tal arco 7.

La gréfica tipo Cayley de A’ tiene tres intervalos I, I} e I,,, sin cambiar notacién,
aplicamos la Movida 2 pero ahora a la drbita I, en A’. Observemos que en P;
tenemos un nuevo nodo v} en a adyacente a izq, donde v} pertenece Oy, si v, generé
un arco horizontal en P; (ver Figura 3.32)) y v} pertenece a la érbita Oy si 7, no

generd un arco horizontal de P; (ver Figura 3.33).

En el primer caso (Figura 3.32), esto es, cuando la Movida 2 aplicada a A genera
un arco vertical en P; a partir de 7y,, un extremo del intervalo I;, denotado por e,
estd en la continuacién de 7, que va contigua a la continuacién en la grafica tipo
Cayley de A de vz, luego las continuaciones contiguas de v,_1 y vy; y de v, ¥y v2



72

CAPITULO 3. PRINCIPALES RESULTADOS SOBRE 3-CUCAS

Poste

Figura 3.31

Figura 3.32

deben separarse por un vértice de I' antes de llegar a e, de lo contrario v,_1 y v2
pertenecen al mismo intervalo en la grafica tipo Cayley de A (Ver Figura 3.34). Pero
no existen nodos de A adyacentes a los vértices de I' que permitan que esto pase.
Por lo tanto v, no genera un arco vertical en A" al hacer la Movida 2.

Tomemos el segundo caso (Figura 3.33). La tdnica manera para que la Movida
2 aplicada en A’ a la 6rbita Oy genere una 3-cuca A” con el mismo numero de
arcos verticales que A’ en P; es cuando un extremo del intervalo Ij esta sobre la
continuacién de v} que va contigua a la continuacién en la gréfica tipo Cayley de A
del arco vy (ver Figura 3.35), pero bajo estas condiciones no es posible continuar v;
hasta que pase por v} usando los homeomorfismos de A’, por lo tanto no existe una
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-1

Figura 3.33

Figura 3.34

3-cuca con estas condiciones, esto es, al aplicar la Movida 2 a la 3-cuca A’ se reduce
el nimero de arcos horizontales en P;.

Cuando v € Iy y vo € I; el andlisis es simililar salvo que la Movida 2 se aplica
primero a la drbita Oy y de ser necesario, a la 3-cuca resultante se le aplica la
Movida 2 a O;.

7 impar. Notemos primero que si ambos extremos del poste de P; estdn en la misma arista de
I', entonces una de las caras de I" tiene un ntimero impar de nodos, lo que contradice
la definicién de n-cuca. Luego podemos suponer que los extremos del poste de P;
estan en distintas aristas de I', y asi tenemos de manera general la Figura 3.36.
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Figura 3.35

Figura 3.36

Al aplicar la Movida 2 a la érbita Oy los arcos 1 y v, pueden desaparecer de P; o
pueden generar arcos horizontales en A’, en ambos casos se disminuye el nimero de
arcos verticales.

A Tipo 2-Tri.

n =1 Sea ~ el tnico arco vertical en P;, supéngase que v C I, para algin k € {1,2,3}.
Por hipétesis k # i. Sea {z,y} = 0.
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7 par.

Aplicamos la Movida 3 para cambiar el intervalo I por I}, donde I}, no tiene arcos
verticales en P, esto ya que los otros dos intervalos que describen 6rbitas de A tienen
solo arcos horizontales en P;.

Lo que haremos es probar que no existe una 3-cuca A tal que al aplicar tres veces la
Movida 3 de manera consecutiva (primero a Oy, de A, luego a O; de A’ y por tltimo
a O}, de A”, con k # 1), la 3-cuca resultante A" tenga en su gréfica tipo Cayley 1 o
m4ds arcos vérticales en P;.

Sin pérdida de generalidad tomemos e uno de los extremos del poste de P; que estd
entre uno de los extremos del arco v, y der sobre la arista de I', a, y denotemos por
v al nodo de V(A) en a adyacente a der.

Ya que 7 es par, entonces v, € I;, luego v puede estar en Oy, 0 en Op,.

Supongamos que v € Oy, y apliquemos a la érbita Oy de A la Movida 3 para obtener
la 3-cuca A’ para la cual onservamos la notacién de los arcos verticales de A.

En la gréfica tipo Cayley de A’ 77 ya no es vertical. Si A’ tiene al menos 7 arcos
de la su grafica tipo Cayley verticales en P;, entonces el nuevo arco vertical, que
denotamos por 7,41, fue generado a partir de la continuacién del nodo v. Entonces
la continuacién en la grafica tipo Cayley de A de v que va contigua a la continuacién
de v, llega a un extremo de I} antes de pasar de manera aydacente a un vértice de
I. Esta condicién la hereda Yn+1- (Ver Figura 3.37.)

Poste

Figura 3.37

A’ tiene como érbitas O;, O; y Oy, y un nuevo nodo v’ en a adyacente a der que
debe pertenecer a O;.

Aplicamos la Movida 3 a la 6rbita O; de la 3-cuca A’, con A” la 3-cuca resultante y
nuevamente conservamos la notaciéon que tienen los arcos verticales en P; en A'.
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Observamos que en la gréfica tipo Cayley de A” ~2 ya no es vertical. Si A" tiene
al menos 7 arcos de la grafica tipo Cayley verticales en P;, entonces el nuevo arco
vertical, que denotamos por v,42, fue generado a partir de la continuacion del nodo
v’, y la continuacién en la grafica tipo Cayley de A’ de v’ que va contigua a la
continuacién de 7,41 llega a un extremo de I; antes de que pase de manera aydacente
a un vértice de T'. Esta condicién la hereda Ynt2- (Ver Figura 3.38.)

( Postes

Figura 3.38

Ahora A” tiene como érbitas Oy, O] y Oy, y un nuevo nodo v” en a adyacente a der
que debe pertenecer a O;,.

Ahora aplicamos la Movida 3 a la 6rbita Oj de la 3-cuca A", con A" la 3-cuca
resultante y conservamos la notacién que tienen los arcos verticales en P; en A”.

En la grafica tipo Cayley de A" 3 ya no es vertical. Si A"’ tiene al menos 7 arcos de
la grafica tipo Cayley verticales en P;, entonces el nuevo arco vertical, que denotamos
por Y,+3, fue generado a partir de la continuacién del nodo v”. La continuacién en
la grafica tipo Cayley de A” de v” que va contigua a la continuacién de 7,42 llega
a un extremo de I; antes que pase de manera aydacente a un vértice de T Esta
condicién la hereda v,4+3. (Ver Figura 3.39.)

Entonces en A" las continuaciones de las parejas de arcos {vn4+1, ¥n+2} ¥ {n+2: ¥+3},
en el sentido que va a los extremos del intervalo I}/, se deben separar por un vértice
de T, pero sélo disponemos de una pareja de nodos adyacentes a izq, uno de Oy, y el
otro de O}, por lo que no existe A" con 7 arcos de su gréfica tipo Cayley verticales
en P}, esto es, a lo mas debemos aplicar tres veces la Movida 3 para que se reduzca
el nimero de arcos verticales. Asi aplicando un ntimero finito de veces esta movida
eliminamos a todos los arcos verticales de la cara P;.
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Postes

f(\

Figura 3.39

Cuando v € O,, el andlisis es el mismo, sdlo que los extremos de los intervalos estan
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en el sentido opuesto y entonces el diagrama se ve como:

i

(| C
N

Postes

n impar. Se aplica la Movida 3 a la érbita Oy. Luego en la 3-cuca resultante A’ v; y 7, dejan
de ser verticales, no importa en qué arista estén los estremos del poste de P;. Asi A’ tiene
menos de 7 arcos verticales.

3.7 Madejas y el paréntesis de Kauffman para 3-cucas

En esta seccién introduciremos las nociones de p-cuarto y madeja, enunciaremos la definicién
del paréntesis de Kauffman y expondremos la teoria de madejas para el paréntesis de Kauff-
man (teorfa perfectamente compatible con el polinomio de Jones). Posteriormente diremos
cémo separar una 3-cuca horizontal en dos p-cuartos y de qué manera se podria calcular el
paréntesis de Kauffman para la 3-cuca.

Definicién 3.30. Un p-cuarto R es un dominio conexo en R? (generalmente un rectangulo),
donde para una pareja de lados opuestos colocamos p cuerdas que entran y salen. Pueden
existir, en el interior de R, curvas simples cerradas (ver Figura 3.40).

Definicién 3.31. La madeja de un p-cuarto S(R) es el conjunto de todas las colecciones de
cuerdas en el interior de R que conectan las n cuerdas de un lado de R con las n cuerdas del
lado opuesto.

Dadas s1,s2 € S(R), se tiene que s; = s si existe una isotopia regular que lleve s; en sa,
esto es, que se pueda ir de una a la otra con movidas 2 y 3 de Reidemeister.
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: R

Figura 3.40
. = . S. H S. .
Sy7 5y : i s j :

Definimos en S(R) una operacién binaria por yuxtaposicion, esto es:
Una tercia de madejas es definida como una tercia de elementos de una madeja que son

idénticos salvo por un cruce, de tal manera que si en el primer elemento tenemos /\ , en el

segundo elemento debemos tener )( y en el elemento restante de la madeja debemos tener ~.
Denotamos al conjunto de todas las tercias de madejas como T.

Sea F el campo de cocientes de Z[z, x 1], sea V(S(R)) el espacio vectorial generado por S(R)
sobre F'y M(S(R)) el subespacio vectorial de V(S) generado por {SX —as —x7's ,OUs+
(2 +27%)s: (s/,5,,5 ) €T, Oeselenlace trivial y s € S(R)}. Definimos la linealizacién
L(S) por L(S(R)) = V(S(R))/M(S(R)). L(S(R)) es un espacio vectorial y ademds es un
algebra bajo la extensién, a L(S(R)), de la operacién binaria -.

En [Gi] se prueba que, una vez numeradas las cuerdas de R, {sr : 7 € Sp} es una base para
L(S), donde s = w(s) y s € S(R) sin lazos triviales.

Definicién 3.32. Definimos el corchete de Kauffman como la aplicacién [ ] : S(R) — L(S(R))
donde:

[O]=1,
[s /] = zls)] + a s ],
[OUs] = (—2? —272)[s].

Definicién 3.33. Sea s € S(R), definimos el numerador de s, N(s) como el enlace obtenido
por cerrar s de la siguiente manera:

Para r, s elementos de la madeja definimos el dual de s como s*(r) = [N(r.s)]. Definido de
esta manera s* puede ser extendido linealmente a todo L(.S).

La definicion del dual de un elemento de la madeja nos permite construir una forma bilineal
© en el espacio vectorial L(S), donde ¢(s1,s2) = [N(s1«$2)]. Para B = {p1,...,p,} una base
cualquiera para L(S) definimos la matriz M; ; = ¢(p1,p;).
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Luego, dado que cualquier forma bilineal tiene una matriz A que se determina de tal manera
que para @ = a1pr + -+ anpn Yy B = ip1 + o+ Bupn
631
ola, B) = (a1,...,a,)A
Bn
Al aplicar ¢ en los elementos de la base es claro que A = M.
Notemos que también podriamos tomar la base canénica {eq,...,e,} donde ef(e;) = d; 5,

con 0;; la delta de Kronecker y con esta base tenemos que si @ = z1e1 + -+ +zpep y 8 =
yi1e1 + - - + ypen, entonces

el B) = Y braei (Y wier) e (Y yse;)
ol i j
= Zbk,l (Z%@t(%)) . Zyjef(ej)
kol 5 j
— Z braTry = Zwk (Z bre,1 » yz>
ol ! I

= > wklbiglkr, - n) = (@1, w0) i, ).
k

Ahora, aplicando ¢ en « y 8, pero escritos en la base B, tenemos:

o(a, B)

Z ak1pi () « pi (B)

ol

> arpi(O aip) -pi O Bips)
kol i j

= Zak’l <Z aiplt(pi)> Zﬂjﬁ(ﬁj)
k,l i J

> (Z ZM> S5
o\ k ;

> alATM]; Y BiMy
l i 7

ZZ% Z[ATM]Zle,jﬂj
7 J 1

YO ai[MTAMY; ;85 = (0, - o) MTAM (B4, B)
i g

En [Gi] se calcula A = (MT)™1, luego ¢(a, B) = (a1, ..., ) M (B1, ..., Bn)-

La gran diferencia con el articulo [Gi] es que en dicho articulo se pretende tener la igualdad
o(a, B) = (a1, .., ) (MT)"Y(B1, ..., Bn), lo cual, segtin los célculos anteriores, es claramente
erréneo.
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A continuacién enunciaremos algunos lemas sencillos.
Lema 3.34. Sea M la matriz definida como arriba, entonces M es simétrica.

Prueba. Bajo una transformacién en el plano podemos llevar la gréafica de la izquierda en la
grafica de la derecha en la Figura 3.41.

Figura 3.41
]

Conjetura. M definida como arriba es invertible.
Ahora, un par de lemas que facilitan los calculos de la matriz M.

Lema 3.35. Sean pi,ps madejas de la forma de un p-cuarto, para 1 = 1,2.

Entonces ¥(p1,p2) := [N(p1+p2)] = dvo(p1,p2), con @(p1,p2) :=[N(s1.82)] yd=—a? —x2.

Prueba. La prueba es clara con la siguiente figura.

RENE P . . .
Nota. Dada s; una madeja sin cruces denotamos a su imagen reflejada horizontal-

— St
mente como s7 .
T

Lema 3.36. Secan s;,s; madejas sin cruces y s; ,sf sus imagenes reflejadas, respectivamente.
T _ T T
Entonces (si«5;)" = 8; +5] .
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Prueba. El lema es claro ya que las madejas no tienen cruces. m

Observacién 3.37. De este lema concluimos que [N (s; +s;)"] = [N(s] +s])].

Lema 3.38. Sea p una madeja de la forma ﬂ y q una de la forma *1 ' |, ambas

madejas de un p-cuarto, entonces ¥ (p, q) = ¢(u,v), donde u,v son madejas de un (p — 2)-cuarto
y d(u,v) es la aplicacion [N (u,v)].

Prueba. Al tomar el numerador del producto observamos que los arcos extremos pueden
contraerse (ver Figura 3.42).

Figura 3.42

Al simplificar s y t obtenermos u y v. ®

Ahora conectaremos esta la teoria con las 3-cucas horizontales.

Definicién 3.39. Sea A una 3-cuca horizontal, con enlace asociado L, cuyos arcos horizontales
estan en la cara P;. Definimos la circunferencia de separacién C como la circunferencia en
52 que divide al poste de la cara P, en dos, quedando en una de las regiones definidas por la
circunferencia los arcos horizontales de P; con extremos en r3, un segmento del poste de Py, el
poste de Py y los arcos de la gréafica tipo Cayley de A en la cara P»; en la otra regién estardn
los arcos horizontales de P; con extremos en 79, €l otro segmento del poste de Ps, el poste de
la cara P53 y todos los arcos de la gréfica tipo Cayley de A en P5 (ver Figura 3.43).
Denotamos C(I) = C' al circulo de separacién que contiene [ nodos, donde

I = #({El enlace asociado a A} N C).

Es claro que [ debe ser par, digamos [ = 2h. Luego ya que S% — C' tiene dos componentes,
cada una de ellas es un h-cuarto con frontera C, .

Fijamos un sentido para numerar los [ nodos de C' como en la Figura 3.44.

Para poder usar la forma bilineal ¢ descrita anteriormente es necesario multiplicar los dos
h-cuartos que define C' y tomar el numerador del producto. Pero para obtener el mismo enlace
asociado con el que empezamos debemos tener cuidado de hacerlo con la orientaciéon correcta
de los nodos ya que por un lado tenemos el cuarto M; definido en la Figura 3.45 y por otro
lado el h-cuarto My definido en la Figura 3.46, en esta misma figura se muestra cémo deben
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Figura 3.43

-1

Figura 3.44

orientarse los hilos de la madeja My para que N (M. Ms) sea la 3-cuca original y asf al calcular
[N(M; . Ms)] habremos calculado [L]. Lamentablemente el cdlculo de madejas para 3-cucas se
vuelve un poco complicado, asi que dejaremos estos calculos para trabajos futuros.

M
1
’---—l—-.,_
" ‘N
- S~
- ~
P \~
% ~
! 1
\‘ 1
S
> 4 -1
1 \\ P
’
~
i ’d,
2 G N - .

Figura 3.45
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M,
A
Figura 3.46
Obtenemos de esta manera las dos madejas das en la Figura 3.47.
1 l l — 1
2 M El—l -1 M, — 2
h fpel Rl -
Figura 3.47
=
Luego p(My, M) = [N(M; - Ma)] = | H | que es el paréntesis de Kauffman

del enlace asociado a la 3-cuca original.

Una vez que hemos calculado el paréntesis de Kauffman de una 3-cuca horizontal podemos
calcular su polinomio de Jones usando el siguiente resultado ya conocido.

Teorema 3.40. Dado D un diagrama de un enlace L, el polinomio de Jones de L se calcula
como

J(L) = —=**P)[D]|

1.
r—t4

Prueba. Ver [K]. =



Capitulo 4

n-cucas, para n > 4

,Cémo debe ser la gréfica I' para las n-cucas con n > 47

Construiremos I' a partir de su gréafica dual.

Tomemos V={n vértices en el plano}={v;}?,; y E ={arista de v; a v; para i # j}. El
conjunto de vértices representa a los n postes de la n-cuca y las aristas representan los arcos
que van de un poste a otro (no se permiten bucles, pues en las n cucas no hay arcos que vayan de
un poste en si mismo antes de pasar por debajo de otro), entonces la grafica dual a G = (V, E)
G* serd la gréfica I' para las n-cucas. (Ver Figura 4.1).

Figura 4.1. Las aristas de las graficas duales estan dibujadas con lineas punteadas. Paran = 3
la gréfica dual de G es una gréafica tipo ©; mientras que para n = 4 la grafica dual es el tetraedro.

Sabemos que para mas de cuatro vértices no existe una grafica completa plana, asi que sélo
podemos dar subgraficas planas de la grafica maxima de cinco vértices.

Conjetura. Dada A una n-cucay L su enlace asociado. Entonces L* es el enlace geométrico
de A.

Este resultado generalizaria el Teorema 2.14.

85
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