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Descomposiciones circulares

Victor Nunez

(Cimat)



Fabiola Manjarrez

Enrique Ramirez



Definicion. B" = {x € R" : |x| < 1} es la n-bola.

Una n-bola es un espacio homeomorfo a B™.

Definicidn. Una n-variedad es un espacio métrico M tal que cada punto de M tiene
una vecindad homeomorfa a B™.



Ejemplo. S™ = OB" ™1 = {x € R"™ : |z| = 1} es una n-variedad.

S=R" U {00}
Sl: O Q ) {m}
S . U {00}



Una superficie es una 2-variedad (conexa).
% ﬂ
é [X ’ ’ g °°°



Dada una variedad M y una subvariedad X C M, el exterior de X en M es |la subvarie-
dad E(X) =M — N(X).

E(X)

(X C S? es el nudo verde)



Un cubo con g asas es una 3-variedad V' C R? compacta para la que:
— existe un sistema de discos bidimensionales Dy, Do, ..., D, C V
— Dy, D, ..., D, son ajenos y estan propiamente encajados

— el exterioren V, E(D;UDyU---UD,) = B?




Teorema (Heegaard). Sea M una 3-variedad orientable, cerrada y conexa.

Entonces M es unién de dos cubos con asas con interiores ajenos.



Una descomposicién de Heegaard de M da lugar a una funcién altura

f:M—R










Ahora lo que pasa...



-e—— . - = -
-~
--————_-———————____ - e o mm mm mm wm wm ==
- -




unto critico de indice




Es lo mismo que pegar una 3-bola B = B? x B! a lo largo de 0B? x B! sobre la curva
roja:

(O sea, se identifica B* x B! con una vecindad de la curva.)



Ahora, si tenemos una funcién f : M3 — R, podemos construir una descomposicion de
Heegaard de M.

(Bueno, debemos suponer que M es diferenciable; pero en dimensién 3 no hay problema.
La funcién f debe ser de Morse; pero tampoco hay problema.

Realmente lo que obtenemos con ésto es una descomposicién en asas de M, pero con una
homotopia de f, obtenemos exactamente una descomposicién de Heegaard para M)



Desc. de Hee. para M) = (f : M — R’ de Morse
(



Preguntas interesantes:

e Dada M, jcudl es el género minimo de una Desc. de Hee. de M?
e jCuantas Desc. de Hee. minimas distintas hay para una M dada?

o Etc.



Si tenemos ahora f : M — S de Morse,
iqué tipo de descomposicién obtenemos para M7

(La f no es nul-homotdpica; si no, estamos en el caso anterior)

M3

VvV

“Genéricamente” una curva de nivel es una superficie.



Ya no hay “minimos” (puntos criticos de indice 0).
Ya no hay “maximos” (puntos criticos de indice 3).
Hay puntos criticos de indice 1 (1-asas).

Hay puntos criticos de indice 2 (2-asas).



Superficie "gorda"
X 1

Superficie "flaca"
x 1

o 2




Nota: Si M es una n-variedad,
Existe f : M — S! esencial
-
Existe ¢ : w1 (M) — Z no trivial
<~
Existe ¢ : Hi(M) — Z no trivial
<~
H1(M) es infinito
<~

H'(M;Q) #0



Ejemplos



Sea k C S% un nudo; o sea, k es una circunferencia encajada (diferenciable con
diferencial no singular, PL, .. .).

7S







E(k)

iEntonces H{(FE(k)) = Z!
(el generador de H1(E(k)) es un meridianito m de k)



Luego existe f : E(k) — S! esencial

(Se puede suponer que f es de Morse, por supuesto).



i Cudntos puntos criticos tiene la funcién f: E(k) — St ?

Pues, dijimos, tiene un cierto nimero de puntos criticos de indice 1 y un nimero (el
mismo nimero) de puntos criticos de indice 2.

Vamos, entonces, a encontrar 1-asas y 2-asas pegadas a. . .

Primero:

i Como se ve una curva de nivel de f para un valor regular?



vV

Si A € St es un valor regular de f, entonces f~!()) es una superficie F.

Ahora OF = F N 9E(k) C OE(k) = ON (k).



Dentro de NV (k) podemos encontrar un anillo cuyas fronteras son k y OF.

oF
Anillo

N(k)

La superficie I’ que es la unién de F'y el anillo dentro de N (k), satisface

OF" =k



Se dice que F’ es una superficie de Seifert para k.

E(k)

Superficie "gorda"

de Seifert x I de Seifert x I

\Superficie "flaca"

o =2







D=2
& 62 62










ler. caso

Supongamos que la funcién f : E(k) — S! no tiene puntos criticos.
Luego, si A C S es un intervalo, entonces f~1(A) = F x A.
O sea,

F x [0,1]

Bk) = (2,0) ~ (h(x),1) para x € F

es un haz de superficies sobre S con fibra F

(h : F — F es algin homeomorfismo).

En este caso se dice que k es un nudo fibrado.



esta fibrado.



-
P
=

Una “vecindad” de F”’






















Cualquiera de las superficies de la foliacién determina a ésta

20
)




del cu

frontera

de las dos superficies que viven en

ualquiera




(mas flaquita)

----

--..
oy




Ahora la superficie F' queda determinada por una espina de F' sobre la frontera del
cubo con asas.

(GG )



Definicidon. Sea X un espacio. Una espina de X es un subespacio cerrado Y C X tal que
Y es retracto por deformacion de X.

(en particular la inclusién induce un isomorfismo 71(Y) — 71(X) y, frecuentemente, esto
nos da una condicién suficiente)



Ahora la superficie F' queda determinada por una espina I' de F' sobre la frontera del
cubo con asas.

N
1!
1!







Ahora una vecindad de la grafica I' en la frontera del cubo con asas

---
-~
-
-y

S€ ve€ COmo.

-y s W




iRecuperamos a F' del encaje de I' en la frontera del cubo con asas!




Notese que, como el cubo con asas es una vecindad de F', la misma F' es una espina del
cubo con asas; luego la grafica I' también es una espina del cubo con asas:

-----

N oy ws =




Observacion. Sean V' un cubo con asas, I' C 9V una grificay F = N(I') N 9(V) una
vecindad regular de I' en 9V. Si I es una espina de V, entonces obtenemos una estructura
“producto” para V' como antes, con fibra F'.

/




Proposicion. Sea V un cubo con g asas y I' C 9V una grafica.

Entonces 1I' es una espina para V si y sélo si la inclusién induce un isomorfismo
7T1(P) — 7T1(V).

(El hecho topoldgico detrds de esta proposicién es el siguiente:
Teorema. V cubo con g asas, F' = m1(V') el grupo libre de rango g.

Si ¢ : F — F es un isomorfismo, entonces, existe h : V' — V homeomorfismo tal que
hy =)



Tsu't'sd_g,

-
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) I )
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La espina I' determina, pues, una fibracién del cubo con asas:

--_-.

Vamos a ver qué pasa afuera de este cubo con asas.

-y wm W



Teorema de Alexander.
Sea E C S3 una 2-esfera encajada (diferenciable, PL,. . .).

Entonces S? — E tiene exactamente dos componentes B; y By y se cumple que

B1 = B, = B3,



Vamos a ver el exterior de

Primero “enderezamos’ un

poquito:

- oy wm




El mismo cubo con asas




A este cubo con asas le pegamos dos “corchos” (dos 2-asas):

2

La frontera de este espacio: d(cubo con asas + (2-asas)) = S



Luego el exterior: E(cubo con asas + corchos) = B> (Alexander)

Para obtener el exterior del cubo con asas original, le tenemos que pegar a esta bola
los corchos a lo largo de los disquitos que se ven en el dibujo.

Por supuesto que obtenemos de nuevo un cubo con asas.



Cubo con asas "interior"

Cubo con asas "'exterior"



i Como se ve la espina I" en el cubo con asas exterior?



Cambiemos los colores de los pétalos de I' en V:




['en E(F)

T, YT



Como el conjunto de palabras {z,zy} es una base del grupo w1 (E(V)), se sigue que la
grafica I' también es una espina para el cubo con asas exterior.

O sea, I' produce una estructura “producto” en el cubo con asas exterior y, por lo
tanto, el nudo con el que comenzamos esta fibrado.



Teorema. Sean k£ C 52 un nudo y F una superficie de Seifert para k.
Escribimos V =N(F)y W = E(V).

Si existe una grafica I' que es una espina para F' tal que I' es espina tanto de V' como
de W, entonces k estd fibrado.



Sélo Algebra:

Proposicion. Sea V un cubo con g asas y I' C 9V una grafica.
Entonces I' es una espina para V si y sélo si la inclusién induce un isomorfismo 71 (I') —

7T1(V).

(sélo tenemos que revisar condiciones algebraicas)



En NV (F)

--------

T, YT



Cubo con asas "interior"

Cubo con asas "'exterior"



En NV (F)

--------

T, YT



el trébol



- = - ==

X Xy

iEl Trébol también esta fibrado!


















El nudo 934 esta fibrado



2do. caso

Supongamos que la funcién f : E(k) — S tiene exactamente dos puntos criticos: uno
de indice 1 y uno de indice 2.

E(k)

Superficie "gorda"

de Seifert x I de Seifert x 1

\Superficie "flaca"




Definicion. Sea k C S® y F una superficie de Seifert para k.

Una descomposicion circular de k basada en F', es una descomposicién
E(k) = (Fx [51])UUUDU(F x |0,4])

donde U es un conjunto de 1-asas pegadas a lo largo de F' x {1} y D es un conjunto de
2-asas pegadas del mismo lado (Forzosamente #(U) = #(D)).

E(k)

Superficie "flaca"
de Seifert x I

Superficie "gorda"
de Seifert

— <=




Para describir una descomposicion circular del nudo £ basada en F' podemos hacer dos
COSas:



1) Comenzamos con una vecindad de F', le afiadimos un nimero de 1-asas de un solo
lado y le anadimos el mismo nimero de 2-asas del mismo lado.

El complemento de la unién anterior es una vecindad regular de F'.

Ek)=(Fx[51)UUUDU(F x[0,1])



2) Tomamos el exterior E(F') y le retiramos un cierto nimero de 2-asas y el mismo
numero de 1-asas.

El espacio resultante es una vecindad regular de F'.

Ek)=(Fx[51)UUUDU(F x[0,1])






-------

X xy2

El conjunto {z, 2y} no es una base del grupo libre de rango dos.



Proposicion.

g
Sea V un cubo con g asas y I' C OV una gréfica, donde I' = \/Sl es una cuna
i=1
de 1-esferas.

Entonces I' es una espina para V si y sélo si existe un sistema de discos D1, D», ..., D,
para V (o sea, discos que definen las asas de V') tal que el disco D; toca a un y sélo un
pétalo de I' en exactamente un punto, 2 =1,...,9.



gu TS W o ow o o

xXy?



Definicidn. Sea F' un grupo libre, w € F'. Entonces w se llama un elemento primitivo de
F' si existe alguna base B de F' tal que w € B.

Proposicion. Sea V un cubo con asas y a@ C V una curva simple cerrada. Entonces «
representa un elemento primitivo de 71 (V') si y sélo si existe un 2-disco D C V' propiamente
encajado tal que « corta transversalmente a D en exactamente un punto.



.
.
.
.
N
"
’l

{

's".-l

i—

I

xXy?



92

El nudo 55 no estd fibrado, pero admite una descomposicién circular con una sola 1-asa.

(El polinomio de Alexander es A(55) = 2 — 3t + 2t2, por eso 52 no estd fibrado)



Descomposicion circular para 5,



———————




1) Comenzamos con una vecindad de F', le afiadimos un nimero de 1-asas de un solo
lado y le anadimos el mismo nimero de 2-asas del mismo lado.

El complemento de la unién anterior es una vecindad regular de F'.

Ek)=(Fx[51)UUUDU(F x[0,1])



———————
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Definicion. Sea F' un grupo libre, wq,...,w, € F. Entonces wi,...,w, se llaman
elementos primitivos asociados de F' si existe alguna base B de F' tal que wy...,w, € B.

Proposicion. Sea V un cubo con asas y a1,...,a, C V curvas simples cerradas.
Entonces g, ..., q, representan elementos primitivos asociados de m1(V) si y sélo si
existe un sistema de 2-discos D+,..., D, C V propiamente encajados tales que «; corta
transversalmente a D; en exactamente un puntoy o, N D; =0,i# j,i=1,...,n.



Teorema. Sean k& C S? un nudo, F' una superficie de Seifert para k de género g.
Supongamos que F/(F') es un cubo con 2g asas.

. . . 2) , ..
Si existe una espina I' = V{75! tal que 29 — 1 pétalos de T son elementos primitivos
asociados, entonces k£ admite una descomposicién circular basada en F' con una sola 1-asa.



Teorema. Sea k£ C S° un nudo, F una superficie de Seifert para k& de género g.
Supongamos que F(F') es un cubo con 2g asas.

Si existe una espina I' = \/?QS1 tal que ¢ pétalos de I' son elementos primitivos
asociados en w1 (F/(F’)), entonces k admite una descomposicién circular basada en F' con
2g — { 1-asas.
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Teorema. Sea k£ C S° un nudo, F una superficie de Seifert para k& de género g.
Supongamos que F(F') es un cubo con 2g asas.

Si existe una espina I' = \/?QS1 tal que ¢ pétalos de I' son elementos primitivos
asociados en w1 (F/(F’)), entonces k admite una descomposicién circular basada en F' con
2g — { 1-asas.



Corolario. Sea k C S? un nudo, F una superficie de Seifert para k£ de género g.
Supongamos que F/(F') es un cubo con 2g asas.

Entonces k£ admite una descomposicién circular basada en F' con 2g 1-asas.



“Supongamos que E(F') es un cubo con 2g asas”

Es una hipdtesis importante:






Definicién. Sean k C S un nudo y F una superficie de Seifert para k de género g.
Entonces F' se llama libre de género g si el exterior E/(F') es un cubo con g asas.

Definicion. Sea &k C S° un nudo. El género de k es el niimero

g(k) = min{género(F') : I' es superficie de Seifert para k}.

Definicion. Sea k£ C S° un nudo. Entonces k se llama de género libre g si existe F
superficie de Seifert para k que es libre de género g y F' realiza el género de k.



Teorema. Sea k C S° un nudo de género libre g y sea F' una superficie libre para k
de género g.

Si existe una espina I' = \/?QS1 tal que ¢ pétalos de I' son elementos primitivos
asociados en w1 (F/(F’)), entonces k admite una descomposicién circular basada en F' con
2g — ¢ 1-asas.



Censo de nudos hasta diez cruces
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Nudos fibrados



F.1 knot diagram
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Teorema (H. Goda). Los nudos de hasta diez cruces que no estdn fibrados, admiten una
descomposicién circular con una sola 1-asa basada en una superficie de Seifert de género
minimo.



3Jer. caso

Supongamos que la funcién f : E(k) — S! tiene exactamente cuatro puntos criticos:
dos de indice 1 y dos de indice 2.

E(k)

Superficie "gorda"
de Seifert x I

Superficie "flaca"
de Seifert x I

o =2




Lo que sabemos.

e Si k es un enlace (un nudo de mas de una componente), entonces es posible encontrar
invariantes topoldgico-algebraicos “faciles” de E(k) que a veces detectan si cualquier
descomposicidn circular de k£ basada en una superficie de género minimo necesita mas
de una 1-asa.

e Si k no tiene género libre, también es posible encontrar invariantes topolégico-algebraicos
(ya no tan faciles) que a veces detectan si cualquier descomposicién circular de k basada
en una superficie de género minimo necesita mds de una 1l-asa (propiedades especificas
del grupo fundamental del exterior de una superficie de Seifert dada).

e Si k tiene género libre mayor o igual a 2, es concebible que pueda haber invariantes
topoldgico-algebraicos calculables que a veces detecten si cualquier descomposicién
circular de k basada en una superficie de género minimo necesita mas de una 1-asa.




Los nudos de género libre 1 son interesantes.
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El nudo pretzel p(5,3,5)






Teorema (Teragaito).

Sea k el nudo pretzel p(r,s,t) con r, s y t enteros impares y ||, |s|, || > 3.

Entonces k tiene un Unica superficie de Seifert de género 1 (que es libre).

Teorema.

Sea k el nudo pretzel p(r,s,t) con r,s y t enteros impares y ||, |s|, |t| > 5.

Entonces cualquier descomposicién circular de k basada en su superficie de género 1
necesita dos 1-asas.

(i.e., E(k) no se puede descomponer circularmente con una sola 1-asa)









2) Tomamos el exterior E(F') y le retiramos un cierto nimero de 2-asas y el mismo
numero de 1-asas.

El espacio resultante es una vecindad regular de F'.

Ek)=(Fx[51)UUUDU(F x[0,1])



El estudio de las descomposiciones circulares de nudos se puede hacer mucho mas
sutil:

De manera natural surgen las nociones de “nudo fibrado”, “nudo casi-fibrado”, “nudo
casi-casi-fibrado” , etc.

La busqueda de ejemplos y las demostraciones de sus propiedades se vuelven conside-
rablemente mas dificiles y fascinantes.



